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Soit

(I)
n

Sn (S)= L ak e-Aks

I

une suite de sommes partielles de la serie de Dirichlet

(2)
00

.L: an e-AnS

I

(0<"1<"2<'" <"n-+oo; n-+oo; s=x+yi).

Le domaine D ou cette serie converge absolument est obtenu selon Ie
procede expose dans Ie travail [I]. Ainsi, par exemple, lorsqu'on ecrit la serie

00

.L: Ian Ie-AnX

J

sous la forme

ou

lim Ii (1-~ )= 0,
n--+oo k~1 IJ.k

on oblient la condition suivante de la convergence absolue de la serie (2)

(3)

De h\ il vient:

(4)

D'ou Ie resultat suivant:
S'iI existe une telle suite de nombres {IJ.n} (IJ.n>1) qui satisjerait, avec les

coefficients et les exposants de la serie (2), la condition (4), alors fa serie (2)
converge absolument dans Ie demi-plan Re s > A .
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Sn + 1
n

Si, dans 1a relation (4), on ecrit {In=
d-'

0\1 Sn = Ldk est la somme
n+ 1 1

partielle de la serie divergente

(dk > 0),

l'abscisse de la convergence absolui: est alors

A 1
-;- 1

1 lan!Sn+lSn
=lm-g' .

n -too An dn

D'o\1, pour

(lg2 n = 1919n, ...)

it resulte
-;- 1 2

A = hm - 19
1

an In 19n . . . 19pn.
n -too An

La serie (2), d'apres la relation (3), converge absolument sur l'axe de
la convergence absolue si

- 2
lim [lg (Ian In 19n. . . 19pn)-An A 1<00

n-too
(IA I< M).

Soit la somme partielle (1) ecrite sous la forme
n n

Sn (s) = L ak e-Ak' = L Iak IrAkx cos (OCk-Ak y)

k-t k=1
n

+ iLl ak 1rAkx sin (OCk-Ak y) (OCk= arg ak,
k=1

s = x + yi);

soit la partie reelle de cette suite ecrite de la fa~on suivante

(5)
p

Re Sn (s) = L Iamk Ie-Amkx cos (ocmk- Amky)

k=t
q

+ L !ankle-AnkXCOS(ocnk-AnkY)'
k=t

0\1

p + q = n, mp";; n, nq < n.

(6)

Si

o < ~-OCl :I: (~-AJ < . . . < OCn+l-OCn:I: (AnH-An) Y < . . . < e < 21t,

21t-OC0\1 0 < ocn= :l:arg am alors 0 < Jy 1<
g

(O<oc=lim (OCnH-OCn)<21t, g=lim (AnH-An)=lim
An)n-too n-too n-too n

p-q=O(1), p, q~oo.

2



18 Lazar Karadzic,

Considerons sur la droite Re s = c (c .;;;A) la suite (5), ecrite sous la forme

(7)

ou Pp et Qq satisfont les conditions:

0< Pl < P2< . . . < Pp + 00, P + 00,

(8)

Lorsqu' on prend en cosideration les relations (6) et (8) et sur la base
des resultats exposes dans Ie travail [*], la suite (7) converge si

(9)

(O<Ap'<l, lim V=l;
p--too

0< {Lp< 1, lim (Lp< 1).
p--too

Si

cos (ex.", -Am Y)
A' =

p p
p

Sp

-cos (OCn- An Y)p p
{Lp =

s 'p

alors
p

.L cos (OCk-AkY)

= 1+
I

s'q
(p+q=n).

De la, lorsqu' on prend en consideration que la suite

limitee, il resulte, d'apres les conditions (6)

lim
sp

= 1
p,q--too Sq'

(p+q=n).

--
[*] L. K a r adz i c: Certains theoremes se rapportant aux series a termes constants

ces Publications, N2 93 (1963).
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(10)

Par consequent, It's relations (9) peuvent etre ecrites sous cette forme-ci:

I '
-Am C 1

. -Am C , 01m amp e p Sp = 1m anp e p Sp = ,
p-t'" P-t'"

lim
I

amp

I

e-O'mp-Anp)C= 1.
p

-t
'"

anp

Done, la serie de Dirichlet (2) possede, sous ces conditions-ci, la somme
partielle

mp

.L ak e-AkY

k~1
(11)

dont la partie reelle converge unifOlmement dans Ie

1
\

amp

IRe s :> c = lim

g
-;;:;

.
P -t

'"
Amp-Anp

domaine D

De meme, la partie imaginaire de la suite (11) converge uniformement dans
Ie domaine Dl

Re s :> c' = lim
19

I~ I,
p-t'" Am -Anp p

ou {mp'} et {np'} sont les suites partielles de la suite de sorte que mp' -np' =
=O(l),p_oo,

Si

lim
l

an+l

l

=l, lim (An+1-An)=h (O.;;h< (0)
n-t'" an n-t'"

alors c = c', Par consequent, la suite (11) converge uniformement pour
Re s :> c, si, d'apres la condition (10), est satisfaite la condition

(12)

nane-AnC=o(1), n_oo.

En vertu de ce qu'on vient d'exposer ci-dessus, on peut formuler ce

Theoreme - Si la suite d'exposants {An} et la suite d'arguments {argan}
de la serie de Dirichlet (2) satisfont les conditions (6) et (12) et si

(c :> C)
alors

est l'abscisse d'ultraconvergence de
27t - oc

dans les intervalles 0 < Iy I< - g

De la far;:on ci-dessus exposee, on a donne l'expression analytique pour
l'abscisse d'ultraconvergence d'une classe speciale de series de Dirichlet. S'il
existe que1que autre expression analytique pour l'abscisse d'ultraconvergence
de n'importe quelle classe de series de Dirichlet, l'auteur l'ignore,

cette serie, Elle converge sur ['axe Res = C

si nane-Anc=o(1), n_oo.
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