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La fig. 1 represente, dans Ie plan de Lobatchewsky, la suite de quadri-
,-.,

lateres curvilignes An An+! Bn'+1 Bn, n = I, 2, 3,. .., dont les cotes An Bn et--
An+! Bn+t sont des arcs-limites coaxiaux et All An+! et Bn Bn'+1 les segments
des paralleles.
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Si l'on ecrit an=AnBn, -lg(l-bn)=AnAn+t=BnBn'H ou O<bn<l,

alors l'expression
n = 1, 2, 3,...,

represente la surface du quadrilatere curviligne An AnH Bn'~1 Bn.
Supposons que la droite Bn Bn'+1 coupe l'arc-limite qui passe par les

--points Al et Bl au point Ln. Si la suite des arcs-limites Al Ln est bornee,
c'est-a-dire si

(1) ~~=O ( l )
n-I '

TI(l-bk)
k=1

n_oo,

alors la serie

(2)
00

L anbll

I

converge.



(3) Cn
- 0 (1),n-I n -) 00,

IT (l-dk)
k=1

alors la serie
00

(4) L Cn dn (cn>O, O<dn< 1)
I
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La figure ci-dessus represente, outre la suite de quadrilateres curvilignes
{An AnH Bn'H Bn}, selon Ie meme procede. egalement une autre suite de qua-

------
drilateres curvilignes {An' An' H Cn'H Cn}. Si l'on ecrit Cn= An' Cn et

-lg(1-dn)=An'An'+1=CnCn'H, ou O<dn<l,

alors l' expression

Cn dn = Cn (1-elg (I-dn), n = 1, 2, 3,...,

represente la surface du quadrilatere curviligne An' An' H Cn'H Cn.

Soit Mn Ie point d'intersection de la droite Cn Cn'+1 avec l'arc-limite
qui passe par les points Al et B1. Par consequent, si la suite des arcs-limites

..-..
Al Mn est bornee, c'est-a-dire si

converge.
La serie (2) peut converger meme si la suite (1) n'est pas bornee. Afin

d'etablir, dans ce cas-ci, Ia convergence de cette serie, on procede de la fa~on
suivante. Lorsqu'on ecrit la serie (2) sous la form~

elle converge si
an 1
~n-l

=0(1),
n

IT (l-bk Ak)
1

Done, lorsque la serie (2) converge, il existe une suite de nombres {An}
qui satisfait cette rdation, mais lorsque la serie (2) diverge, il n'existe pas
de telle suite {An} qui satisferait cette relation. Dc meme, la serie (4) converge
s'il existe une telle suite de nombres {fLn} (fLn>O) qui avec les termes de cette
serie satisferait la relation

n -+ 00.

n-+oo

La figure ne fait pas voir seulement la somme partielle des series (2)
et (4), mais aussi leur difference. Ainsi, par exemple, la somme partielle de
la serie

00

Lanbn-cndn
1

(an, ;">0; an, Cn-+ 0, n -+ 00; O<bn, dn< 1; lim b" < 1;

" --t 00

Iim dn< 1)
"--t 00

(5)

represente, d'apres la figure, la somme algebrique des surfaces limitees par
les parties des paral1eles et des arcs-timites.
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De la figure il s'ensuit de fa~on evidente que la serie (5) converge lorsque

n -+ 00,

ou Cn Bn est Ia distance entre Ies points Cn et Bn. Cette condition est satis-
faite Iorsque

(6)

La serie (5) converge aussi dans Ie cas OU

(7) 1
. an

11m -= ,
n-too Cn

(O<C<oo ),

car, en ajoutant une constante determinee it cette serie, cette condition peut
etre reduite it Ia condition (6).

La condition pour que Ia serie (5) converge absolument depend de Ia
vitesse avec Iaquelle Ies suites (6) resp. (7) convergent et cette meme vitesse
est conditionnee par Ia suite des arcs-limites

(8)

Si cette suite est bornee, Ia serie (5) converge absolument. De cette fa~on-si
on reduit Ie critere au moyen duquel on etabIit la convergence absolue de Ia
serie (5) au meme principe que dans Ie cas des series (2) et (4). Ainsi, aux
conditions (1) et (3) pour la convergence des series (2) et (4), la condition
correspondante pour Ia serie (5), d'apres (8) est

(9)
n-ln (l-bk)
k~1

ou bien cette autre

ann-l1-dk (1 n-l

)- TI--C= 0 - TI(l-dk) ,
Cn k=1 I-bk Cn k=1

n -+00 ,

(O<C< 1).

De ce que l'on vient d'exposer ci-dessus tl resulte Ie

Tbeoreme 1 -- Si les termes des series divergentes (2) et (4) salisfont la
condition (7), la serie (5) converge; pourtant, s'ils satisjont, outre la condition
(7), la condition (9) egalement la serie (5) converge alors absolument.

Lorsque
n I-dkJim TI -=00,

n-too k=1 I-bk
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la serie (5) peut soit converger ou diverger. Dans ce cas-ci la serie (5) doit
etre ecrite sous la forme

(an, Cn
-to, n-too; O<bnAm dnfJ.n< 1; lim bnAn<l, lim dnfJ.n<l )

An fJ.n
n --t 00 n --t 00

et il faut verifier sur les suites

{an fJ.n} {fI I-dk fJ.k}CnAn' k=ll-bkAk

si la serie converge d'apres Ie theoTeme formule ci-dessus.
D'apres ce qu'on vient d'exposer ci-dessus on peut formuler Ie

Theoreme 2 - S'il existe une telle suite de nombres {An} (An>O) et {fJ.n}

(fJ.n> 0) qui satisjerait, avec les termes des series divergentes (2) et (4), les
conditions:

~ -t 0, n -t 00; lim Anbn< 1; lim fJ.ndn< 1;
fJ.n n --too n--too

(O<C< 00),

alors la serie (5) converge; pourtant, si les termes des series divergentes satis-
jont, outre ces conditions-d, egalement la condition

0(1), n.--+ 00,

la serie (5)

n-I n-I
An II (l-bkAk) fJ.nII (l-dkfJ.k)

k=1 k=1

converge alors absolument.

lim
an

= 1, et la suite
n--too Cn

Soit

{atn} = ffr I-dk
}U=I I-bk

bornee. Si cette suite possede plusieurs points d'accumulation,
diverge alors. Le resuItat suivant s'ensuit de fa~on evidente.

Si 1
. an

1 -1m - = et si 0 < lim atn< lim atn= C < 00,

la serie (5)

n--too

la serie (5)

Si

est bornee et divergente.

I'

an bn IIm-= ,
n --too Cn dn

alors, pour la serie (5), lorsqu'on l'ecrit sous la forme

~ b d ~ an bn Cn dn
L.. an n-Cn n= L.. - An-- fJ.n'
I IAn fJ.n

on peut formuler, d'apres Ie theoreme 2, Ie resultat suivant:
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S'il existe une te/le suite de nombres {An} (O<An< 1, lirn An< 1) et
n-too

{fLn} (0 < fLn< 1, lirn fLn< 1) qui satisferait, avec les termes des series diver-
n-too

gentes (2) et (4), les conditions:

I
. an bn

1
. Cndn

01m -= 1m -=
n -t 00 An n -t 00 fLn

la serie (5) converge alors; pourtant si ces conditions-ci sont satisfaires,
outre la suire

{Otn}=
{ IT

I-fLk

}k=l 1-)k

qui possede plusieurs points d' accumulation, a savoir 0< lim Otn < lim Otn = C < 00 ,
n-too n-too

la serie (5) est alors bornee et divergente.

Supposons que les termes des suites {Sn} et {Tn} satisfont Ies conditions:

0< SI < S2 < . . . < Sn ---t 00, n ---t 00;

0< T1 < T2 < . . . < Tn ---t 00, n ---t 00;

Les series

(10)
00 00

2: Sn+l-Sn et 2: Tn+l-Tn
1 1

etant divergentes, on peut appliquer a Ia serie
..

2: (Sn+t-Sn)-(Tn+t-Tn)
1

Ie theoreme 2. Par consequent, on peut formuler Ie resultat suivant:

S'il existe une te/le suite de nombres {An} (O<An< 1, lim An< 1)et {fLn}
n-too

(O<fLn< 1, lim fLn< 1) qui satisferait, avec les termes des series divergentes (10)
n-too

les conditions:

1. Sn+l-Sn
1
. Tn+t-Tn

01m = 1m = ,
n -t 00 An n -t 00

fL"

(O<C<I)

alors la suite

{Sn-Tn}
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converge; si, pourtant, celles-ci sont satisfaites a l' exeption de la suite

{Cln} = Ifr
1-fLk

}U~I 1-Ak

qui est bornee et possede plusieurs points d' accumulation (lim Cln> 0) la suite
n--+00

{Sn- Tn} est alors aussi bormie et possede plusieurs points d'accumulation
Les resultats exposes ci-dessus peuvent etre appliques aux series semi-

convergentes. Soit donnee une telle serie
00

Lan,
I

Ecrivons la suite des sommes partielles de cette serie sous 1a forme

(11)

n

sn= L ak=Sp-Tq
I

ou la suite {Sp} =
l~1

amp} contient uniquement les terill'~S

suite {Tq} = {- ~ lank} uniquement 1es termes negatifs de la

cette hypothese it suit de fal;on evidente

(p + q = n)

positifs et la

suite {sn}' De

Lorsqu'on ecrit

0<Sl<S2<'" <Sp + 00, p + 00;

0<T1<T2<... <Tq +oo, q +oo.

la suite {Sn} sous la forme
q

sn=Sp-Tp+ Lank
k=p

(p<q)

ou bien
p

sn=Sq-Tq+ L amk
k=q

alors la suite
l~p

ank}
resp. 1a sUitel~q amk}

condition p-q=O(1), p, q, +oo. De la, en
ci-desus, on peut formu1er ce

Theoreme 3 - Supposons que la serie

(q>p),

est une suite-nulle sous 1a

appliquant les resultats exposes

soit semi-convergente
n

et que sa somme partielle sn= Lan contienne p termeJ
k=n

dont amp>O et anq<O (mp<n, nq<n;p-q=O(1),

telle suite de nombres {An} (0 <An < I, lim An< 1)
n--+00

positifs et q termes negatzfs

p, q +00). S'il existe une

et {fLn} (O~fLn< 1, lim fLn< 1) qui satisferait, avec les termes des suites divergentes
n--+00



Certains theoremes se rapportant aux series 11termes constants 15

les conditions

(O<C< 00),

la serie (11) converge alors; pourtant, si ces conditions-ci sont satisjaites d
l' exeption de la suire

{OCn}=
{ Ii

1-fLk

}k=l 1-Ak

qui est bornee et possede plusieurs poins d'accumulation (0 < lim ocp), la serie (11)
p--+00

est alors bornee et divergente.

Certains des resultats exposes ci-dessus sont
lorsqu'on ecrit

considerablement simplifies

A -
pn+ 1

n- ,
Pn+l

ou
n

Pn= 2: Pk t 00, n---too

k=1
(Pn>O, lim Pn = 0)

n--+oo
n

Qn= 2: qn too, n-~oo

k=1

(qn>O, lim qn = 0)
n--+oo

car alors

Ii 1-fLk
=

ql PnH .
k=l 1-Ak PI QnH

Par consequent, certains des resultats susmentionnes
les de la faeon suivante:

a) Si

peuvent etre formu-

tim
n--+oo

0,
Pn+l n4°o qn

1
, an bn

11m--
n--+oo cndn

- ,lim Pn
= C

n --+00 qn
(O<C< 00),

alors la serie (5) converge,

b) Si
o < 81 < 82 <

'
, . < 8n t 00, n t 00;

o < TI < T2<
'

, , < Tn t 00, n t 00;

1
, (8n~I-8n) PnH

I "
(TnH-Tn) Qn+l

-- 0
,

1m -= 1m ,
n--+oo Pn+l n--+oo qn+l

lim Pn
= C

n--+ooqn
(O<C<oo);

c'est la suite {8n-Tn} qui converge,


