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La fig. 1 représente, dans le plan de Lobatchewsky, la suite de quadri-
latéres curvilignes A, A,y1 B, 1B, n=1, 2, 3,..., dont les cOtés ATB,, et

A N . . .
Apty Bayq sont des arcs-limites coaxiaux et A, A,., et B, B, les segments
des paralléles.

Fig. 1

~~ .

Si l'on écrit a,=A, B,, —lg(1—b,)=A, Aps1=B, B,/ +; o 0<bh, <1,

alors l'expression
a,b,=a,(1—e8-b0)  pn_1,2 3,...,

représente la surface du quadrilatére curviligne 4, A4,., B, ;1 B,.

Supposons que la droite B, B, ., coupe l'arc-limite qui passe par les

. . . . ~

points A, et B; au point L,. Si la suite des arcs-limites 4; L, est bornée,
c’est-a-dire si

(1) St —0(l), now,
[T (=50
k=1

alors la série

0)) S anby  (@>0, 0<b,<1)

1
converge.
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La figure ci-dessus représente, outre la suite de quadrilatéres curvilignes
{A, Ayy1 B, 11 B}, selon le méme procédé, également une autre suite de qua-

drilatéres curvilignes {4, 4, 11 C,' 11 Cpn}. Sil'on écrit ¢, = A:'-E’,, et
—lg(1—d) = A, A,/ 41=Co G4y ok 0<d, <1,
alors l'expression
cpd,=c,(1—ele=d) pn=1,2 3, ...,

représente la surface du quadrilatére curviligne 4, 4"y, C,' 1, C,.

Soit M, le point d’intersection de la droite C,C, .; avec l'arc-limite
qui passe par les points 4, et B,. Par conséquent, si la suite des arcs-limites

A~ . .
A, M, est bornée, c’est-a-dire si
¢

(3) ————=0(1), n— o,
[1(—dw
k=1

alors la série

@ > Cndy (c,>0, 0<d,<1)
1

converge.

La série (2) peut converger méme si la suite (1) n’est pas bornée. Afin
d’établir, dans ce cas-ci, la convergence de cette série, on procéde de la fagon
suivante. Lorsqu'on écrit la série (2) sous la forme

z a, bn= z ';l\_")\nbn ()\n>0’ O<bn7\n<1),
1 1 n
elle converge si
a, 1

= =0(1), n-— oo
" 11 (A—bes)
1

Donc, lorsque la série (2) converge, il existe une suite de nombres {A,}
qui satisfait cette relation, mais lorsque la série (2) diverge, il n’existe pas
de telle suite {\,} qui satisferait cette relation. Dc méme, la série (4) converge
§’il existe une telle suite de nombres {u,} (#,>>0) qui avec les termes de cette
série satisferait la relation

Cn 1

— T ——=0(1), n—oo (0<dipur<l).
U TT A —dr )

k=1
La figure ne fait pas voir seulement la somme partielle des séries (2)

et (4), mais aussi leur différence. Ainsi, par exemple, la somme particlle de
la série

i a,b,—c,d,
1

) <a,,, r>05 @y, €y 0, n—>00; 0<b,, dy<:1; Lim b, < 1 nid,,<1)
n—»>o n-y

représente, d’aprés la figure, la somme algébrique des surfaces limitées par
les parties des paralléles et des arcs-limites.
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De la figure il s’ensuit de fagon évidente que la série (5) converge lorsque

C, B,—0, n— oo,

ol C, B, est la distance entre les points C, et B,. Cette condition est satis-
faite lorsque

(6) lim =1, lim TT =%
n—yw C, n—>ow p_1 l—bk
(a,,=Aﬁ§”, Co= A, Cpy Ay Ay = —lg T] (1—bi), A1 4, = —Ig ] (l—dk)).
k=1 k=1

La série (5) converge aussi dans le cas ol

%) lim %1, lim 77 =%

n—>e €, n—)wk=11— k

=C (0<C<e),

car, en ajoutant une constante déterminée A cette série, cette condition peut
étre réduite a la condition (6).

La condition pour que la série (5) converge absolument dépend de la
vitesse avec laquelle les suites (6) resp. (7) convergent et cette méme vitesse
est conditionnée par la suite des arcs-limites

(8) {ﬁn}z{ﬁn—@n}.

Si cette suite est bornée, la série (5) converge absolument. De cette fagon-si
on réduit le critére au moyen duquel on établit la convergence absolue de la
série (5) au méme principe que dans le cas des séries (2) et (4). Ainsi, aux
conditions (1) et (3) pour la convergence des séries (2) et (4), la condition
correspondante pour la série (5), d’aprés (8) est

ap Ck

)] o e =0(), n—owo,
Tl (1= [](—do
k=1 k=1
ou bien cette autre
n—11__ n-1
ey ] d"—czo(in(l—dk)>, n—so0,
Cn =i 1 —bg Cp k=1
(0<C<1).

De ce que I’on vient d’exposer ci-dessus 1l résulte le

Théoréme 1 —- Si les termes des séries divergentes (2) et (4) satisfont la
condition (7), la série (5) converge; pourtant, s’ils satisfont, outre la condition
(7, la condition (9) également la série (5) converge alors absolument.

Lorsque
lim 1—dy =00,
n—yo l—bk
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la série (5) peut soit converger ou diverger. Dans ce cas-ci la série (5) doit
&tre écrite sous la forme

i a, bp—cndn= i %b,ﬂ\,,—?& Ay en O‘m W > 0)

1 1 n Pen

>

(91 n 40, n—oow; 0<by), dyu,<1; Tim b,%, <1, Tim d,,(.l.,,<1)
)\n P-n n-yoo n->oo

et il faut vérifier sur les suites

{an K"'n} {f—l l—dk p'k}
Cnhn k=1 1—bg M
si la série converge d’aprés le théoréme formulé ci-dessus.

D’aprés ce qu'on vient d’exposer ci-dessus on peut formuler le

Théoréme 2 — S’il existe une telle suite de nombres {\,} (\,>0) et {ta}
(s> 0) qui satisferait, avec les termes des séries divergentes (2) et (4), les
conditions:

C T -
Gn, 50,0, n—o0; Tim M ba<1; lim ppd,<1;
7\n n n—w n—row

fim %% 1 lim TTAT% ¢ (0<C< o),
nre Cph, nye i 1—bp Mg

alors la série (5) converge; pourtant, si les termes des séries divergentes satis-
font, outre ces conditions-ci, également la condition

an Cn

n—1 - n—1
M T A=) wa ] (1—diire)
k=1 k=1

=0(1)s n— oo,

la série (5) converge alors absolument.

. a .
Soit lim —Z=1, et la suite
n—>o cn

no1—di
fo) = }
i 1;11 1—by
bornée. Si cette suite posséde plusieurs points d’accumulation, la série (5)
diverge alors. Le résultat suivant s’ensuit de fagon évidente.

] . a . . P
Si lim ==1 et si O<lima,<lima,=C< o,
n-»w C,, n——)_oo n->o0
la série (5) est bornée et divergente.
Si . apb
lim 22-1,
nyw C,d,

alors, pour la série (5), lorsqu’on I’écrit sous la forme

Y anbp—cady =73 % b 7\,,—0" 4,
1 T M

on peut formuler, d’aprés le théoréme 2, le résultat suivant:

tn>
n
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S’il existe une telle suite de nombres {1,} (0<Ar,<1, lima,<1) et
n-y>w

{ten} (O<p.,,<1 11m un < 1) qui satisferait, avec les termes des séries diver-
gentes (2) et (4), les conditions:
a, b,

lim 2= lim 2 "=
By A, LE LT

lim %Pnbn ) i 7 1T
n-—yoo cndn)‘n n—>o 1 1—'7\](

la série (5) converge alors; pourtant si ces conditions-ci sont satisfaires,
outre la suite

{er) = {n 1_‘;’;}

k=1

qui posséde plusieurs points d’accumulation, & savoir 0<lim «, < lim a,=C < o0,
r—l:-oo n-—»oo
la série (5) est alors bornée et divergente.

Supposons que les termes des suites {S,} et {T,} satisfont les conditions:
0<S1 <8<+ - <Sy— 0, n—>0;
O<i<T,<<---<T,— 00, n—>o00;

Sp41—Sn—0, n—> 005 T, —~T,—0, n— oo,

Les séries
(10) S Ser—S, et 3 o,
étant divergentes, on peut appliquer & la série
S Seri=S0=(Trs=T)
le théoréme 2. Par conséquent, on peut formuler le résultat suivant:

S’il existe une telle suite de nombres {\,} <0<7\,,<1, lim A,< l)et {ten}
n>w

(0<pt,,< 1, limp,< 1) qui satisferait, avec les termes des séries divergentes (10)
n->oo
les conditions:

lim Srt1 =50 _ iy Towa— T
n—dc A, n->w Un

-0,

(Sn+1 n)l“'n=1, hmﬁ_l__f’*k=c (O<C<1)
n-)co(Tn+1-“ w) An nyeji 1—N

alors la suite
—T,}
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converge; si, pourtant, celles-ci sont satisfaites d I'exeption de la suite

z l_‘f’*k}
O} = :
{en) {kI;[l 1—2
qui est bornée et posséde plusieurs points d’accumulation (lim «,>0) la suite

n—->» o
{S,—T,} est alors aussi bornée et posséde plusieurs points d’accumulation

Les résultats exposés ci-dessus peuvent étre appliqués aux séries semi-
convergentes. Soit donnée une telle série

(11) S a,.

Ecrivons la suite des sommes partielles de cette série sous la forme

n
Sa= ak=S8,—T, (p+q=n)
1
p
ol la suite {S,}= Z a,,,p} contient uniquement les termes positifs et la
=1

q
suite {Tq}={—z a,,k} uniquement les termes négatifs de la suite {s,}. De
=1

cette hypothése il suit de fagon évidente

0<81<8,<. .. <8§p— 00, p— o]
0<Ti<T,<... <Ty— %, qg— o0,

Lorsqu’on écrit la suite {s,} sous la forme

q
Sn=Sp_Tp+ Z Gy, (p<q)
k=p
ou bien

p
$s=S8q—Tq+ > Gm, (@>P),
k=q

q 14
alors la suite Z a,,k} resp. la suite z amk} est une suite-nulle sous la
=p =q

condition p—g=0(1), p, q,— . De 1a, en appliquant les résultats exposés
ci-desus, on peut formuler ce

Théoréme 3 — Supposons que la série

Z a, (a,—0, n— )
1

n
soit semi-convergente et que sa somme partielle s,= Za,, contienne p termes
k=n
positifs et q termes négatifs dont a,,,p>0 et a,,q<0 m,<n, n,<n; p—q="0(1),
D, g— ). S’il existe une telle suite de nombres {},} (0<2,<1, lima,< 1)
n—y
et {u,} (O<u,<1, lim w,<1) qui satisferait, avec les termes des suites divergentes
n—>»o
P

O, €t Z n,
1 k=1

™M=~
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les conditions
. am . a’l
lim —2=1lim —2=0,
pro Ap porowlp

a 14
lim 21 im [ 5™ ¢ 0<C< ),

n->ow anp p nywk=1 1—)\k

la série (11) converge alors;, pourtant, si ces conditions-ci sont satisfaites d

Pexeption de la suire
R
{2
I:c[=11 1—2
qui est bornée et posséde plusieurs poins d’accumulation (0 < lima,), la serie (11)

P>
est alors bornée et divergente.

Certains des résultats exposés ci-dessus sont considérablement simplifiés
lorsqu’on écrit

y _ Prit _dn+1
Py Ont1
ou
Pn=zpk_’°°a n—o» (pn>0, llmp,,=0)
k=1 n-yoo
On= Z qp—>®, n->00 g->0, lim ¢,=0)
k=1 n—yoo
car alors

ol g1 Pags
=1 1=2  p1 Qnis

Par conséquent, certains des résultats susmentionnés peuvent étre formu-
1és de la fagon suivante:

a) Si
tim Gabn P _ ﬁd_"Qizo,
nae Pt nre g,
im?o-¢ (0<C<o), lim 202 _j
nye g, nre Cydy

alors la série (5) converge.

b) Si
0<S1<S2< . '<Sn__>°°: n—roco;

O0<Ti<T, < ---<T,— 00, n—>00;
(Sn-l;l—Sn) Pn+1 - lim (Tn+1_Tn) Qn+1

lim =0;
nroe Pn+1 i dni1

im 2 -C (0< C<oo); limSm1=5n
ey e "

c’est la suite {S,—7T,} qui converge.



