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U kvalitativnom istraZivanju dinamiékih problema obvojnice zauzimaju
jedno posebno mesto. Cilj je ovoga ¢€lanka da prikaZe nadin kori$éenja obvoj-
nica u kvalitativnoj analizi problema s jedne strane iz okvira klasiéne Ne-
beske mehanike, a s druge — iz savremene problematike Dinamike zvezdanih
sistema.

Osnovna ideja u ovim problemima u su$tini je ista, jer se radi o fiksi-
ranju jednoga domena iz &ijih granica ne izlazi razmatranje uofenog kretanja.
Sem toga domeni kretanja se utvrduju na osnovu ogranifenog broja refenja
odnosnih dinamickih jednadina kretanja.

No ovde ba$ postoji i osnovna razlika u pristupanju kvalitativnom odre-
divanju domena kretanja, na koju Zelimo da ukaZemo.

Pre svega u klasiénoj Nebeskoj mehanici polaznu talku istraZivanja
predstavlja odgovarajuéi sistem diferencijalnih jednalina formiran na bazi
opstih zakona klasiéne mehanike. U Dinamici zvezdanih sistema se, medutim,
polazi od parcijalne diferencijalne jednacine tzv. Jeans— Charlier-ove jedna&ine
za odredivanje funkcije frekvencije koja definife raspodelu poloZaja i brzina
kako u stacionarnom, tako i u nestacionarnom stanju zvezdanog sistema.
U poslednjem sludaju se radi o problematici koja se ne moZe tretirati sa stano-
vi§ta klasi¥ne mehanike, a i aparat klasitne matematitke analize je za ovo
nedovoljan, te se pored ovoga nuZno rameée potreba koriSéenja metoda
teorije verovatnode i matematilke statistike.

U prilog ovim opstim konstatacijama nave§¢emo osnovne ideje dva
problema, poznata u nauci, od kojih je narodito drugi danas ve¢ u velikoj
meri razraden u Dinamici zvezdanih sistema.

1. — U svojoj studiji [1] 4. Wilkens je postavio problem odredivanja
obvojnice Hill-ovih graniénih krivih u asteroidnom problemu triju tela, pret-
postavljajuéi da su putanje perturbirajuéih tela oko njihovog zajednitkog
teZi§ta elipse. Smisao postavljanja ovoga problema leZi u moguénosti odre-
divanja domena u ravni kretanja iz koga asteroid ne izlazi.

Pri tome Wilkens polazi od diferencijalne jedna&ine kretanja asteroida
i Jacobi-evog integrala (integrala Zive sile), daju¢i ovom poslednjem odgova-
rajuéi oblik, pri &emu je uzeta u obzir pretpostavka da je ekscentricitet
Jupiter-ove putanje e¢#0. U ¢&lanku [2] dat je prikaz primene vektorske
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metode u izvodenju Wilkens-ove forme Jacobi-evog integrala. Naime, ovde
se polazi od vektorske diferencijalne jednaline kretanja asteroida:

@))] }'z—r%qtgrad Q,
gde je r— vektor poloZaja asteroida prema Suncu, r— vektor poloZaja
Jupitera prema Suncu, a
1 rr
@ Qo' (=00
r=|7|, A=|7’—7}, r’=[7’|, m’' — masa asteroida.
Integral jednaline (1) je
(3) Y= (2‘) (%)2——+2f<gradﬂ )a’t+C (C=const).

Uvodeéi mesto fiksiranog sistema XSY (S — Sunce) pokretni sistem
ESn &ija & -— osa prolazi kroz J (J — Jupiter), ovaj poslednji zbog uslova
e#0 vrsi oko § neravnomernu rotaciju. U ovome sistemu je

(3,) ":E‘el'f‘")'ez,

gde su jediniéni vektori e, i e, funkcije vremena. Zato je

dr ~ dE-> dn— _de, de,
4 —=y=—e+—e+E—+n—.
@ dt ' dr” dt K dt
Ako se oznali < (XS%)=v, dobija se posle jednostavnog racuna
= /dE dv dv
5 v=(——n— +E )
© (dt K dt) ' (dt dr

Koristeéi (2) i (5) dolazi se do Wilkens-ovz formule Jacobi-evog integrala
d5\® 2 2 0Q dx 0Q d dv\? a
R (i R
dt dt r ox dt oy dt dt dr dt dt
Granica oblasti kretanja astcroida ¢e biti definisana uslovnom relacijom
d 2 2
BRER
dt dt
tj. jednalina familij= Hill-ovih grani&nih krivih za sludaj e#0 definisana je
relacijom:
(E dy dg) dv
dt dt

2 0 0

(7 C*_‘er(“Q ‘2(+—Q Q)dt—r (dv)
r ox dt Oy dt dt

Odavdc je Wilkens izveo kao sp:cijalan sluaj Darwin-ov oblik jednagine

graniéne krive za sluCaj kruZnih putanja perturbirajuéih tela.
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Koristeé¢i se razvijanjem u redove po malim parametrima Wilkens je iz
(7) i odgovarajuée izvodne jednaline dobio izraz za obvojnicu Hill-ovih gra-
ni¢nih krivih, ¢ime je odreden i domen kretanja asteroida u ravni.

2. — U Dinamici zvezdinih sistema prema Jeans — Charlier-u se polazi
od toga, da se stacionarno stanje zvezdanog sistema izvodi iz opSte funkcije
raspodele. Ova funkcija sadr?i dva integrala i to: integral Zive sile i1 integral
momenta oko ose rotacije, [3]. Komponenta brzine paralelna osi rotacije
Z =0 predstavlja tredi integral kojim je karakterisano kretanje sistema u blizini
galakti¢ke ravni.

S obzirom na podelu sistema na podsisteme B. Lindblad u pomenutom
¢lanku [3] usvaja sledeéi oblik za funkciju frekvencije

® F(l, L)= %f(ll—klz),
gde je
9 L=1121+@*+ 72V, [,=08&.

Pri tome I; i I, oznafavaju prva dva navedena integrala, &, 0,z pred-
stavljaju cilindri¢ne koordinate, a II, ®, Z — odgovaraju¢e komponente brzine,
dok V predstavlja potencijal gravitacije, a k& — jednu veliinu koja uzima
niz realnih vrednosti ispod jedne maksimalne vrednosti m.

Kretanje svake zvezde iz sistema moguée je po Lindblad-u predstaviti
talkom u sistemu /;J,, pri ¢ému se [, i [, tretiraju kao promenljive, §to
omoguéuje da se odbaci ncophodnost uslova stacionarnosti galakti¢kog sistema.

Kako I, moZe biti proizvoljno, a /; <0, to linija 7;=0, tj. osa [, pred-
stavlja jednu od granica domena u &ijoj je unutrasnjosti moguce kretanje zvezda.

Za odredivanje druge granice ovoga domena imamo pre svega da je

(10) o-1,

(O]

éijom zamenom u integral /,, a vodeéi rafuna da je

n4z2> 0,
dolazimo do nejednakosti
I 2
L>2-2V.
6‘)2

Drugu granicu domena kretanja zvezde predstavlja u sistemu /, 7, parabola
(11 L:=a&*(I;+2V)

koju Lindblad naziva karakteristicnim dijagramom [4].

Dinami¢ko znacenje tackz ([, ;) na karaktzristi¢nom dijagramu proi-
zilazi iz op§tih razmatranja problema, [3], [4], [5] u ¢&ije detalje neéemo
ulaziti. Napomenimo samo to, da ta¢ka na ovome dijagramu odgovara onoj
zvezdi koja ima samo komponentu brzine ©, tj. vrsi &isto rotaciono kretanje.

Da se odredi granica celokupnog moguéeg domena kretanja treba naci
obvojnicu karakteristiénih dijagrama (11) koja odgovara tatkama galakticke
ravni za koje koordinata & dostiZe maksimum za dato V.
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Vodeéi raduna o tome da je varijabilni ¢lan u potencijalu ¥ u galaktiékoj
ravni II stepena po parametru &, kao i o tome, da I; i I, treba smatrati
konstantama, diferenciranjem jednadine (11) po & nalazimo

26 (L +2V)+ 2&29K=0,
06
ili
0
(12) IL=—6& —1;—2 V.
w
Zamenom u (11) nalazimo
0
(13) e-—a2,
(O}
Skup relacija
(14) Ro3he2) § R e
(O]

definiSe parametarski oblik jednaine obvojnice Lindblad-ovih karakteristi&nih
dijagrama.
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Zusammenfassung

DIE BEDEUTUNG DER EINHULLENDEN IN EINZELNEN PROBLEMEN
DER HIMMELSMECHANIK UND DER DYNAMIK VON STERNSYSTEMEN

Dobrivoje Mihailovié

In diesem Artikel ist Bedeutung der Einhiillenden in der qualitativen
Analysis von zwei charakteristischen Problemen dargestelit. Den Inhalt dieses
Artikels macht dizc Rolle der Einhiillenden in der Bestimmung des Gebietes
der Bewegung in dem asteroidischen Dreikdrperproblem in dem Fall, wo die
Bahnen der storenden Korper die Elipsen sind. Die Resultate, welche in
Zusammenhang mit diesem von Wilkens und Mihailovi¢ gegeben wurden,
sind unter [1] und [2] zitiert.

Die zweite allgemeine Anwendung der Einhiillenden bezieht sich auf
das Problem der charakteristischen Diagrammen von Lindblad in d=r Dynamik
der Sternsystemen, [3], [4], [5].

In dem Artikel sind auch die Formierungsweise der Einhiillenden wie
auch Diferenze darin gegeben.



