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1. — Dans cette Note, nous prouverons tout d’abord P’inégalité suivante

n n—1
(1.1) \a@"—x" > \Ja" T —x"-1 (n, nombre naturel >1)

avec a>0 et 0<x<a.
Si I'on pose x=at, 'inégalité (1.1) devient

n n—1
(1.2) \/T—7>\/1—t”—1 (0<t<1).
Supposons qu’il existe au moins un ¢ & (0, 1) pour lequel on a
n n-—1
(1.3) VIt < JT=11,
ce qui impliquerait
(1.49) A=) 1—(1-""H" < 0.

Nous allons démontrer, dans ce qui suit, qu’il n’existe aucun ¢ & (0, 1)
vérifiant la relation (1.4). A cet effet, envisageons le polyndme suivant
(15) P(t)=(l——t")"‘l-—(l—t"‘l)”’

ou bien

: P(t) =P (1) — P, (1),
avec

n—1
P (=1 —t")"~1=k§=:o(_ 1)* (nzl) thn

P2 = (l_tn—l)n: Zio(_ 1)” (ﬁ )tv(n_l).

Ces deux polyndmes ont des termes semblables si et seulement si
I’équation indéterminée
kn=v(@n—1)

admet des solutions (k,v), ot k€{0,1,2, ... ,n—1} etve{0,1,2, ..., n}.
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Les solutions cherchées sont uniquement (0, 0) et (n—1, n). C’est pour-
quoi, nous avons le développement suivant contenant 2n—2 termes:

(1.6) P@e=r-1{(1) —("7")
_(;)tn-—l +(”;1)t"+1
+(t31)t2n_2 _(n;l)tzn.H
_( Z ) £3n—3 +(nzl) £3n+1
+

—(—1)-2 (nZZ) pri—dnt3 4 (—1)y-2 (Z:;) =3t

+ (_ I)n_z (nn 1) p=3n2 9 (_ l)n-—l tn’—2n+l} .

Le nombre des zéros positifs du polyndme P (¢), selon le théoréme de
Descartes, est inférieur ou égal & n—1, étant donné que ce polyndme présente
n—1 variations de signes. D’autre part, la forme (1.5) du polynéme P (?)
montre que ¢=1 est un zéro de 'ordre n—1 du polyndme en question. On
en conclut que le polynéme P(f) posséde un et un seul zéro positif r=1
dont I'ordre de multiplicité est n—1.

E:.ant donné que
sgn P (H)=sgn{(—D)"-1(@—1)""1} O<r<])
=sgn (1—7)"?
=1,

il s’ensuit qu’ il n’existe aucune valeur #< (0, 1) pour laquelle la relation
(1.4) aurait lieu. Ceci démontre l’inégalité (1.2).

Comme exemple, considérons 1’inégalité suivante

\G/T——tﬁ>\5/ITt5 O<t<1).
Le polyndme correspondant P () admet la forme que voici
P()= (A—=199°—(1-—r)
=—P 2B -6 -5+ 1545 410 -20°—-10F+ 1565+ 51—6)
=—5(—1)5(220+ 1029+ 3048 + 70117 4- 140£'6 + 246115 + 38514
+545¢13 + 70571248351+ 911420+ 9157 + 84578 + 7157 + 55548
+391#5+ 24574+ 1353 4- 6524251+ 6).

Sans faire usage du théoréme de Descartes, on conclut, donc, & partir
de la représentation précédente du polynome P (f), que ’on admet

sgn P (f)=sgn (1—1)° (0<r<1).
=1.
Or, I’inégalité envisagée plus haut est vraie.
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2. — Examinons pour quelles valeurs de ¢ (0,1) a lieu I’inégalité
suivante! .

n n—1
(2.1) V1= >\ 1—17,
oll n désigne un nombre naturel supérieur a 1.
A cet effet, considérons le polynéme suivant

(2.2) P(t)=(1—yr=1_(1—mn.

Afin que les polyndmes

n—~1 n
—1 n— v wn
;Zo(_l)k (nk ) k=D \,Zo(_l) (C) ¢
admettent des termes semblables, il faut et i! suffit que I’équation indéterminée
k(n—1)=vn
posséde des solutions (k,v) avec k< {0,1,2,...,n—1}etve{0,1,2,...,n}.

La solution cherchée est (0, 0) et elle est unique.
Le polyndme P(¢) s’écrit sous la forme suivante:

(2.3) P@o=e{—("71) +(1)e
e (g
_(n;l)t2n—2 +(’3')t2n+1
+ o a e

+(—1y-1 (Z:i) gr=3nt2__(_ 11 (nzl) PRON PR
_._(._ 1)”(z)tn’—n+1 } .

Le polyndme P (%) présente n variations de signes ce qui implique que
le nombre de ses zéros positifs est, au plus, égal & n. Comme 1’on voit &
partir de la relation (2.2), le polyndme admet # =1 comme zéro de I’ordre n—1.

Le polyndme figurant entre accolades au second membre de 1’égalité
(2.3), lequel sera désigné par Q (f), admet les propriétés suivantes?:

0©-—("7"), lim QA= (~1r—to.
t— 4 e
Etant donné que l’on a, en outre,

sgn Q(1—e)=+1, sgnQ(1+e)=(=1)""1

ol =(>0) est suffisamment petit, le polyndme Q(#) ainsi que celui P(¥)
possédent une racine ¢, € (0, 1).

n n—r
! La comparaison des fonctions ~/1—z"-" et \/l—t” (r=2,3,...) dans Pintervalle
(0,1) peut étre effectuée probablement d’une maniére analogue.

? L’analyse se simplifie si I’on considére P (¢) sous la forme suivante:

PO=0—0"1{(I+t+22+ - +t"H-1_(1—) (1 +t+ 22+ - .. +¢"7=)n},
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Puisqu’on admet
sgn P (f) =sgn (1—1,) O<r<l et 0<r,<l),

on peut écrire le résultat suivant:

n n—1
ViI=t-1 < /11" O<r<t, <),

n n—1
VI=t"1>/1—¢" O<ty<r<1).

A titre d’exemple, prenons I’inégalité

3
(2.4) VI-t2< /17 O<r<t, <),

ol f, sera précisé plus tard.

Supposons qu’il existe au moins un ¢, vérifiant la condition indiquée,
pour lequel on a

3
V1-2> /13,
P@)=(1—t2P—(1—¢33> 0.
Nous avons donc la factorisation suivante
P(H)=t2("—3t4+12+31—2)
=t2(t—12 (5 +2t4 4 313+ 12—1—2).

Le polyndéme £5+2¢44+3¢3+¢2—¢—2 a un zéro ¢, et un seul dans I’in-
tervalle (0, 1) et ce polyndme n’a pas d’autres zéros positifs.

Par suite, on a

ce qui implique

sgn P(f)=sgn (t—1,),
ce qui signifie que P(f) > 0 n’a lieu pour aucune des valeurs de ¢ vérifian
O<r<ty <.
Nous avons ainsi démontré 1’inégalité (2.4).
D’une maniére analogue, on prouve I’inégalité suivante
3 —— e ——
VI—E> /1= O<ty<t<1).

3. Dans la présente Note nous mettons & part le cas général qui
consisterait 4 examiner pour quelles valeurs de < (0,1) aura lieu P'inégalité
suivante -

3.1 VI—17 < \/1—11
ou
3.2) V1=17 > \/1—19,

ol m, n, p, g sont des nombres naturels convenablement choisis.

Toutefois, nous indiquons un simple exemple entrant dans cette catégorie
d’inégalités.
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Envisageons les inégalités que voici:
s 3
3.3) VI <A/1-8,

5 3
- (3.4) VI—8 > /1—-#

et examinons pour quelles valeurs de ¢ > 0 elles seront vraies.
Le polynéme associé aux inégalités (3.3) et (3.4) posséde la forme

suivante:
P()=(1—r)P—(1—1*®

=2(8—5M+10/M0—105—#+ 8 2—3)
=2@e-1° 00,
QM =15+3/M+6M2+1024+1014+670-22—14£-207
—208—-145—2¢4+68+102+91+3.

Le polyndme Q(r) a précisément deux zéros positifs ¢, et f, qui appar-
tiennent respectivement aux intervalles (0,1) et (1,2).
Par suite, nous sommes conduits 3 1’égalité que voici:

sgn P(f)=sgn (t—1) sgn (t—¢,) sgn (¢—1,) (¢>0).

Cette égalité permet d’écrire le résultat suivant:

avece

5 3
VI-2</1-14 O<t<t, ou l<t<ty),

5 3
1= > /11t (h<t<l ou t>t).

4. — Dans la litérature mathématique nous n’avons pas rencontré la
classe (3.1) ou (3.2) d’inégalités algébriques laquelle comprend les inégalités
(1.2) et (2.1), comme des cas particuliers.

D’une part, ces inégalités sont simples; d’autre part, elles se laissent
étudier par une technique purement algébrique.

Par un choix convenable des parameétres m, n, p, g, sans les restreindre
a étre des nombres naturels (on écarte le cas simple si m=n ou p=g), on
pourrait également généraliser les inégalités considérées plus haut.

Remargue 1. L’inégalité (1.2) est d’ailleurs une conséquence immédiate de
I’inégalité suivante:

<yt O<t<).

Remarque 2. Voir les articles Ne 100 et Ne 101 de ces Publications.



