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1. Dans la théorie des fonctions doublement périodiques, les séries
appelées g-séries jouent un rdle important. Ce soni les séries dont les termes
sont ¢,= +¢"/(1+£g")(n=1,2, ...),0ol n est un nombre naturel, et m peut
étre égal au nombre n ou a4 la moiiié de ce nombre. Dans ces g-séries, les
grandeurs ¢, et aussi les puissances de g peuvent apparaitre ou individuellement
ou figurer comme les coefficients auprés des fonctions sin mrx/K et cos mnx/K
et, cela signifie qu’elles peuvent apparaitre comme les coefficienis de Fourier.
La grandeur K est I'intégrale compleie ellipiique normale de Legendre de pre-
mifre espéce
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(kE[0, 1] est le module de I'intégrale ellipiique). La grandeur ¢ est définic par
q & exp (—7K'/K),

ol K’ signifie 'intégrale de méme forme que K, seulement le module £’ de
I'intégrale K’ est complémeniaire au module k, C’est-a-dire k et k' sont liés
par la relation k2+k'2=1.

Les g-séries peuveni servir pour [’évaluation de lintégrale K sous la
condition que la grandeur g soit donné en avant. Par exemple, la série de
Fourier bien connue pour la fonction périodique

v

snxdnx =® =®x 2m 2 vITX

—tg—= si
cnx 2K g2K K = 1+(~1) ¢ K

(sn, cn, dn sont les fonctiones elliptiques) donne, en s’appuyant sur les formules
bien connues
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K .. .
pour Xx= > I’équation

——=— > — - sin—,
2K K o 14+(—1¢" 2
d’ou provient que
oo . n A 2n—1
() 2K_ 1—4 S QL

T =1 l_qzn_l

Cctie série convergente (¢<<1 excep:é pour k=1) donne la valeur de I’inté-
grale K, pour un ¢ donné. Remarquons qu’on ne peut pas trouver le module
k de cet intégrale, au moyen de ceite formule.

Dans ce travail je déduirai les formules pour la somme des séries dont
les termes sont de la forme ¢"/(1 -4 ¢™)2(m=1, 2, ... ) et je montrerai com-
ment ces séries peuvent étre u.ilisés soit pour I’évaluation du module k, soit
pour I’évaluation de l'intégrale elliptique compléte de Legendre de II espéce

n/2
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pour un g donné par avance.

2. Schlomilch a éié le premier qui a prouvé rigoureusement que les

fonctions elliptiques sn x, cn x et dnx ei aussi certaines combinaisons de ces
fonctions peuvent étre développées en série de Fourier. En utilisant la théorie
des fonctions de variable complexe, il a donné leur développement. Par exem-
ple, il a donné le développement de la fonciion

i 2v—1 2v—1D=wx
snx=E Lq———sin (——”—‘)_“
kK o= 1—¢®1 2K

La fonction sn x est une fonction périodique impaire et les coefficients de
série de Fourier sont a,=0, by, =0 (v=0,1,2, ... ) et

En se basant sur la relation

+1
%ah > (a3+b3)=ilff2(x) dx,
v=1
—1

pour la fonction impaire sn x il provient que

x 4 n2 2v_.1
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Sur certaines séries qui jouent un rdle dans la théorie des fonctions. .. i7

c’est-a-dire qu’on a
2K

2 o 2v—1
4—n _ fsn2 x dx.
kZK v (1 _ q2\'—1)2

Schiémilch a également donné le développement de la fonction sn? x dans la

série de Fourrer:

K—E 27=* =2 vg cos X

k*K  k*K2,2 1—q% K

Mais comme cette série psui €ire intégrée terme a ierme, on obtient
2K

sn? x =

€) Crfsnzxdle—(—_EQK:z—(E——E).
k*K k2

11 provieni de 12 que
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On a le développemeni suivant pour la fonction périodique paire

27 =2 2v—1 _
— > Ve cos @v—D=x .

tn x—

kK = 144201 2K
Ici sont ay=0, b,=0, d,=0(v=1,2, ... )ei
2w q_i‘tl
a2v—1_%7<_1%?321 v=1,2...)

En s’appuyant sur la relation de Parseval, on obtient

2K
= 2 4 2 =<} 2v—-1
z a%v_1=—fcn2xdx= T Z q s
Z 2K0 k2K A (1 +q2v_1)2
c’est-a-dire
2K -
4 ® -
cn?xdx == Z 9 .
K & (L4 g
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Mais en utilisant la relation bien connue entre les fonctions elliptiques
2K

sn? x +cn? x=1, Dintégrale f cn? xdx se réduit & 2K—U, et si I'on porte la

0
valeur pour { obtenue dans (3), il suii aprés quelques évaluations

& (V1Y K(E—k'2K)
() Keken,

v=1

Le développement de Schidémilch pour la fonction périodique paire dn x
de période 2 K est
dnx=—+ 2w 5
2K K 5o 1+4%
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Nous avons ici a,==/K, b,=0 et

2 v
T _4 v=1,2,...)
K 1+¢%
ce qu'on peut écrire, en utilisant la relaiion de Parseval,
K
2 @ 2 2
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d’ou l’'on obtient
X

2 22 v 2 .
e 2 (i 2v>=[dn2xdx.
4K K v=1 1+q .
0
K

Si l'on utilise la relation dn?x+k2?sn®x=1, Vintégrale fdn x dx se réduit 4

0
K—k2¢, ei alors pour la valeur pour { de I’équaiion (3) on admet

® g >24K(2E—K)_L
<1+q2" 272 8

(6)

3. La formule (1), comme a été déja mentionné, donne K, si g a été
donné par avance. Mais on ne peut pas de cette formule obtenir aussi le
module k de P'intégrale K. Or, les équations (4) et (5) donnent la possibilité
de déterminer le module k, C’esi-d-dire qu’en sommant (4) et (5), on obtient

% 2v—1 ) 2v—1
(7 K2k272n2[2~——ﬁq +> 9 s
(1—g* ) 1 (142

v=1

et il résulte de la la valeur pour k, si ’on prend pour K2 sa valeur donné
par la formule (1).

‘On peut obtenir I'intégrale de deuxiéme espéce E de (6) si I'on y porte
la valeur pour K obtenue de (1). Le module de cete intégrale est le méme
que dans (7).

4. 11 est aussi intéressant de remarquer le fait suivant. Le membre
premier de ’équation (7) divisé par 4 =? représente le carré de la valeur de la
série pour cn x, en y posant x=0. Or,

cn0—1~~ Z \/qzv :

T+g 1’
d’ou provient que

(z' Ve )2_k2K2

1+¢2-1) 472"
1l suit de 13 la relation suivante

() 5 () -2 5 )

1-+g%"—1



