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1. Dans la theorie des fonctions doublement periodiques, les series
appelees q-series jouent un role important. Ce son"i les series dont les termes
sont Cn= ::!::qm/(1 ::!::qn) (n = 1, 2, ...), ou n est un nombre naturel, et m peut
etre egal au nombre n ou a la moitie de ce nombre. Dans ces q-series, les
grandeurs Cn et aussi les puissances de q peuvent apparaitre ou individuellement
ou figurer comme les coefficients aupres des fonctions sin m1tx/K et cos m1tx/K
et, cela signifie qu'elles peuvent apparaitre comme les coefficients de Fourier.
La grandeur K est l'integrale complete ellipjque normale de Legendre de pre-
miere espece

n/2

K= f
dtp

. -J l-k2 sin2tp
o

(k E [0, 1] est Ie module de l'integrale ellip"iique). La grandeur q est definie par

q def exp (-1tK' / K) ,

ou K' signifie l'integra.le de meme forme que K, seulement Ie module k' de
l'intt:grale K' est complementaire au module k, c'est-a-dire k et k' sont lies
par la relation k2 + k' 2= 1.

Les q-series peuven"i servir pour l'evaluation de l'integrale K sous la
condition que la grandeur q soit donne en avant. Par exemple, la serie de
Fourier bien connue pour la fonction periodique

sn x dn x

cnx

1t 1tX 21t 00 qV . V1tX
-tg-=-2 ---Slll-
2K 2K K v~II +(-.-I)VqV K

(sn, cn, dn sont les fonctiones elliptiques) donne, en s'appuyant sur les formules
bien connues
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Kpour x = - l'equation
2 '

d'ou provient que

(1) 2K
= 1-4 ~ (_Iyq2n-l.

it n~l I_q2n-l

Cl;tte serie convergente (q < 1 excep~e pour k = 1) donne Ia valeur de l'inte-
grale K, pour un q donne. Remarquons qu'on ne peut pas trouver Ie module
k de cet integrale, au moyen de cette formule.

Dans ce travail je deduirai les formules pour la somme des series dont
les termes sont de la forme qrn/(l ::!::qrn)2(m = 1, 2,

'"

) et je montrerai com-
ment ces series peuvent etre u,ilises soit pour l'evaluation du module k, soit
pour l'evaluation de l'integrale ellip~ique complete de Legendre de II espece

(2)

rt/2

E= IVI k2 sin2 rp drp
o

pour un q donne par avance.

2. Schlomilch a eie Ie premier qui a prouve rigoureusement que les
fonctions elliptiques sn x, cn x et dn x et aussi certaines combinaisons de ces
fonctions peuvent etre developpees en serie de Fourier. En utilisant la theorie
des fonctions de variable complexe, il a donne leur developpement. Par exem-
pIe, il a donne Ie developpement de la fonction

sn x =
k
2

K
it

~ vFi . (2 v-I) itX

v~l I-q2V-1sm 2K-'

La fonction sn x est une fouction periodique impaire et les coefficients de
serie de Fourier sont av = 0, b2v=

°
(v = 0, 1, 2, ... ) et

(v = 1, 2, .., ).

En se basant sur la relation

+/
1 2 00

2 2 I f-ao+2:(av+bv)=- f2(x)dx,
2 v=[ I

-/

pour la fonction impaire sn x il provient que
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c'est-a-dire qu'on a
2K

41t2 00 q2'-1

J
"

- = sn2x dx.
k2K '~1 (1- q2'-1)2

o
SchlOmilch a egalement donne Ie developpement de la fonetion
serie de Founer:

sn2 x dans la

Mais eomme cette

K-E 21t2 00
vq' V1tX

sn2x=
k2K

-
k2K2'~1 1-q2,eosK'

serie peut etre integree terme a ~(erme,
2K

[ K-E 2 (K-E)
~= sn2 x dx =

k2 K
. 2 K =

k2
.

o

on obtient

(3)

11 p:;:ovien"i de la que

(4)
00

( -Jq2'-1 )
2

=
K(K-E) .2: 1 q~'-l 2 ~2

v=l - ,I,.

On a Ie developpement suivant pour la fonction periodique paue

21t 00 -Jq2'-1 (2v-1)1tx
en x=

kK 2: 1 2'-1
cos -

2K-',~] +q

b, = 0, a2, = 0 (v = 1, 2, .. . ) etlei sont ao= 0,

2 1t -J(]i~
a2,-1 = kK 1 +q2'-1

En s'appuyant sur la relation de parseval, on obtient

(v = 1,2, . . . ).

e'est-a-dire
2K

J
41t 00 q2'-1

en2xdx=- " --.
k2 K {:::1 (1 + q2'-1)2

o
Mais en utilisant la relation bien eonnue entre les fonetions elliptiques

2K

sn2 x + en2 x = 1, l'integrale J en2 x dx se reduit a 2K -~, et si I'on porte la
o

valeur pour ~ obtenue dans (3), il suit apres quelques evaluations

(5) ~ ( -Jrp=! )
2

=
K(E-k'2K)

,=] 1+q2'-1 21t2'

Le developpement de SchlOmi/ch pour la fonetion periodique paire dn x
de periode 2 K est

1t 21t 00 ~ V1tX
dn x = - + - >' cos - .

2K K ,::] 1 +q2' K

2 Publikacije



18 Stanimir Fcmpl

Nous avon,> ici ao = it/ K, bv = 0 et

2it
a =-v

K

qV

1 + q2V
(v=I,2,...),

ce qu'on peut ecrire, en utilisant la relation de Parseval,
K

a ~ ,.; 2
-

,,2 ~ 4 it2 (
qV )

2

-
2

f 2
2'v~Jav- 2K2+:=1 K2 l+q2V -

K.
dn xdx,

o
d'ou l'on obtient

K
it2 2 ,,2 00

(
qV

)
2

f- +- L = dn2xdx.
4K K v~t 1 + q2V .

o
K

Si l'on utilise la relation dn2 x + k2 sn2 x = 1, l'integrale f dn x dx se reduit a
o

K-k2~, et alors pour la valeur pour ~ de l'equaLion (3) on admet

~(
qV

)
2

=
K(2E-K)

-~.
v":'l l+q2V 2,,2 8

(6)

3. La formule (I), comme a ete deja mentionne, donne K, si q a ete
donne par avance. Mais on ne peut pas de cette formule obtenir aussi Ie
module k de l'integrale K. Or, les equations (4) et (5) donnem la possibilite
de determiner Ie module k, c'est-a-dire qu'en sommant (4) et (5), on obtient

[

00 q2V-l 00 q2V-l

]
(7) K2 k2= 2,,2 " +" --

V';:I (l-q2V-l)2 V';:I (I +q2V-l)2 '

et il resulte de la la valeur pour k, si l'on prend pour K2 sa valeur donne
par la formule (1).

On peut obtenir !'integrale de deuxieme espece E de (6) si l'on y porte
la valeur pour K obtenue de (1). Le module de cete integrale est Ie meme
que dans (7).

4. II est aussi interessant de remarquer Ie fait suivant. Le membre
premier de l'equation (7) divise par 4 it2 represente Ie carre de la valeur de la
serie pour cn x, en y posant x = O. Or,

2it ~ yq2V-l
cn 0 = I =

kK L. 1 2V-l 'v~J +q
d'ou provient que

(
00 Yq2V-l )

2
k2 K2

V~ l+q2V-l ='4it2'

II suit de la la relation suivante


