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1. L’équation fonc:ionnelle
(1. 1) S (x1s xg) f(x3, Xa) +J (X1, X3) [ (Xa, X5) +f (X1, X4) [ (x5, X3)=0
a pour solution géné ale la fonction suivante
(1. 2) S, v)=G W) H()—G () H (),
ol G («) et H(u) sont des fonctions guelconques de u.

Ce fait est démontré dans notre article: Sur une équation fonctionnelle
cyclique d’ordre supérieur (voir® ces Publications, Ne 70).

2. Envisageons maintenant I’équation fonctionnelle suivante:
(2. 1) S (X1, X3+ Xg) f(xq+ X5, Xg+ X7)
+f (X1, X3+ x4) f(X5+Xg, Xg+ Xs)
+f (X1, x4+ X5) [ (xg+ X7, Xy + Xg)
+f (X1, X5+ Xg) f (X7 -+ X3, X3+ Xy)
+J (1, xg +Xq) S (Xp + X3, X4 +X5)
+f (X1, Xg+ Xg) f (x5 +Xg, X5+ %) =0,

qui est cycl'que en variables x,, x3, X4, X5, Xg, X7, tandis que ’équation (1. 1)
est cyclique en x,, x3, X4.

Si Yon fait xy=x,=x,=0, ’équation (2. 1) prend la forme suivante:

(2. 2) S (x15 X)) f(Xas Xg) +F (X15 X4) [ (¥, X3) +S (%1, Xg) (X2, X4)=0.

C’est précisément I’équation (1. 1). Puicque, en outre, la fonction (1. 2)
satisfait & I’équation (2. 2), on conclut que (1.2) est vraiment la solution
générale de I’équation (2. 1).

1 Voir aussi:
D. S. Mitrinovi¢ — S. B. Pre§ié: Sur une équation fonctionnelle non linéaire
(Comptes rendus de 1’Académie des sciences de Paris, t. 254, 1962, p. 611—613).
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3. Une généralisation immédiate de 1’équation (2. 1) est I’équation
cyclique suivante :

3.1 X1, &(x3, X3) g (x4, X5), &(xg, X7)
)

s )

+f (%15 8 (0 %) ) F(8(xs5 X6)s & (%ps %o
+f (%1 & (xas %))
f (%15 8 (x5, Xg))
+f )
)/

+

X1, g(xs, X7) g(xz» X3), g(X4, x5)

7 )
£ )
f (g0, %), 8052, x5))
f (g0, x2), g%, %))
/ )

)

+f (%1, 807, X)) £ (8 (xas x0), 8(x5, X)) =0,

ou g (u, v) représente une fonclion donnée quelconque.

La fonction (1. 2) est également une solution de I’équation (3. 1), mais
dans le cas géné-al la question relative au caractére de géné-alité de cette
solution reste ouverte. En d’autres termes, si la fonction g (u, v) est arbitrai-
re, la fonction (1. 2) n’est pas la solution géné.ale de ’équation (3. 1). Ainsi,
par exemple, si

g (u, v)=u—v,
I’équation (3. 1) admet, comme solution particuliére, la fonction suivante
(3.2 S, v)=u,

laquelle n’est pas con‘enue dans (1. 2), car pour toute solution (1.2) on a
f(u, ©)=0, tandis qu’il n’en est pas ainsi pour la solution (3. 2) de I’équation
cyclique (3. 1). Ce fait montre que la généralisation (3. 1) de I’équation (2. 1)
n’est point triviale.
Cependant, si I'opération o, définie par 1’égalité
xoy=g(x, »)
posséde I’élément neutre e, c¢’est-a-dire lorsqu’on a
xoe=eox=x=g(x, e)=g (e, x),
alors (1. 2) devient la solution générale de 1’équation (3. 1).
Pour le démontrer, il suffit de poser, dans (3. 1),
Xg=Xg=X,=6,
ce qui méne précicément a I’équation (2. 2). La démonstration s’achéve aisé-
ment comme pour équation (2. 1).

Ceci aura lieu si I’on donne 3 g(u, v), par exemple, I'une des formes
suivantes:

1°  gu, v)y=uv, 2° g, vV)=u+v+uv,
u+v

3
3 g (u, v)=+/ud+, 4° g, v)= .
1+ uv?
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4, On pourrait faire aussi une autre extension de 1’équation cyclique
(1. 1), comme suit. -

Soit g (uy, Uy, ... , ) une fonction donnée de k variables mises en
évidence.
L’équation
(4. 1) F(xy, X5, X3, .. 5 Xgps Xgp41) FF X0y X3, Xgy o0y Xggp1> X2)
4 +F(x1’ X3k4+1s Xas « o - x3k):0’
avec
4. 2) Fuy, ug, ug, ..., gk, Ugpqq)
:f(”p g (s, ug, ..., uk+1))
Xf(g(uk+2; Uity o 5> Uskt1)s 8 (Uaka, Usgags - - - u3k+1)) )

est cycl.que par rapport aux variables
Xos Xgs oo » Xgp+1-
L’équation (4. 1) suivie de la formule (4. 2) sera nommée, dans ce qui
suit, équation (f).

L’équation (f) est une nouvelle généralisation de P’équation (1. 1), et
elle a également (1. 2) pour solution, mais le caractére de généralité de cette

solution demeure en suspens dans le cas ol g (uy, #s, ... , u;) est quelconque.
Cependant, si la fonction g (uy, us, ... , u) vérifie les conditions
suivantes
4.3 g, e e ..., e)=g(e,u,e, ... ,e)=gle,e,u e, ..., e
=...=g(e e e ..., u)=u,

e étant une constante, la fonction

(4. 4) S, V=Gw)HM—-GWH®),

avec G (u) et H (u) fonctions arbitraires, est la solution générale de ’équation (f).
Démonstration. — Si 'on remplace toutes les variables

X1, Xo, « vy Xggd1s
sauf
X1s X3, Xg+1s Xok+2s

par e, I’équation (f), dans le cas ou les conditions (4. 3) sont remplies, prend
la forme suivante

4.5 S (x5 X2) [ (Xpv15 Xonro) +F (X1 Xe+1) f (Xakta, X2)
+f (X1, Xox+2) f (X3 X1 =0,

ce qui est, de fait, I’équation (1. 1). Etant donné que, en outre, la fonction
(4. 4) vérifie 1’équation (f), il en ré.ulte que (4. 4) est vraiment la solution
générale de I’équation (f).
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Remarquons que 1’équation (f) a également comme solution générale
la fonction (4. 4) dans le cas ou ‘

gy, uy, ..., w)y=u,.

5. Tous les raisonnements indiqués dans ce qui précéde restent en vi-
gueur si les variables indépendantes

X1s Xg5 + oo 5 Xgp+1s
I’élément neutre e et la fonction
g(u17 u2, vee uk)

sont des éléments d’un méme ensemble quelconque et si les valeurs de f(u, v)
appartiennent a un corps convenablement choisi.



