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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE
D'ORDRE SUPERIEUR

Dragostav S. Mitrinovic et Stavi§a B. Pre§ic'

(Recu Ie 15 janvier 1962)

Soit feu, v) une fonction n~elle des variables n~elles u et v. Au moyen
de la fonction feu, v) formons la fonction suivante

(1)
n

F(Xl,X2.X3'
"'.

X2n-l,X211)=T1f(X2k-l,X2k)
k~l

(n>l).

L\~quation

(2)

+... +F(x1. X2n, X2. ... , X211-2' X211-1) =0,

ou F(xl> X2' X3'
.., , X2n-l' X2n) designe la fonction definic par (1), est une

equation fonctionnelle cyclique en variables X2' X3' ... , X2n-l. X2n, a une
fonction inconnue feu, v) de deux variables independantes.

The 0 rem e 1. - La solution generate de /'equation fonctionnelle (2),
ou F(Xl' X2' X3. ... , x2n-l' X2n) est donmie par (I), est

(3)

(4)

feu, v)=g(u)h(v)-g(v)h(u)

feu, v)=o

pour n = 2,

pour n>2,

ou g (u) et h (u) sont des fonctions ree/les quelconques.

Demonstration. -- Si l'on fait

Xk =u (k= 1,2.

l'equation (2) conduit a feu, u)=:=o.
II faut distinguer les deux cas suivants:

1° n = 2, 2° n> 2.

Dans Ie cas ou n = 2, l'equation (2) devient

f(Xl, x2)f(X3' x4)+f(Xl' x3)f(X4' x2)+f(XI. x4)f(X2, X3)=0.

La [onction feu, v)=g(u)h(v)-g(v)h(u) est justement la solution de
l'equation (5),

Pour to ute solution non triviale de l'equation (5) il existe au moins un
couple de nombres reels a et b tels que f(a, b)7'=O.

... , 2n),

(5)
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Si I'on pose xl=a, x2=b, X3=U, X4=V, I'equation (5) prend la forme
sui vante

feu, v) = -
f(l!:~ f(v, b) _f(a,!1 f(b, u).
f(a, b) f(a, b)

En posant u = b ct en mettanc a profit Ia propriHe feu, u),="o, I'equation
(6) devient f(b, v)=-f(v, b).

Vu la derniere egalite, I'equation (6) prend la forme que VOICI

flu, I,)~f(a, u)f(b, v)_f(a'~f(b, u).
f(a, b) f(a, b)

Si I'on y p03e

(6)

on obtient

fJa~u)
= g (u),

f(a, b)

feu, v)=g(u)h(v)-g(v)h(u).

f(b, u)=h(u),

C'est la solution generale de l'equation (2) pour n = 2.
Prenon-. maintenant en consideration Ie cas ou n > 2. Si I'on pose

Xk = u (k impair), Xk = v (k pair)

et met it profit Ia propriete feu, u),="o, I'equation (2) devient

(7) r (u, v) + r-1 (u, v)f(v, u) +r-2 (u, V)f2 (v, u) +... + feu, v)r-1 (v, u) = o.

Au moyen de la substitution

(k=3,4, .., ,n),
I'equation (2) se
(8)

(9)

rMuit it
r-1 (u, v)f(v, u) = O.

On a aussi
r-1 (v, u)f(u, v) = O.

Si I'on pose, en general,

X2k-l = u,

X2=X3=X5='" =X2r-l=X2r+l=V, X2k=V,

(k=r+2,r+3, ...,n et l.;;;r<n),

l'equation (2) devient

r-r (u, v)f' (v, u) = 0 (l .;;;r <n).

Grace aux egalites (10), I'equation (7) donne

feu, v)=o (n>2),

ce qui acheve la demonstration du theoreme.
Dans ce qui precede, no us n'avons considere

de variables reelles, mais Ie resultat indique s'etend
ensembles de variables et de fonctions.

(10)

que des fonctions reelles
sans difficulte it d'autres


