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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE
D’ORDRE SUPERIEUR

Dragoslav S. Mitrinovi¢ et Slavisa B. Presi¢
(Recu le 15 janvier 1962)

Soit f(u, v) une fonction réelle des variables réelles u et v. Au moyen
de la fonction f(u, v) formons la fonction suivante

(1) F(u %o Xao e s Yoty Yo) = [ [/ (o1 Xe)  (n>1).
L’équation o
2) F(xy, X3, X3, oo s Xop—1, Xon) + F (X1, X3, Xgo oo 5 Xy, Xg)
+ooe s FF(Xy, Xope Xgo o, Xgu_g, Xgpeq) =0,
ol F(xy, X3, X3, -.. , Xau_1, Xg,) désigne la fonction définic par (1), est une
équation fonctionnelle cyclique en variables Xx,, X5, ... , Xppo1, Xau, & UNE
fonction inconnue f(u, v) de deux variables indépendantes.
Théoréme 1. — La solution générale de I'équation fonctionnelle (2),
oit F(xq, Xg, Xz, <.« » Xgu—1, Xon) €St donnée par (1), est
(3) flu, vy=g)yh(v)—g ) h @) pour n =2,
4 S, v)=0 pour n>?2,
ol g(u) et h(u) sont des fonctions réelles quelconques.
Démonstration. — Si I'on fait
Xy =U (k=1,2, ..., 2n),

I’équation (2) conduii a f(u, u)=0.
Il faut distinguer les deux cas suivants:
1° n=2, 2° n>2.
Dans le cas ou n=2, I’équation (2) devient

&) SGer,s X2) f (X5, xg) +f (X1, X5) (x5 X2) +S (X1, Xg) f (X, X3)=0.

La fonction f(u, v)=g (@) h(v)—g () k(1) est justement la solution de
I’équation (5).

Pour toute solution non triviale de I’équation (5) il existe au moins un
couple de nombres réels a et b tels que f(a, b)7#0.
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Si Pon pose x,=a, xo=5b, x3=u, x,=v, ’équation (5) prend la forme

suivante
®) fluy = =L gy T p )
fa, b) f(a, b)
En posant u=b ¢t en mettani & profit la propriété f(u, u)=0, I’équation
(6) devient f(b, v)=—f(v, b).

Vu la derniére égalité, 1’équation (6) prend la forme que voici

fa, u fa, v)
S V)= b, v) ——-- b, u).
S, v) fa b)f( v fa b)f( , U)
Si Pon y pose
fa, u)
SR . b, u)=h (u),
T b) g (u) S (b, u)=h(u)

on obtient

S V) =g ) h () —g () h@w.
C’est la solution générale de 1’équation (2) pour n=2.
Prenons maintenani en considération le cas ou n>2. Si 'on pose

Xy =u (k impair), X =V (k pair)
et met & profit la propriété f(u, u)=0, I’équation (2) devient
T @) S, )T P ) e f(uv) (v, u) =00

Au moyen de la substitution

X1 =Xp=U. Xop_1=U,
Xg=Xg =V,  Xg=V,
(k=3,4, ... ,n),
I’équation (2) se réduit a
®) , S v (v, ) =0.
On a aussi
9) S (v, w) f(u, v)=0.
Si I’on pose, en général,
Xp=Xg=Xg= - TXpp=Xpro=U,  Xop_1=U
Xp=Xg=X5= "+ TXg—1=Xgr41 =V, Xop =V,
(k=r+2,r+3, ... ,net 1 <r<n),
I’équation (2) devient
(10) S v (v, w)=0 (I <r<n).

Grace aux égalités (10), ’équation (7) donne
S, v=0 (n>2),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Dans ce qui précéde, nous n’avons considéré que des fonctions réelles
de variables réelles, mais le résultat indiqué s’étend sans difficulté & d’autres
ensembles de variables et de fonctions.



