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Predmet ovoga rada su nizovi {X,}, n=1, 2, ... , medusobom nezavis-
nih sludajnih promenljivih ograni€enih u svom skupu za koje je E(X,)=0,
n=1,2, ...1i b,,EE(Xf), a za koje se kaZe da zadovoljavaju strogi zakon

velikih brojeva ako je: :
P {S,/n<e}=1, za svako n>N(c) gde je >0 unapred dato, N (g) utvrde

prirodan broj, a S,= Z Xe.
k=1
Od Kolmogorova [1} potite sledeéi
Stav 1. dko red iz Z b./n? konvergira, gde je >0 unapred dato, tada
€% n—y

za niz {X,}, n=1,2, ..., vaZi strogi zakon velikih brojeva.

Dokaz ovoga stava zasniva se na primenama Borel—Cantelli-eve leme [2]
i sledeée nejednakosti Kolmogorova, koja daje procenu verovatnoée za uniju
nezavisnih dogadaja:

P{ U (!Skize)}@,,/sz, gde je B,= by i e>0.
k=1 k=1

Ideja da se¢ umesto e=const. uvede niz e, uz izvesne pretpostavke o
brzini njegove konvergencije ka nuli, dovela je do sledeceg Cantelli-Stanoje-
vi¢evog stava [2], [4]:

4
Stav IL 4dko ¢,40, €,>0, €,<+/2¢4,—1, n=1, 2, ... , i ako red

S ("5 )

k=1 i=m,

konvergira, gde je my =204, tada je: P { lim (S,/ne,)=0}=1.
n—+ o

* U paSem jeziku ustalio se izraz ,,strogi zakon velikih brojeva*“ ma da je korektnije
upotrebljavati ,,jaki zakon velikih brojeva.
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Varijanta stava Il je sledeéi stav:

Stav II'. Ako ¢,—0 i ako \/r?s,,/ +oo, tada iz konvergencije reda
S (bufkt <k,) gde je my— 20w R, sleduje P{lim (S,/ne,)=0)=1.
k=t n-yoe

Stav koji ¢emo sada formulisati daje dovoljan uslov za vaZenje strogog
zakona velikih brojeva za niz {X,}, n=1, 2, ..., predstavlja izvesno uopStenje
stava II' i dokazuje se bzz primene nejednakosti o proceni verovatnode za
uniju nezavisnih deogadaja. On glasi:

Stav. Adko: 1°¢,-0, 2°n-e, 7 + oo, i 3° red z (ba/n?e?)  konver-
n=1
gira, tada P {lim (S,/ne,)=0}=1, §to znali da za niz {X,}, n=1,2, ...,

vaZi strogi zakon velikih brojeva.
Dokaz. Posmatrajmo niz sluéajnih promenljivih

(Y-S (Xk/kek)}, ne1,2, ...
=1
Njihovi drugi momenti su

2 g 2 z 2 2
E(Y})-E {( 5 (k=) }— S E @Dk ed),
k=1 =1
jer je *
E(X;X)=0 za isj.

Kako je Z(bk/kz-s,f):O(l), za svako n, (ovo sleduje iz pretpostavke 3°

k=1
n

stava), to je Z (Xi/k - &) = O (1). Dakle,
k=1

£ {(ngl (aln e,,))z} =§:1 ul? 53) =T

§to znali da red Z (X,/n ¢,) konvergira. Na osnovu ovoga zaklju¢ka i pret-
n=1

postavke 2° stava, dobijamo:

lim ( S (Xek 20k ek)) /ne,—0.
=1 :

n-—>o0
(Ovo je zakljulak dobiven na osnovu Kronecker-ove leme [S]). Prema tome:
lim (S,/ne,)=0,

n—ow

odnosno:
P{lim (S,/ne,)=0}=1,

$to predstavlja strogi zakon velikih brojeva za niz {X,}, n=1,2, ... .
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Summary

ON THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS

Let {X,}, n=1,2, ..., be a sequence of independent random variables
with E(X,)=0 and E(X,z,)zb,,. Here is proved the following theorem:

If 1° ¢,-0, 2° ne, # + 0, and 3° the series z (ba/n?cl) is conver-
n=1

gent, than: P {liin (Sx/ne,)=0}=1, whose outline of proof is: from 3° follows

that the series Z (Xu/n e,) is convergent. Than, from this fact and 2°, follows:
n=1

(with using Kronecker’s lema)

lim (z (kask)/ksk)/n =0, lim (Su/ne)=0
k=1 n—> 00

n—»> + oo
and
P {lim (S,/ne,)=0}=1.
n—>o
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