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Dragomir Dokovi¢

1. — Dans cet article, nous présentons comme hypothése la formule
suivante:
(1. D P&, (x):(2k—1)!!. . Z P (x) Pi,(x)- - 'P"zk+1 (x)
fitiat - - +12k+1="

(n=0,1,2, ... ;k=1,2, ...)
ol P.(x) (r=0,1,2, ...) désigne le polynome de Legendre et
S, —_ ds
Pg)(x)~d—xs P, (x).

Nous allons prouver toutefois la formule hypothétique (1. 1) pour k=1, 2, 3.

2. — Preuve pour k=1. — Désignons par F(x, ) la fonction génératrice
des polyndmes de Legendre:
2.1 F(x,)=(1—-2xt+F)~1/2
et par D, et D, les opérateurs
/] 2
Dy=—, D, ,=—
ot TF T ox

lesquels sont commutatifs.
Par application de ces opérateurs a (2. 1), on obtient les égalités?

2. 2) D, F=(x—1) F3,

(2. 3) D, F—t F3.

De 12 on a
(D, + D,) F=x F3

En y appliquant I’opérateur Dy, on obtient

Q. 4) (D7 +D, D" F=xD" F®.

1 Pour abréger l’écriture, au lieu de F (x, f) on posera F.
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Pour t=0 I’égalité (2. 4) devient
(r+ D! Pyy ()40 P (X)=nlx 2 Pi(x)Py(x) Py (x).

iitis+is=n

Etant donné que

(2. 5) P (X)=xP,p1 (x)—(n+1) Ppyy (x),

a partir de (2. 4) on trouve

(2. 6) P (®= 2 PP, ()P, (x) (n=0,1,2,...)
ivtigtiy=n

Par suite, la formule (1. 1) est ainsi démontrée pour k= 1.

3. — Preuve pour k=2. — Si 'on applique les opérateurs D, et D, a
(2. 2) et (2. 3), on obtient
3. D}F=(3x*—1—4xt+212) F5,
3.2 D, D, F=(1+xt—21¢?) F5,
(3. 3) o DiF=31F5
Vu ces derniéres formules, on vérifie aisément que I’égalité
(3. 4) (D?+4D,D,+2DX) F-3(x2+1) Fb
“est vraie.

Par application de lopérateur Dy 4 (3. 4), on a
(D" 4+ 4D, D' +2D2 D" F=3 (x2+ 1) D} F.
En y posant ¢=0, il vient?

M+ Pppg+4{(n+ 1)1} Py +2(@mY) Pr=3(2+1)-n! 2 Py -P---P,.
it His=n

Donc, 1a preuve de (1. 1) pour k=2 se réduit a la vérification de
Pégalité

(3. 5) (M+2)(n+ D) Ppyog+ 8+ )Py +2P, =(x2+ 1) Py
Selon (2. 5) on a

(3. 6) Prit=XxPriz—(n+2)Poiq,

G.-7 P, =D, {xPpy—(n+1) Ppyy}

=XPn”+1 -—nPn’+1
=X {X Pyia—(n+ 1) Pyia} —n {x Prya— (n+2) Py}

=X2Pya—R2n+1)XPoatn(n+2) Py,

2 Au lieu de P (x) on écrira P.
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A Taide de ces deux égalités, on trouve
(n+2) 1+ 1) Pyg+4 (n+1) Pry1+2 P,
=(n+2)(n+ 1) Py +4(n+ D {xPhia—(n+2) Pis)
+2{x2 P2~ Q21+ 1) X Py +n(n+2) Py}
= —(M+3)(+ 2 Pyia+2xPhia+2x2 Py
— (24 1) Paya+{(*— 1) Paiat+ 2x Prya—(n+2) (n+3) Ppyo)
—(x2+1) Py,

C’est précisément 1’égalité (3. 5) qu’il fallait démontrer.

4. — Preuve pour k=3. — Si I’on applique de nouveau les opérateurs
D, et D, a (3.1), (3. 2), (3. 3), on trouve
@. 1 D} F=3{5x3—3x-3@x2—1)1+6x2—28) F7,
(4. 2) DiD,F=3{2x+(x?—3)t—2x12+28) F,
4. 3) D,DIF=3t{2+xt—3} F,
4. 4 D F=15p8F'.

Selon ces égalités, on vérifie que 1’égalité

4. 5) (D} +9D!D,+12D,D3+4D}) F=15x (x*+3) F?
est vraiment exacte.
En appliquant lopérateur D; 3 (4. 5) et puis, en posant ¢=0, on trouve

4.6) (+)O+DO+1D)Ps+9(n+2)(n+1)Pria+12(@m+1)Pryy+4P,

=15x(x2+3) D P,P,---P,.

bt e oo +iz=n
La formule (4. 6) conduit a (1. 1) pour k=3 si I’égalité
4.7 (+3) @+ B+ 1) Py +9m+2) (n+1)Prpy+12(n+1)Pryy+4P,
—x(x2+3) P, 1,
est vraie.
Selon (3.6) et (3.7) on a
(4. 8) Pypi2=x Ppis—(n+3) Pryy,

4. 9) P =x2P3—(2n+3)xPy s+ (n+1) (n+3) Pris,
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(4. 10) P =D {x*Pa—(n+1)x P, y+n(n+2) Poyy)
=X2Pyia—(2n—1)x Py +(n?— 1) Py
=X Dy {x Pi3—(n+2) Pros} = (2n— 1) X {x P, 3 —(n +2) Pyis)
+(m2 = 1) {x Puy3—(n+3) Ppog}
= X3Py 3—3nX2 P, 3+ 3(m24+n—1)Pys—(n2—1) (n+3) Ppys.
D’aprés ces formules, on obtient
(n+3)(n+2) (n+ 1) Poyg+9(n+2) (n+ 1) Paya+ 12(n+ 1) Prey+ 4P
=n+3)(+2)(n+1)P,is+9(m+2) (n+ D {xPris—(n+3)Poys)
+12(n+ 1) {x2 Pay3s—(2n +3) x Prya+(n+1) (n+3) Ppys)
+4{x3 P, 3—3nx2 Pyis+3(n2+n—1) Pyys—(n2—1) (n+3) Poys)
—4x3 P, 3+ 12Xx2Py3—3(n+2) (n+5) X Puys.
L’égalité (4. 7) regoit maintenant la forme que voici

453P, 3+ 12x2 Py 3—3(n+2) (n+5)x Prz=x (x2+3) Py
ou bien
4. 11) (X2—1)Ppy3+4x Pyp3—(n+2)(n+5)Pay3=0.
Cependant, le polynéme P, ; remplit I’équation différentielle de Legendre.
Donc, on a
4. 12) (x2—1) Pyi3+2 X Ppy3—(n+3)(n+4) Ppys=0.

Par différentiation de I’égalité (4. 12), on obtient (4. 11). Donc, la dé-
monstration en question est achevée.

5. — Remarques. — a) On vérifie aisément la formule (1. 1) pour n=0
et n=1 (k arbitraire).

b) Les démonstrations de la formule (1. 1) deviennent de plus en plus
compliquées avec la croissance de k (=4, 5, ... ).

¢) Les formules (2. 2), (3. 1), (4. 1) suggérent la formule suivante:

5.1 D" F=n! F2r+1 z (=1 (%) Pov ) 7.

v=0

Elle peut étre démontrée aisément par I'induction compliéte.



