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SUR L'EQUATION FONCTIONNELLE j(x)=f[g(x)]
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(Re,u Ie 7 mai 1961)

Soit g une fonction qui applique l'ensemble non-vide 8, sur lui-meme
d'une maniere biunivoque, de sorte que sa fonction inverse g-I est univoqu-
ement definie sur 81, Soit ensuite 82 un ensemble non-vide et j une fonction
definie sur 81 et teUe que j(81) C 82, Nous al10ns chercher, dans l'ensemble
de tel1es fonctions f, la solution generale de l'equation
(1) j(x) = f[g(x)],

supposant 81> 82 et g donne3.
Designons par M une application de l'ensemble P (82) dans l'ensemble

82 avec la propriete que pour tout y E S2 on a M {y} = y. II existe, d'apres
l'axiome du choix de Zermelo, au moins une tel1e application. Posons encore
gO(x) = x, gn+1(x) = g [gn(x)], g-n (x) = g-1 [g-n+l (x)] (n = I, 2, ... ) pour tout
XES1'

On peut demontrer Ie theoreme suivant:
The 0 rem e. La solution generale de l'equation (1) est

(2)
+00

f(x)=M U {ll [gV(x)]),
v=-oo

ou II designe une fonction arbitraire d6rinie sur 81 et tel1e que II (81) C S2'
Demonstration. Soit II une fonction que1conque d6rinie sur SI et tel1e

que II (81) C 82, Pour tout x E SI on a

+00

U {ll [gV(x)]} CS2.
v=-oo

La fonction f d6finie par (2) possede alors la propriete

+00 +00
f[g (x)] = M U {ll [gv (g (x))]} = M U {ll [gv+l (x)l)

v=- 00 v=-oo

+00

= M U {ll [gV(x)]} = f (x),
v=- 00

pour tout x E S1> c'est-a-dire el1e satisfait a l'equation (1).
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Demontrons encore que toute solution de l'equation (1) on peut ecrire
sous la forme (2). Soit f une solution de (1). Si nous po sons TI (x) = f (x)
(x E 81), on a TI[gV(x)] = f[gV (x)] = f(x) (x E 81, - 00 <\1< ~. 00) de sorte que

+00 +00
M U {TI[gV(x)]}=M U {f(x)}=M{J(x)}=f(x) (XE81).

v= - 00 V=-oo

Le theoreme est ainsi completement demontre.
Pour illustrer Ie theoreme en question, nous donnons quelques exemples.
Exemple 1. Cherchons la solution genera Ie de l'equation

(3) f(x,y)=f(anX+aI2y, a21x+a22Y)'

oil Ilaijllk=E pour un nombre naturel k et oil x, Y, aij (i,j= 1,2) sont
des nombres reels et f une fonction n~ene.

En designant les matrices

I X ) et (an a12)\ Y a21 a22

par X et A respectivement, on peut ecrire l'equation (3) sous la forme suivante:

(4) F(X)= F(AX),

oil F (X) est une fonction reelle de la matrice variable X. Dans ce cas, la
fonction g (X) est donnee par I'equation g (X) = AX. En vertu de l'hypothese
Ak = E, nous avons

g-1 (X) = Ak-l X et gk (X) = x.

Definissons I'application M com me suit:
1M {aI,a2, .,. , ak} =~ (a1+a2+... +ak), M {a1}=a1,
k

aI, a2, . .. , ak nombres reels arbitraires, M (T) = 0, pour tout autre T E P (82),
D'apres Ie theoreme demontre plus haut la solution generale de l'equ-

ation (4) est
+00 k-I 1 k-I

F(X)=M U {TI(AV X)}=M U {TI (Av X)}=k L: TI (AV X),
v~- 00 v=o v=o

oil TI design~ une fonction reelle de X arbitrairement choisie. On en deduit
que I'equation (3) possede la solution generale de la forme

1 k-I
f(x,y)=~

L: TI(VanX+vaI2y, va21x+va22Y)'
k v=o

avec
II

Vaij
II = II aij Ilv, et TI une fonction reelle, de deux variables reelles,

arbitraires.

(5)

(6)

(7)

Nous citons deux cas particuliers de l'equation (3) que voici

f(x, y) = fey, x),

( 1 1
f(x,y)=f -Z-x+2Y'

-2. x-~ Y)2 2 '
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dont les solutions generales sont respectivement:

f(x, y)=~ [II (x,y)+ II (y, x)],
2

f(x, y)=~
{
II (x, y) + II (-~ x+~ y, -~ x-~ Y)3 2 2 2 2

+ II (-~ x-~ y -~ x-~ Y)} .
2 2' 2 2

Exemple 2. L'equation (3) est un cas special de I'equation

f(Xt>X2' ..., xS)=f(allxl+a12x2+...+a1Sxs,(8)

oil aij sont des constantes reelIes et f une fonction reelle dependant de s
variables independantes reelles Xi'

Pour Ie cas oil
II

ai} Ilk = E, on peut ecrire la solution generale de (8)
sous la forme qui generalise celIe donnee par (5). Laissons ce cas a part.

Dans Ie cas general, definissons l'application M de la maniere suivante:
si S est un ensemble de nombres reels superieurement borne, MS designe sa
borne superieure; en cas contraire, on pose MS = O.

L'application M satisfait aux conditions correspondantes. D'apres Ie
theoreme enonce, on en concIut que la solution genera Ie de (8) a la forme
suivante:

+00

f(Xt>X2, ..., xs)=M U {II(Vallxl+va12x2+...+va1Sxs,...,vaSlxl
v= - 00

+ vas2 x2+... + Vassxs)},

oil II est une fonction reelle arbitraire des arguments Xi (i = 1, 2, .,. , s), et

II
vaij

II = II
aij Ilv .

Exemple 3. Soit (G,.) un groupe d'ordre g et a et b deux elements de
ce groupe. Cherchons dans ce groupe to utes les operations binaires * posse-
dant la propriete
(9) x*y=(a.x)*(b.y) pour tout x, yE G.

Si nous posons x
*

y = f(x, y), I'egalite (9) devient f(x, y) = f(a. x, b. y).

Nous pouvons definir I'application II comme suit: designons les elements
de G par at>a2, ... , ag et introduisons la relation;?; par la convention:
ai;?; aJ si et seulement si i;?;j. Posons ensuite

M {ail' ai2, ... , aiS} = Max {ail>ai2, ... , ai.},
lit i.,... ;8~g

oil Ie maximum correspond a l'ordre determine par la relation;?; introduite.
On peut demontrer, a l'aide du th60reme cite ci-dessus, que la forme

generale de l'operation *, satisfaisant a l'equation (9), est la suivante

(10)

oil 0 designe une operation binaire arbitraire dans G.


