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1. Equation f (x, + X3, X3) +f (X5 + X3, X,) +f (%3+ X1, X)) = 0.
Théoréme 1. — La solution générale continue de I’équation fonctionnelle
(1. 1) S (x1+ X3, Xg) +f (Xa + X5, X1) + [ (X3 + X1, X2) =0,
ot [ représente une fonction réelle des variables réelles, est donnée par
(1. 2) St 1) =(t1—218) F(t; + 1),
ou F(t) désigne une fonction continue quelconque de t.

Démonstration. — Si ’on pose

t ! !
1. 3) : xl:y+"3', x2:_x—‘y+?, x3=x+?,
c’est-a-dire

(1. 4) x=% (—x1— X3+ 2 xy), y=%(2x1——x2—x3), =X+ Xa+ X3,
I’équation (1) devient
2t t 2t t 2t t
1. ex, - ey, —+y)+f[(Z+x+y, ——x—y|=0.
.8 f(Fmx prx) (5w pe) s (S poaoy)
En introduisant la notation

(1. 6) f(%t—u, %+u>sh(u, ),

Péquation (1. 5) prend la forme suivante:
L7 h(x, ) +h(y, )+ h(—x—y,)=0.

De 14, si x=y=0, on tire A(0,H=0.
L’équation (1. 7), pour y= —x, devient

h(—x,)=—h(x, ).
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Par suite, & I’équation (1. 7) on peut donner la forme que voici .
(1. 8) h(x+y, )=h(x,0)+h(p, 1)

A partir de cette équation, on conclut que, pour t fixe, la fonction
h(x, 1) vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy. Donc, la solution générale
continue de I’équation (1. 8) est

(1. 9) h(x,)=x F, (1),

ou F, (¢) est une fonction continue arbitraire.
Selon (1. 6), la solution de I’équation (1. 1) prend la forme

S, tz):% (213—1) Fy(t1+15)

ou bien .
S (s b)) =(t1—21,) F(1,+1y).

Le théoréme 1 est donc démontré.

2. Généralisation de 1’équation
Sf(xi+x5,%3) +f(x2+ %5, %) +f(x3+%1, %) =0

Pour généraliser le résultat précédent, considérons 1’équation
2D S{g g (x) g (x2) ] x5} +{g7"[8 (x2) + & (x3) ], X1}
+f{g7" (8 (x3) + g (x1)], X3} =0,

ol g(x) est une fonction donnée de x, continue et strictement monotone, et
g1 (x) son inverse.

Théoréme 2. — La solution générale continue de Péquation (2. 1) est
(2.2 f(t, ) ={g (1) —2g ()} F(g(t)+g (1)),
ot F est une fonction continue de I’argument mis en évidence.

Démonstration. — Si 'on pose

(2 3) f(g—l (tl)’ g_l (t2)) =h (t19 t2)’
c’est-a-dire
St t)=h(g (1), g (%),

g(x))=1, g(X2) =13, g(X3) =13,
I’équation (2. 1) regoit la forme

h(ty+ta, t)) +h(ty+ 15, 1) +h (G341, 8) = 0.

avec

Mettant 4 profit le théoréme 1, de la derniére équation on déduit le
théoréme 2.
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Remarque. — Désignons par E Tintervalle de définition de la fonction
g (x) et par E’ I’ensemble de tous les éléments x ayant la forme

x=g"1(g(x)+8(x) (xp,x;E€E).
La solution (2. 2) de I’équation (2. 1) est définie sur le carré M x M
(fini ou non) ou M désigne l'intervalle ENE’.

Si la fonction g (x) a des discontinuités (de premiére espéce), le théoréme
énoncé peut s’appliquer a chaque intervalle ou elle est continue.

A la fin de cet article nous indiquerons quelques cas particuliers de
I’équation (2. 1).

3. Equation f(x, x5, X3) +f (x5 X3, X,) +f (X3 X1, X;) = 0.

Considérons I’équation fonctionnelle cyclique

3.1 S ey Xz, X5) +S (2 X3, X1) +f (x5 Xy, X2) =0,
ol f(x,y) désigne une fonction réelle des variables réelles x et y.
Théoréme 3. — La solution générale de [I'équation (3. 1), continue dans

tout le plan Oxy, sauf pour x=y=0, est donnée par les formules
3.2 fey = Fxy)log— (x>0, y>0)

= Fy(xy)log ;_2" (x<0, y>0)

= FR(xylog = (x<0, y<0)

y

= FREylg . (x>0, y<0)
Y

= —2k—clog|x| (x#£0, y=0)
= k+clog|y] (x=0, y#0),

ot k et ¢ représentent deux constantes arbitraires et Fy(x) et F,(x) deux fonc-
tions arbitraires, définies et continues pour x>0 et x <0 respectivement et telles
que la fonction f(x,y) soit continue sur les axes Ox et Oy.

Démonstration. — a) Si dans le théoréme 2, Pon fait g (x)=1log x (x>0),
on a g~1(x)=e" et on en tire que I’équation (3. 1), dans le premier quadrant
du plan Oxy, a la solution générale continue suivante:

(3.3 f(,¥)=F (xy) logf; (x,y>0),

F, (x) étant une fonction continue arbitraire définie pour x> 0.

b) Si l'on remplace x;, x5, X3 par —X;, —X,, —X3, ’équation (3. 1)
devient
3.4 Sy X5, —Xx3) +f (X2 X3, —X1) +f (X3 X3, —%3)=0.
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Au moyen de la notation f(x, —y)=4¢ (x, y) I’équation précédente prend
la forme

(3.5) P (X1 Xa, X3) + @ (X2 X3, X3) + @ (X3 X1, Xp) =0.

En utilisant le résultat a), on trouve que dans le premier quadrant du
plan Oxy, la solution générale continue de I’équation (3. 5) est

S =n=e =R E)loe (x>0
ou bien
S =F(—xy)log=, (x>0, y<0)

Cest-a-dire, en posant F,(x)=F,(~x) (x>0),
(3.6) S ) =F@y)log—  (x>0,y<0).

¢) Posons —x; au lieu de x; dans I’équation (3. 1). Il vient alors
3.7 Sy X, —x5) +f (= X5 X3, X1) +f (= X3 X1, X5) = 0.

Bornons-nous au cas x;, x;, x3>0 €t posons

xl = eJﬁ’ x2 = eyz’ x3 = g¥s,

On a alors
(3-8) Flertn, —ex)+f(—erin, er) 4.5 (—ent, %)~ 0.
Aprés la substitition
(3.9 S y)=—dlogx, log(—y) (x>0, y<0)
= o¢(log(—x), logy) (x<0,y>0)
ou bien

f(etl’ _et2)= _‘q" (tl’ t2)’ .f(_e'l ’ e‘*)ch (tls 12),

I’équation (3. 8) devient

3. 10) $ (P1+ Y2 78) =2 (P2 + ¥ Y1) + 9 (¥3+ 1, ¥o)-
Si 'on y fait le changement des variables 3 I’aide des formules suivantes

t t t
=Y+ = —x—y+- =X+,
yl y 33 y2 y 3’ y3 3

c’est-a-dire

1 1
x=;(—y1—y2+2y3), y:g(Zyl—yz—ys), t=y1+y;+¥s

il vient alors
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Si on pose
2¢ t

' Y.
——Xx, —+Xx|=0(t,x), $[——x, —+ x)z-r t, x),
?( S+ x)=o ) b5 : (t, x)

ou bien
B.11)  ¢(hty)=c <t1+ s,

on obtient I’équation

2t,—t 2¢t,—t
23—1), ‘-I)(’l,tz)ET(tlthz’ "”‘23—1)’

(3. 12) (6, x)=c(t,y)+a(t, —x—y).
En y faisant y- —x on a
(3. 13) T(t,x)=0(t, —X)4 o (¢, 0).
Des relations (3. 12) et (3. 13) il suit
(3. 14) o(t, —x)+o(t,0)=c(t,y)+0(t, —x—Y).
Pour x=0 la derniére relation devient
(3. 195 o(t, —y)=2a(t,0)—0c (4, ).
En appliquant la formule (3. 15), I’équation (3. 14) s’écrit sous la forme
(3. 16) s(t,x+y)=0(t,x)+o(t,y)—0c (1, 0).

En introduisant la fonction

(3.17) o (1, ) =0 (1, )— 5 (1, 0),
il vient alors
P (ta x+y):p (t’ X)+ P (tay)'
La solution générale continue de cette équation est
(3. 18) o (4, x)=x0 (1),
ol o (f) est une fonction continue et arbitraire.
Des équations (3. 16) et (3. 13).il suit maintenant
o (t, x)=x0{)+r(),
3. 19
T({tx)=21(t)—xo (),

A (1) étant aussi une fonction continue arbitraire.
En utilisant les formules (3. 11), on trouve

21—,

? (1, 1) = o (I + 1) + A (8 + 1),

3.20
( ) 2t,—4

$(t, b)) =20 (1 + 1) — © (b + L)
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La relation (3. 9) donne

S 9) = = o (log (~x)) log L-2rlog(=xy)  (x>0,5<0)

~ — o (log (—x)) log Mo (=) (x<0,y>0),
ou bien
(3. 21 f(x, y)= G, (xy) log %—262 (xy)  (x>0,y<0)

=G, (xy) log if-k G, (xy) (x<0, y>0),

avec % o (log (—x))= —G,(x) et A(log (—x)) =G, (x).
En comparant les solutions (3. 6) et (3. 21), on trouve

G (X)=Fy(x), Gy(x)=0
et par conséquent

(3. 22) f(x,¥)= Fy(xy) log ;—2" (x<0, y>0).

d) Si dans I’équation (3. 1), on remplace x; et x, par —x; et —x,, il vient
(3. 23) S (X1 X9, X3) +f(—Xg X3, —X1) +f(—Xg X}, —X2)=0.

Si I’on introduit la notation
(3. 29) fx,p)=h(x, —y)

on obtient ’équation
h(xy X2, —Xxg)+h(—xp x5, X1) +h (—X3x1, X3)=0

laquelle est précisément celle du type (3. 7). Par suite, sa solution est

h(x,y)=G3(xy)log;—wmy) (x>0, y<0)

=G, (xy) log y— +G,(xy)  (x<0, y>0).
Vu (3.24), on a
(3. 25) f(x,9)=G;s (—xy) log—;‘;—264<—xy) (x>0, y>0)

—X

=Gy (—xy) log ?+G4(—xy) (x<0, y<0).

En confrontant les relations (3. 3) et (3. 25), on trouve
Gy (—x)=F (x), Gy(x)=0.
A Paide de ce résultat, on a
(3. 26) JE=FGplog = (x<0,y<0)
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e) Dans ce qui précéde nous avons trouvé la forme de la fonction
f(x,y) dans Pintérieur des quatre quadrants.du plan Oxy. Il reste encore 2
trouver sa forme sur les axes. Dans ce but, dans (3. 1), posons x; = 0. 1l vient

(3 27) .f('xl Xg, 0) +f(0’ xl) +f(0’ x2) =0.
Avec la notation

S(x,0)=—a(x), f(0,x)=8(x)

I’équation (3. 27) prend la forme suivante:

(3. 28) (X1 X3) =B (x1) + B (x2).
Si 'on y pose x,=1, on trouve
(3. 29) @ (X)) =B (x)+B (1)

En utilisant (3. 29), 1I’équation (3. 28) devient
 BOax) =B () +B OB (D
Avec la notation
(3. 30$) Y =px)—B()

on a
v (0 Xg9) =¥ (%) + v (xg).

La solution générale, de cette équation continue partout sauf pour
x =0, est*
v(x)=clog|x| (c=-const).

De (3. 30) et (3. 29) on déduit & présent
B(x)=k+clog|x| (k=-const)

a(x)=2k+clog|x|
ou bien
(3. 3D f(x,0)=—2k—-clog|x|, f(0,x)=k+clog|x]|.

Des relations (3. 3), (3. 6), (3. 22), (3. 26) et (3. 31) il suit que le thé-
oréme 3 est bien vrai.

La solution (3. 2) est continue dans tout le plan dans le cas ot k=0
et ¢=0.

4. Cas particuliers de Péquation
F{g7 [g(x1) +8(x2)], x5} + {87 [8(x2) +8(x)], %1} +f{g7" [&(x5) + 8(x1)], X5} =0

a) Si g(x)=g~1(x)=1/x (x>0), on a I"équation suivante

5 ) (22 ) (2 )0 e

X+ X, Xy + X3 X3+ Xy

* J. Aczél. Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen, Basel 1961,
p. 47—48.
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dont la solution générale continue est

S, 1) = (fl—l‘i) F (i+,1:) (11, 1 >>0).

Iy I
b) Pour g(x)=g"1(x)= \/I:? (0 <x< 1), on a I’équation fonctionnelle
P oy O O o e v O
=T x24/T=22)2, x,}=0
dont la solution générale continue est
fltnt)=(1=12=21=12) F(J1-124/1=12)  (0<ty, 1,<1).

Avec la notation

f(\/l——_;?, 13) = (11, 1),

on a I’équation fonctionnelle

o (V1—x2 +/1=x2, xg)+ 0 (V1—x2+/1=x2, x)

+o (V1=x2+/1—x2, x,)=0
a solution générale continue suivante:
o (h, 1) =(n—2/1-13) F(n+~/1-12)  (0<1, 1<)

Enfin, si I’on pose sin x;, sin x,, sinx; au lieu de x,, x,, X3, on obtient
I’équation fonctionnelle

¢ (cos x; +€Os X5, sin X5) + ¢ (COs X, + COS X5, sin x;)
. 4
+ @ (cOs X3+ cOs Xy, sin x,) =0 (0 < Xy, X9, X3 < 7) ,

dont la solution générale continue est
@ (#y, 1) =(—2 \/1—15) F(t1+\/1—t§') O<, <.

MM. D. S. Mitrinovi¢ et J. Aczél ont bien voulu lire une premiére
redaction de cet article. Leurs observations ont contribué a améliorer le texte
en quelques endroits.

Les démonstrations indiquées dans c¢) et d) peuvent étre raccourcies,
comme 1’avait observé M. J. Aczél.



