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1. Equation 1 (Xl + X2, Xa) +1 (X2 + Xa, Xl) +1 (Xa + Xl' X2) = o.

The 0 rem e 1. - La solution generale continue de I' equation lonctionnelle

(1. 1)

oil I represente une lonction reelle des variables reelles, est donnee par

(1. 2) l(t.. t2)=(t1-2t2) F(tI+t2)'

oil F (t) designe une lonction continue quelconque de t.
Demonstration. - Si I'on pose

(1. 3)
f

Xl = Y -+-
~ ,
3

f

x2= -x-y-+-~,.
3

f
X a =x+~

3 '
c'est-a-dire

(1. 4)

I'equation (1) devient

(2f t ) (2t
I 3-x, 3+ X +1 3-y,(1. 5)

t ) (2t t )~+y +1 ~+x+y --x-y =0.
3 3 ' 3

En introduisant Ia notation

IC3t -u, f+ u) ==h (u, t),

I'equation (1. 5) prend Ia forme suivante:

(1. 7) hex, t)+h(y, t)+h(-x-y, t)=O.

De la, si X = Y = 0, on tire h (0, t) = o.
L'equation (1. 7), pour y= -x, devient

h (-x, t) = -h (x, t).

(1. 6)
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Par suite, a l'equation (1. 7) on peut donner la forme que voici

(1. 8) h (x + y, I) = h (x,t) + h (y, t).

A partir de cette equation, on conclut que, pour t fixe, la fonction
h (x, t) verifie l'equation fonctionnelle de Cauchy. Done, la solution generate
continue de l'equation (1. 8) est

(1. 9) h (x, t) = X Fl (t),

ou Fl (t) est une fonction continue arbitraire.
Selon (1. 6), la solution de I' equation (1. 1) prend la forme

I
I(tl, t2) = - (2 t2- tl) Fl (tl + t2)

3
ou bien

l(tl' t2) = (tl- 2 t2) F(/I + t2)'

Le theoreme 1 est done demontre.

2. Generalisation de l' equation

Pour generaIiser Ie resultat precedent, consid6rons 1'6quation

I {g-l [g (Xl) g (X2»)' X3} +1 {g-L [g (X2) + g (X3»)' Xl}

+/{g-l [g(X3)+g(Xl»)' x2}=O,

ou g (X) est une fonction donnee de x, continue et strictement monotone, et
g-l (x) son inverse.

The 0 rem e 2. - La solution generale continue de l' equation (2. 1) est

(2. 1)

(2. 2)

oft Fest une lonction continue de l'argument mis en evidence.

Demonstration. - Si 1'0n pose

(2. 3)
c'est-a-dire

avec
g (Xl) = tI> g (X2) = t2, g (X3) = t3'

1'6quation (2. 1) recoit la forme

h (tl + t2, t3) + h (t2 + t3' tl) + h (t3 + tI> t2) = O.

Mettant a profit Ie th60reme 1, de la derniere equation on d6duit Ie
theoreme 2.
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Remarque. - Designons par E l'intervalle de definition de la fonction
g (x) et par E' l'ensemble de tous les elements x ayant la forme

x = g-l (g (Xl) -+g (X2» (Xl' X2 E E).

La solution (2. 2) de l'equation (2. 1) est definie sur Ie carre M x M
(fini ou non) OU M designe l'intervalle EnE'.

Si la fonction g (x) a des discontinuites (de premiere espece), Ie theoreme
en once peut s'appliquer it chaque intervalle ou elle est continue.

A la fin de cet article nous indiquerons quelques cas particuliers de
I'equation (2. 1).

3. Equation f (Xl X2, xa) +/ (x2 Xa, Xl) + / (Xa Xl' X2) = o.

Considerons I'equation [onctionnelle cyclique

(3. 1) f(Xl X2, xa) +f(X2 xa, Xl) +f(xa Xl' X2)= 0,

OUf(x, y) designe une fonction reelle des variables reelles X et y.
Theoreme 3. - La solution genera Ie de ['equation (3. 1), continue dans

tout Ie plan Ox y, sauf pour X = Y = 0, est donnee par les formules

(3. 2) f(x, y) =
X

Fl (xy) log -
y2

-x
F2 (xy) log-

y2

-x
Fl (xy) log-

y2

X
F2(xy) Iog-

y2

= - 2 k - c log IX I
k + c log Iy I

(x>O, y>O)

(x<O, y>O)

(x<O, y<O)

(x>O, y<O)

(x#O, y = 0)

(x~ 0, y#O),

ou k et c representent deux constantes arbitraires et Fl (x) et F2 (x) deux Jonc-
tions arbitraires, de/inies et continues pour x> 0 et x < 0 respectivement et telles
que la fonction f(x, y) soil continue sur les axes Ox et Oy.

Demonstration. - a) Si dans Ie theoreme 2, l'on fait g (x) = log x (x>O),
on a g-l (x) = eX et on en tire que l'equation (3. 1), dans Ie premier quadrant
du plan Oxy, a la solution generale continue suivante:

(3. 3)
x

/(x, y) = Fl (xy) log- y2
(x,y>O),

Fl (x) etant une fonction continue arbitraire definie pour x> O.
b) Si l'on remplace Xl' X2' xa par -Xl' -x2, -xa, I'equation (3. 1)

devient
(3. 4)
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Au moyen de la notation f(x, -y)""'q;>(x,y) l'equation precedente prend
la forme
(3. 5) q;>(Xl x2, X3) + q;>(X2

X3' Xl) + q;>(X3
Xl' X2) = o.

En utilisant Ie resultat a), on trouve que dans Ie premier
plan Oxy, la solution generale continue de I'equation (3. 5) est

quadrant du

- xf(x, - y) = q;>(x, y) = F2 (xy) log-
y2

(X, y>O)

ou bien
- xf(x, y) = F2 (-xy) log-;;y

(X> 0, y<O)

c'est-a-dire, en posant F2 (x) ~ F2 ( - x)

(3. 6)
X

f(x,y)= F2 (xy) log-
y2

(X> 0),

(x>O, y<O).

c) Posons -x3 au lieu de X3 dans I'equation (3. 1). II vient alors

(3. 7)

Bornons-nous au cas Xl' x2, X3>0 et po sons

On a alors

(3. 8) f(eY'+y" -eY') + f( -eY'+Y', eY') +f( - eY'+Y', eY') = O.

Apres la substitition

(3. 9) f(x, y) = - <jI(log x, log (- y))

q;>(log ( - x), log y)

(x>O, y <0)

(x<O, y>O)
ou bien

f(et., -et')=-<jI(t}ot2)' f(-et',et')=q;>(tI,t2)'

l'equation (3. 8) devient

(3. 10)

Si l'on y fait Ie changement des variables a I'aide des formules suivantes

c' est-a-dire

iI vient alors

(
2 t<jI--x
3 '
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Si 1'0n pose

1 ) (21 1 )3+X =:a(/,x), ~ 3-x, 3+x =o.(/,x),

ou bien

(3.11) t:p(/1,(2)=0a (/1+12' 2\-~), ~(lbI2)==.(11+12'

on obtient l'equation
(3. 12) . (t, x) = a (I, y) + a (I, -x- y).

En y faisant yc~ -x on a

(3. 13) . (I, x) = a (I, -x) -+a (1,0).

Des relations (3. 12) et (3. 13) il suit

(3. 14) a(l, -x)+a(l, O)=a(l,y)+a(l, -x-y).

Pour x = 0 la derniere relation devient

(3. 15) a(t, -y)=2a(l, O)-a(t,y).

En appIiquant la formule (3. 15), l'equation (3. 14) s'ecrit sous la forme

(3. 16) a (I, x + y) = a (I, x) + a (I, y) - a (1,0).

En introduisant la fonction

(3. 17)
il vient alors

p (t, x) ==a (I, x) - a (1,0),

P (I, x + y) = p (I, x) + p (I, y).

La solution generale continue de cette equation est

(3. 18) p (t, x)=xc,) (I),

ou c,)(I) est une fonction continue et arbitraire.

Des equations (3. 16) et (3. 13) il suit maintenant

a (t, x) = Xc,)(t) + A(I),

T (I, x) = 2A (f)-xc,) (I),
(3. 19)

(3. 20)

A(I) etant aussi une fonction continue arbitraire.
En utilisant les formules (3. 11), on trouve

t:p(11' (2) =
2 12- 11 c,)(11 + t2) + A (11 + (2)'

3

~ (fl' (2) = 2 A (tl + (2) -
2

\-
11c,)(II + (2)'
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La relation (3. 9) donne

1 x
f(x,y)= -- (0 (log (-xy» log --2 ).,(log (-xy»

3 y2

1 -x
= --

(0 (log (-xy» log ~ + A(log (-xy»
3 y2

(x>O, y< 0)

(x<O, y>O),

ou bien

(3. 21) xf(x, y) = GI (xy) log - - 2 G2 (xy)y2 (x>O, y<O)

avec

-x
= GI (xy) log ~ + G2 (xy) (x<O, y>O),

y2

~ (0 (log (-x» = - GI (x) et A (log (-x» = G2 (x).
3

En comparant les solutions (3. 6) et (3. 21), on trouve

GI (x) = F2 (x), G2 (x) = 0
et par consequent

(3. 22) -xf(x, y) ~ F2 (xy) log ~y2
(x<O, y>O).

d) Si dans l'equation (3. 1), on remplace Xl et X2 par - Xl et - x2, il vient

(3. 23) f(XI x2, X3) + f( -X2 x3, -Xl) + f( -Xg Xl' -X2) = O.

Si l'on introduit la notation

(3. 24)
on obtient I'equation

h (Xl x2, -X3) + h (-X2 X3, Xl) + h (-X3 Xl' X2)= 0

laquelle est precisement celie du type (3. 7). Par suite, sa solution est

f(x,y)=h(x, -y)

x
h (x, y) = G3 (xy) log - - 2 G4 (xy) (x> 0, y<O)

y2

-x
= G3 (xy) log ~ + G4 (xy) (x<O, y>O).

y2

Vu (3. 24), on a

(3.25) f(x,y)=G3(-xy) log~-2G4(-xy) (x>O,y>O)
y2

-x
= G3 (-xy) log ~ + G4 (-xy) (x<O, y<O).y2

En confrontant les relations (3. 3) et (3. 25), on trouve

G3(-X)BFdx), G4(x)=0.

A l'aide de ce resultat, on a
-xf(x, y) = FI (xy) log ~ (x<O, y< 0).y2(3. 26)
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e) Dans ce qui precedenous av'ons trouve la forme de la fonction
f(x, y) dans l'interieur des quatre quadrants du plan Oxy. II reste encore it
trouver sa forme sur les axes. Dans ce but, dans (3. I), posons Xs= O. II vient

(3. 27) f(XI X2, 0) + f(O, Xl) + f(O, X2) = O.
Avec la notation

f(x,O)= -IX (x), f(O,x)=~(x)

l'equation (3. 27) prend la forme suivante:

(3. 28)

Si l'on y pose X2= I, on trouve

(3. 29) IX(Xl) = ~(Xl)+ ~(I).
En utilisant (3. 29), l'equation (3. 28) devient

~ (Xl X2)= ~ (Xl) + ~ (X2)-~ (I).
Avec la notation

(3. 30)
on a

y (x) = ~ (x)-~ (I)

Y (Xl x2) = Y (Xl) + Y (X2)'

La solution generale, de cette equation continue partout sauf pour
X = 0, est*

De (3. 30)

Y(x) = c log Ix! (c= const).

et (3. 29) on deduit it present

~ (x) = k + c log IX I (k = const)

IX (x) = 2 k + c log Ix I
ou bien
(3.31) f(x,O)= -2k-cloglxl, f(O,x)=k+cloglxl.

Des relations (3. 3), (3. 6), (3. 22), (3. 26) et (3. 31) il suit que Ie the-
oreme 3 est bien vrai.

La solution (3. 2) est continue dans tout Ie plan dans Ie cas oil k = 0
et c = o.

4. Cas particuliers de l'equation

a) Si g (x) = g-l (x) = II x (x>O), on a l'equation suivante

---- . J. A c z e I. Vorlesungen iiber Funkfionalgleichungen und ihre Anwendungen, Basel 1961,
p. 47-48.
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dont la solution generale continue est

b) Pour g (x) = g-l (x) = VI-X2 (0 ~x~ I), on a l'equation fonctionnelle

f{~I-(VI-x~+VI-XD2, X3} +f{ ~I- (V~+vR)2, Xl}

+f{ ~l-(Vl-x~+ vl-xD2, X2}=0

dont la solution generale continue est

Avec la notation

on a l'equation fonctionnelle

cp(VI-x~ +-Vl-x~, X3)+CP (VI-x~+VI-x~, Xl)

+cp(VI-x~+VI-x~, X2)=0

a solution generale continue suivante:

Enfin, si l'on pose sin Xl> sin X2' sin X3 au lieu de Xl' X2, X3' on obtient
l'equation fonctionnelle

cP(cos Xl + cos X2, sin X3) + cp(cos X2 + cos X3, sin Xl)

+ cp(cos X3 + COSXl' sin X2) = 0

dont la solution generale continue est

MM. D. S. Mitrinovic et J. Aczel ont bien voulu lire une premiere
redaction de cet article. Leurs observations ont contribue a ameliorer Ie texte
en quelques endroits.

Les demonstrations indiquees dans c) et d) peuvent etre raccourCles,
comme l'avait observe M. J. Aczel.


