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1. Dans le Numéro 5 de ces Publications D. S. Mitrinovié 6] a
déterminé les solutions continues et dérivables de I’équation fonctionnelle

(M Jx)+g=hx)k(y)

(cf. aussi [4]). Depuis, l'auteur de la présente note a déterminé toutes les
solutions de (1) sans supposer aucune condition de régularité sur les fonctions
f, g h, k figurant dans (1) ([7] et [9]).

O. E. Gheorghiu a examiné dans le Numéro 37 de ces Publications
[8] deux équations de la forme

2 FX)+eN=h@) k() +px)q(»)
du méme point du vue.

Dans cette note-ci nous donnons la solution générale de 1’équation
fonctionnelle

3) 2 fe() 8 ()0

contenant aussi (1) et (2) comme cas particuliers. Cette équation était déja
considérée par O. Suto [2] sous conditions de différentiabilité, mais nous ne
poserons aucune condition de régularité sur les fonctions f,, g, (k=1,2,...,n)
figurant dans (3) (¢f. aussi [10]). On peut méme considérer f; et g, comme
définies sur des ensembles quelconques et ayant des valeurs dans un corps algé-
brique quelconque.

Nous finirons en indiquant encore une application.
2. Commengons par le cas le plus simple n=2 de (3), & savoir

)] S1(x) g1 (9) +f2(x) 82(»)=0

(c’est cette équation qu’on résout souvent dans la théorie d’équations diffé-
rentielles de la physique mathématique par la ,,méthode de séparation de
variables*‘, ¢f. [10]).
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Si g,(¥)=0, alors ou f; (x)=0 et g, (y) est arbitraire, ou bien g, (y)=0
et alors f] (x) est arbitraire.

Si d’autre part g, (¥)#0, il existe alors un y=y, dans I’ensemble con-
sideré tel que g, (y,)#0. Substituons ce y, pour y dans (4) et divisons par

g5 (¥,), 1l vient
fe= =8 f - (€= const)
g2 (¥o)
En résubstituant cela en (4), nous obtenons

f1(x)[g1(»)+ Cgy (1)]=0,
donc ou f; (x)=0, ce qui entraine la relation f, (x)=0, ou g; (»)+ Cg, ()=0,
c’est-a-dire g, ()= —Cg, ().
Ainsi la totalité des solutions de (4) est donnée par le tableau suivant:

| 1 n m 1w

Al A 0O £ 0

) L o CA O
£1 0 g6-Cg &

g 0 0 g g

(La ,,méthode de séparation de variables‘* mentionné ci-dessus n’en donne
que la colonne III).

3. On peut réduire toute équation de la forme (3) succésivement @ une
équation de la forme (4). Pour prouver cela, il suffit de montrer comment on
peut réduire

6) S fi () 26 () =0
k=1

a une équation de la forme (3).
Si g,+1(»)=0, alors (6) est déja de la forme (3), et f,;, est arbitraire.

Si g,.1(»)#0, il existe alors un y=y, tel que g, (yy)#0. Nous sub-
stituons cette valeur au licu de y dans (6) et divisons par g,.; (¥y):

) fr = =3 B py S ot
k=1 &ni1 (Vo) k=1
(les Ci(k=1, 2, ..., n) étant des constantes) ce qui donne en résubstituant
dans (6)
(3) > S (x) [k () + Ci 8nta (M =0,
k=1
ce qui est déja une équation de la forme (3), c. q. f. d. — Naturellement,

on peut effectuer cette réduction aussi en substituant un élément fixé

Xo  (far1(x)#0),
au lieu de x en (6).
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4. A titre d’exemple résolvons Iéquation (2) (I’équation (1) était en
effet déja résolue dans [7] et ]9] par cette méthode):

(2) S +g(M=hx) k() +p(x)q(y),
Y=Yy,

9 ’ f(x)=ah(x)+bp (x)+c,
résubstitution en (2):

(10) g =h(x)[k(y)—al+px) [qg(»y)—b]l—c,
X =Xy:

(11) g(y)=Alk(y)—a)+Bg(y)—b]—c,

résubstitution en (10):
[ (x)—A] [k (y)—a]l +[p (x)—B][q (y»)—b]=0,
ce qui est déja une équation de la forme (4) avec
1@)=hx)—4, g(N=k)—a Lfi(x)=px)-B8 £)=9()—b

Ainsi en vertu de (5) on a — en prenant aussi (9) et (11) en considération —

L 1 11 . m v
f| afi+bf, bf,+ad  (a+bC)fi+ad  aA+bB+c
+aA+bB+c +bB+c¢ +bB+c
h LHi+d A fi+4 A
(12) P fo+B fo+ B Cfi+B B
g, -c Agi—c  (B-AC)gy—c  Ag,+Bg,-c
k a git+a - Cgy+a gi+a
q b b g +b g.+b

ou dans une forme un peu plus simple (les constantes a, b, ¢ dans II, HI
et IV étant différentes de celles en (12)):

I 11 111 v

f| ah+bp+c bp+c ah+c c
h h a h a
(13) P p P Ch+b b
g -c ak —c¢ bg—c¢ ak + bq—¢
k a k —-Cqg+a k
q b b q q

oit a, b, ¢, C sont des constantes arbitraires, h et p, resp. p et k, resp. h
et g, resp. k et q des fonctions arbitraires, est la solution générale de I'équa-
tion fonctionnelle (2).

En appliquant (13), on peut aussi déterminer les solutions communes
des deux équations

f)+g(MN=h@) k(y)+Kp(x)q (),
s(x)+t (M) =[h(x)—Lp (x)1q (»)+p () k (),
de la forme (2) considérées dans [8].



Sur une classe d’équations fonctionnelles bilinéaires & plusieurs fonctions inconnues 15

5. En appliquant la méthode exposée dans 3, on peut déterminer aussi
explicitement la solution générale de I’équation fonctionnelle

©) S fe )8 (M)=0,
k=1

ce qui généralise aux fonctions quelconques le résultat de O. Suto [2] relatif
aux fonctions dérivables. Nous démontrerons en effet le théoréme suivant:

Théoréme 1. Toutes les solutions de (3) se laissent écrire dans la forme

r n
(14) fi)=3 auFi(x), ge(M= 3 byg(y) (*k=1,2,...,n)
i=1 j=r+1
oii r est un nombre entier entre O et n et Fy, F,, ... , F, d’une part et G, ,,
Gryss ..., G, d’autre part sont des fonctions arbitraires mais linéairement
indépendantes entre elles et ay;, by;(k=1,2, ..., n;i=1,2, ..., r; j=r+1,
r+2, ..., n) sont des constantes arbitraires satisfaisant aux relations
n
(15) g byj=0  ({=1,2, ..., r;j=r+1, r+2, ..., n
k=1
et inversement, toutes les fonctions de la forme (14) sous les conditions (15)
satisfont d (3).

0 n
NB. Z =0, z =0 par définition. — Il n’est pas nécessaire que tous les Fj et G;
1 n+1
figurent effectivement dans (1) car par ex. il peut étre que ax,=0 (k=1,2, ..., n).

Démonstration. Nous procédons par induction. Dans le cas #n=2 nous
écrivons (5) sous la forme

I II-111 v
A ay Fi+ay, Fy an, Fy 0
(16) 12 a5y Fi+ay, Fy ay £ 0
& 0 b,, G, by, Gi+byy Gy
23 0 byy Gy by, Gi+byy Gy
(ay by +ay by =0)

ce qui est juste, car dans I resp. 1V ay;, Fi+a1, Fy, et ay Fy+ayy Fy resp.
by G1+ b1y Gy et by Gy +byy G, sont en général arbitraires, cependant dans
II - IIT ou a,; = 0 et alors by, =0 en vectu de ay; byg = —dy; byy (car a;; =d5,=0
est déja compris en 1V) et similairement b,,=0 entraine a,; =0, ce qui est
la solution II dans (5); ou bien a,;7#0, by, 0 et alors

ot _ —‘b—m*:C et f2=ale1=@anF1:Cf1a 81= by, G2=E byy Gy=—Cg,
an 22 an bae

ce qui est la solution III de (5). D’autre part II et III de (5) sont de la

forme II—III de (16). Le tableau (16) montre que le théoréme & démontrer
est valable pour n=2.
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Nous devons encore montrer que la validité du théoréme pour n entraine
celle pour n+1. Pour cela il faut considérer I’équation (6). Comme nous
avons déja vu en 3, il faut distinguer deux cas:

A) g.+1(»)=0. Alors f,4, est arbitraire et (3) vaut pour fy, fo, ..., fus
g15 82, - - -, &n donc par ’hypothése d’induction

19 fi®-3 aF . sW- 3 byG») *k-12....n.
i=1

J=r+1

La fonction arbitraire f,.,; peut &tre a) linéairement dépendante ou b) liné-
airement indépendante de F,, F,,..., F,. Dans le cas a)

(17) Fos1 =3 dusr, i Fy(®)
i=1

et nous pouvons aussi écrire (en désignant par G,,, une fonction arbitraire
linéairement indépendante de G,.,, G, 3,...,G,)

n+1
(18) 2= byG () (e na=0; k=1,2,....n)

j=r+1

1
(19) 8w+ N=0= 3 buy1,;G;(3) Buty,;=0, j=r+Lr+2,... . nn+l).

j=r+1

(14), (17), (18) et (19) donnent ensemble I'analogue de (14) pour n+1. —
Dans le cas b) nous prenons F,,=f,+, comme nouvelle fonction indépendante
a coté de Fy, F,, ... , F, et nous rénumerons G,;y, Grpg, ... , G, & Gpypg,
Gryg> -+ » Gupq (et pour cela aussi by; 4 by ;1) et alors nous avons

r+1
fk(x)‘_‘zakiFi(x) (ak,r+1:0;k=1, 2, ,n)
i=1

r+1
Sur1 (X)= Z Auiy, i Fi(x)  (@p41,i=0, i=1,2, ..., 1 @y, rs1=1),
=1

n+1

gk(y)= z bijj(y) (k:la 2, ... s n)

j=r+2

n41

gn+1 (1) =0~ Z bpi1,;Gi () (bntr,;=0, j=r+2, ..., n+1).

j=r+2
Aussi ces-ci sont des formules de la forme (14) pour n+ 1.

B) Si g,4+1 () #0, il existe alors au moins un y, tel que g,1; (¥,) #0.
nous avons donc (7) et P’équation (8) de la forme (3). L’hypothése d’induc-
tion donne

(20) A®=3 aF () (=12 ...n
i=1
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et
(21) &N+ Chgnir (¥)= Z by, Gi(y) (k=1,2, ..., n).
j=r41
De (7) et de (20) il suit j+
(22) Juv1 (%) = Z Anyq, i Fi(X).
i=1

Il faut de nouveau distinguer deux cas selon que g,.; e:t a) linéairement
dépendant cu b) linéairement indépendant de G, q, G,.5, ... , G,. Dans le
cas a) (G, étant de nouveau une foncticn arbitraire linéairement indépendante
de Giyys Gryos ..., Gp)

n B |
(23) gn+1(y): z bn+1,jGj(y): Z bn+1,jG]'(y) (bn+1 n+1=0)

j=r+1 j=r+1

subsiste et de (21)
n ni1
(24) &) = > y—Cibuir,)) G;(»)= > by Gi(p)

j=r+1 j=r+1
(b’kj:bkj'_ckbn-}—l,j; j:r+l, r+2,...,n; blk_,,+1:0; k:1, 2,...,”).
(20), (22), (23) et (24) donnent ensemble de nouveau des solutions de la

forme (14) avec (n+1) au lieu de n. — Finalement, dans le cas b) nous
prenons G, =g+, comme nouvelle fonction indépendante a codté de

. . Gr+1’ Gr+27 se oty Gn
et ainsi (21) entraine

n n4-1
g (y)= Z by Gi () — Cr Guyy () = z by; G (»)

j=r+1 j=r+l1

(bk,n+1:"“ck; k=1, 2’ C n))

n+l
gnt1(y) = Z but1,iGi(¥) (butr, ;=0 j=r+1, r+2,...,0; byyy pt1=1).

j=r+l1
Ces formules donnent avec (20) et (22) de nouveau un systéme de solutions
de la forme (14) avec (n+1) au lieu de n.

Ainsi, tous les cas possibles ont été pris en considération et la formule
(14) se trouve démontrée par induction.

Pour démontrer la validité de (15) nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme. Si les fonctions

Fi(x)y (G=1,2,...,7r)
d’une part et
G;(») (=r+l,r+2, ..., n

d’autre part sont linéairement indépendantes entre elles, alors le systéeme de
fonctions a deux variables

{Fi(x)G(»ny G=1,2,...,r; j=r+1,r+2, ..., n

2 Publikacije
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est aussi linéairement indépendant, c’est-d-dire

(25) z Z c; F; (%) G; (»)=0 entraine c;=0
i=1 j=r+1
(=1, 2, ..., r j=r+1, r+2, ..., n).
Démonstration du lemme. Substituons en
z ¢y Fi (%) G; (»)=0
i=1 j=r+l

pour x un élément fixé x,, alors

> 2 < Filx) G;(»)=0,
i=1 j=r+1
c’ect-a-dire

z blGl(y)EO’ ol bj:z CijF,-(xo) (j:r+1, /+2,...,n)
j=r+1 i=1
et 4 cause de l'indépendance linéaire des G;(y) (j=r+1, +2,...,n), il
faut que

bj=0 (j=r+1,r+2, ..., n)
c’est-a-dire

Mais cela doit subsister pour toutes les valeurs x possibles, donc

cii Fi(xg)=0 (j=r+1,r+2, ..., n).
=1

SeF(x)=0 (j=r+1,r+2, ..., n),
i=1
ce qui entraine a4 cause de l'indépendance linéaire des F;(x) (i=1, 2,...,r)
Cif:() (1215 2,...,7‘; j:r+1, r+2,...,n),

c. q. f. d
Fin de la démonstration du théoréme 1. En substituant (14) en (3), on

arrive a
> > > akiby; Fi(x) G; (1) =0,
k=1 i=1

J=r+1

ce qui en vertu de la relation (25) du lemme ne peut subsister que si
(15) Zak,-bkao (=12 ..., rj=r+1,r+2, ..., 0
k=1

et ainsi la démonstration du théoréme est achevée.
6. Comme application nous voulons traiter encore 1’équation fonctionnelle

(26) S H@e =3 0 e ),
. k=1 k=1
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considérée par L. J. Magnus [1] et T. Popoviciu [5]. L’équation (26) est une
équation de la forme (3), ou

n=2m, fuix(X)=g(X), EmisM=—fiy) k=12, ..., m).
Ainsi (14) donne
27) H0=S auFi(), g®) =3 ki)
i=1 i=1
' 2m 2m
(28) &= 3 biGO) fin= 3 byGiy).
j=r j=r

Puisque, entre les ay;, @'y, by, b’y peuvent se trouver des zéros, (27) et (28)
signifient, que les f; (et de méme les g;) peuvent &tre exprimées avec au
plus r' =min (r, 2m —r) < m fonctions linéairement indépendantes. En ajoutant, si
nécessaire, encore m—r’' fonctions indépendantes avec des coefficients 0-s, on a

29 Ji(x) = Z ay; Fi (x), gp (%)= Z by; Fj (x).
i=1 j=1
En substituant cela en (26) et employant (25) du Lemme de §, on a
(30) Zak,ka de]bk, (ijl, 2, P ( (N j:1, 2, see m)
&= i

et cela donne le

Théoréme 2. Toute solution de !’équation fonctionnelle (26) est de la
forme (29), oit Fy, F,, ... , F, sont des fonctions linéairement indépendantes et
agi, by (L j, k=1,2, ..., m) sont des constantes arbitraires avec la restriction
(30) et reczproquement toutes les fonctions de la forme (29) avec la restriction
(30) satisfont a (26).

Ainsi tous les deux membres de (26) doivent étre de la forme
z z F(X)F(y) C,'j(zz akibkj):cji (i:1,2,...,m;j:1,2,...,m).
i=1 j=1 k=1

Si, en particulier, dans (26) p. ex. fi, f3, -.. , fn Sont des fonctions
linéairement indépendantes, alors il doit étre

g (=S by f; (%)
j=1

et de (30) (étant dans ce cas akifgki:{l si l:k)

0 st i#k
bij:bji (i;1,2,...,m;j:1,2,...,m).

Ceci est en accord avec [1] et [5].
Pour des autres applications, voir encore O. Suto [2] et [3].
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