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Hypothése H,. — Soit E un ensemble muni de deux opérations v, avec
Ev E=E, et o (opération interne), et possédant un élément e tel que, pour
chaque x & E, on ait:
Xve=eyx=e,

X0€=€e0Xx =X,

Exemple. Cette hypothese est vérifiée dans I’ensemble des nombres réels
muni des opérations: multiplication ordinaire (= v) et addition ordinaire (= 0).
Le role de e joue ici le nombre 0.

Hypothése H,. — 1l existe, pour I'opération v, 1’élément neutre e’ (3 e).
Hypothése H,. — Soit f une fonction dépendant des variables

Xy Xg, ... EE

et supposons que les valeurs de cette fonction appartiennent & un groupe
abélien additif M dans lequel I’équation n X=A4 (X, A € M) a la solution uni-
que X =A/n (n nombre naturel).

Théoréme 1. — Si, outre 'hypothése H,, I'opération v est commutative,
Péquation fonctionnelle

(1. 1) S (X1 0 Xg, X3) —f (X1 v Xy, X3)—f (X1 O X, X3 v Xg)
+f (X2 0 X3, X3) —f (Xav X3, Xg) —f (X3 O X3, Xq v Xy)
+ (x5 0 xy, X)) —F (X3 v Xg, X)) —f (X3 0 Xy, Xy v X5)

+f (x40 %9, X)—f (xgv Xy, Xo) —f (X0 X1, Xy v X3) =0,
* Cet article est succintement résumé dans une notre Note parue dans les Compies

rendus de I'’Académie des sciences de Paris, t. 252, 1961, sous le titre suivant: Sur quelques
équations fonctionnelles.
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ot la fonction f remplit I'hypothése Hy, avec n=2 et A=0, admet comme solu-
tion générale la fonction

(1.2) S (1, ) =F (t)—F (ty),
F étant une fonction arbitraire.

Démonstration. — Si dans 1’équation (1. 1) on met x;=x,=e, on obtient
(1. 3)  f(ep, x2) =f (x1v xg, @ +F (€, X1 v X5) +f (X1, &) +S (&, X5) + f (e, €).

Dans le cas oll x,=x,=e¢, I’équation (1. 1) devient

S Grixg) +f (%5, X)) =f (&, X))+ (X1, €) + (e, x3) +f (x5, €) + 2 f (e, e).

La derniére relation étant valable pour tous les x;, x; < E, on a également

(1. 4)  f(xy, x5) +f (X2, X)) =S (& x1) +f(x1, € +f (e, x3) + [ (X3, €) + 2 f (e, €).
Si dans (1. 3) on permute x; et x,, on obtient
(1. 5) S (xas x)=f(xavx1, € +f (e, xgvxy)+f(xg, € +f (€, x1) +f (e, €).
Puisque ’opération v est supposée commutative, on a
(1. 6) S0, X9) +S (X9, X)) =2 f(x1v X5, €) + 2 f (€, X1 v X3)
+f(x1, € +f (e, x1) +f (X3, €) +f (e, x3) +2f (e, e).
En comparant les égalités (1. 4) et (1. 6), on trouve
a7 S(x vy, €)+f(e, x,vx,)=0.
Ftant donné que I’hypothése Ev E = E entraine, pour chaque x € E,
X=X1vXy (X1, X € E),
Pégalité (1. 7) devient
(1.8 f(x, e)+f(e, x)=0.
Vu Pégalité (1. 7), la formule (1. 3) prend la forme simple
1.9) S (xy, x5) =1 (%1, €) +5 (e, x5) +f (e, €)
ou bien, d’aprés (1. 8),
(1. 10) S (xy, xo)=f(x1, €)—f(x3, €) +f (e, €).
En posant x=e, I’égalité (1. 8) se raméne a
2f(e,e)=0= f(e,e)=0 (d’aprés I'hypothése Hj).
Par suite, toute solution de I’équation (1) a la forme
S (xy, x9)=f (%1, &) —f (%55 ©).

Inversement, on vérifie sans difficulté que toute fonction ayant la
forme (1. 2) satisfait & I’équation (1. 1).
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Donc, la fonction (1. 2) est la solution générale de (1. 1), ce qu’il fal-
lait démontrer.

Théoréme 2. — Supposant les hypothéses H, et H,, avec n=2 et
A=0, vérifiées et opération v associative, la solution générale de I'équation
Sfonctionnelle (1. 1) est déterminée par (1. 2).

Démonstration. — Les égalités (1. 3), (1. 4), (1. 5) sont ici aussi en
vigueur. A partir des (1. 3) et (1. 5) il vient

S (xp X)) +f (X0 X1) =f (X1 v X3, €) +f (€, Xy v X5)
+f (X2 v X1, €) +f (€, Xy v Xy) +f (x4, €)
+f (e, 1) +f (x5, &) +f (e, x3) +2 f (e, e).
En confrontant la derniére égalité avec (1. 4), on trouve

2.1 Sxyvxg, €)+f(e, xpv X))+ f(xyv Xy, )+ f(e, xav Xx,)=0.

Si 'on pose
f(x’ e) +f(e’ x) =g (x)7
I’égalité (2. 1) devient

2.2 8 (X vxy)=—g(xavXp).

Eu égard a (2. 2) et mettant a profit P'associativité de I'opération v et
la condition Ev E=E, on trouve

(=g (x1vt) =g (xyvxavXy)

g{(xy v xg) v Xz} = —g {x3v (% v xp)}

i

= —g{(x3vx) v X} = g {xv(x3vx)}
= g{(xvxg)vxy}= —g {x;v(xv Xy}
=—g (1),

ce qui entraine g () =0.
Or, nous avons prouvé que
gx)=f(x,e)+f(e, x)=0,

c’est-a-dire la validité de I’égalité (1. 8). Ceci étant, la preuve du théoréme 2
s’achéve de méme que celle du théoréme précédent. )

Théoréme 3. — Le théoréeme 1 reste en vigueur si I'on y remplace la
commutativité de I'opération v par I'hypothése H,.

Démonstration. — Pour prouver ce théoréme. on commence par poser
x, =€ dans (2. 2). Alors, il vient

g(x)=f(x,e)+f(e; x)=0

et la preuve s’achéve alors sans difficulté.
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Théoreéme 4*. — Dans les hypothéses H, et Hy, avec A=0, I’équation
Jfonctionnelle suivante
4. 1) f(x10x, x3) —f(x1vXp, Xg) =S (X1 0 Xp, Xgv Xy)

+f (%20 x5, x) ~f (%3 v X3, Xy) —Jf (3 © X3, X4 v x5)

S (Xn_90 Xn_15 Xn) —f (Xn_aVXn_15 Xp) —f (Xp_3 O Xp_1, Xn v Xy)

Ff (Xn_10Xps X)) —f(Xn_1vXn, X)) —f(Xn_1 O X, Xq v Xp)

+f (X, 0 Xy, X5) —J (Xp v xq, Xp) —f (X, 0%y, XpvXg)=0 (n>5)
ou, sous la forme abrégée,

n
Z {f (X0 Xigy, Xiga) =F (Xiv Xig1s Xig) —f (X O Xy, Xipav Xigg) =0
i=1

(Xitn=x; et n2=35),
admet comme solution générale la fonction
(4.2) S (11, 1) = F(t)—F (1),
ot F(t) est une fonction arbitraire.
Démonstration. — Si 'on pose

x,=e (k=1,2, ..., n),
I’équation (4. 1) prend la forme que voici
nf(e,e,e)=0= f(e,e,e)=0 (selon I’hypothése H,).
Pour x,=e (k=3,4, ..., n) 'équation (4. 1) devient
4. 3) F(xys x9)=f (1 v Xa, €) +f (&, Xy v X3) +1 (X1, &) +1 (e, x,).
L’équation (4. 1), si 'on y pose
x=e (k=2et k=4,5, ..., n),

S (x1, x3) =1 (x1, € +1 (e, x3),

se raméne a

ou bien

4.4 ' S (x5 x9) =f (%1, €) +f (e, Xy)-

* L’équation (4. 1) englobe comme cas particulier I’équation (1. 1) correspondant a
n=4, Toutefois, dans la résolution de I'équation (1. 1) il est apparu nécessaire de supposer
soit la commutativité de P'opération Vv, soit P'associativité de méme opération, soit I’existence
de I'élément neutre pour l'opération v, ce que la démonstration du théoréme 4, ou n >S5,
n’exige pas.

1l serait intéressant d’examiner si cette hypothése complémentaire est nécessaire et de
trouver un exemple dans lequel I'opération v ne jouirait pas d’une des propriétés indiquées
plus haut et conséquemment J'équation (1. 1) aurait des solutions autres que celles (1. 2).
Cette fois, nous laissons en suspens le probléme ainsi mis au point.
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Des égalités (4. 3) et (4. 4) on déduit

Sy Xg )+ £ (€ Xy v X5) =0,

ou bien

“4.5) f(x,e)+f(e, x)=0.
Ceci étant, ’égalité (4. 4) se transforme en

4. 6) S (x15 x9) = (x1, @) —f (xg, ),

ce qui peut aussi s’écrire sous la forme (4. 2).

Puisque toute solution de I’équation (4. 1) posséde la forme (4. 2), et
inversement, puisque la fonction (4. 2) est vraiment la selution de I’équation
(4. 1), il s’ensuit que la fonction (4. 2) est la solution générale de (4. 1).

Théoreéme 5. — Supposons qu'un ensemble E soit muni de n opérations
internes
O15 Ogy «vv 5 Op

pour lesquelles subsiste I'élément neutre commun e. Relativement & la fonction f
on suppose vérifice I'hypothése H,, ou il faut remplacer n par 2 n.

Ceci étant admis, I'équation fonctionnelle

n 2n
5.1 Z Zf(xi Ok Xi41> Xits Ok+1Xitgs -+ » Xitan—2 Oktn—1 Xitan—1) =0
k=1 i=1

(X2 n+k=Xr; Optr=O0p)
admet comme solution générale la fonction suivante
(5 2) f(t15t2’ et tn):F(tl’t2s vt tn—l’ tn)~F([2’t3’ ee s tm tl),

ou F est une fonction quelconque dépendant des arguments mis en évidence.
Démonstration. — L’¢quation (5. 1) pour

xe=e (k=1,3,5 ...,2n=1
prend la forme

2n ﬁlf(x?ﬂ" Xyives o+ 5 Xzitan—2)=0

ou bien, aprés changement des lettres dont dépend la fonction f,
2n Zn:lf(ti’ lixts oo s lign-1) =0 (fipa=1).

Il en résulte, d’aprés ’hypothése Hj,

(5.3) if(fi, Lit1s oo s Lign1)=0  (Liya=1).
fn
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Etant donné que la solution générale de I’équation (5. 3) posséde la
forme suivante [1]

f(tl’tza LI tn):F(tl’t2’ LR | t,,_l,t,,)—F(tz,l3, st tmtl)’

toute solution de (5. 1) est, & la vérité, de la forme (5. 2). D’autre part, la
fonction (5. 2), comme le montre la vérification directe, est la solution de (5. 1).

Par suite, le théoréme 5 est démontré.

Théoréme 6. — Supposant vérifiées les hypothéses H,, H, et H,, avec
n=2, 3, 5, la solution générale de I’équation fonctionnelle

5
(6. 1) > {f (X0 Xiv1s XiwaV Xitg, Xiva) TS (Xiv Xis1s Xisgs Xirg O Xiyy)
i=1

+f (Xis Xi41 0 Xipps XitgV Xipg) } =0 (X54:=X)
est représentée par la fonction
(6. 2) S (s by, 1) =F (1, &y, t3)— F (&, t3,11),
en désignant F(ty, t,, t;) une fonction arbitraire.

Démonstration. — Par substitution directe on vérifie que la fonction
(6. 2) est certes une solution de I’équation (6. 1).

Inversement, en partant de la supposition que la fonction f(1, 1, t3)
est une solution quelconque de I’équation (6. 1), nous allons prouver que sa
forme est précisément celle donnée par (6. 2). .

L’équation (6. 1) pour x;=Xx,=x3=x,=Xx;=e devient
' 15 f(e, e, €)=0,
d’ot, vu Phypothése Hj, il s’ensuit
6. 3) f(e, e e)=0.

Si dans I’équation (6. 1) on pose x;=2X, X,=x3=X4=X;=e et si l'on
se sert de I’égalité (6. 3), on obtient

3{f(x,e,e)+f(e, x,e)+f(e, e, x)}=0.
On en tire
6.4) f(x,ee)+f (e, x,e)+f(e, e x)=0.

L’équation (6. 1), pour x3=x,=x;=e €t compte tenu de I’égalité (6. 4),
prend la forme que voici

6.5) S (x1, Xg, ) +f (e, X1, X5) +f (X2, €, x) = 0.

L’équation (6. 1), si I’on y remplace x; par e et si I’on fait usage de
Pégalité (6. 5), devient

S (xrv xg, X5, %) +f (X3, Xq, X1 v %) + f (X4, Xy v Xg, X3)

+f(Xg v X3, Xg, X1) +f (Xg, X1, Xgv X3) +f (X1, Xg v Xg, Xg) = 0.
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La derniére équation, si I’on y pose x=¢’, prend la forme suivante:

2 {f (x1, X3, Xg) +f (X3, Xg5 X1) +f(x4, Xy, X3) } = 0.
On en tire
(6. 6) S (1, Xg, X3) +f (X3, X3, X1) + f (X3, X1, X) = 0.

Cette égalité est précisément une conséquence de 1’équation (6. 1). Etant
donné que la solution générale de 1’équation (6. 6) est celle donnée par (6. 2)
{voir T'article [1}}, le théoréme 6 se trouve ainsi démontré.

Théoréme 7. — Si les hypothéses H,, H, et H, avec n=2, 3, sont
remplies, la solution générale de I'équation fonctionnelle

6
(7. 1) > {S (X0 Xip1, Xiva v Xias Xirg) +f (X v Xit1, Xita, Xigs O Xiya)
=1

+F (Xis Xi41 0 Xigs Xitav Xip)) } =0 (Xgqi=2x)

est
(7. 2) f(ty, by, 1) = F (8, 1) — F (13, 1),
ot F(ty,t,) est une fonction arbitraire. '

Démonstration. — Si Pon substitue la fonction (7. 2) dans 1’équation
(7. 1), on voit que (7. 2) est, & la vérité, une solution de I’équation en question.

Nous allons montrer que la réciproque est également vraie, c’est-a-dire
que toute solution de I’équation (7. 1) a la forme (7. 2).

Comme précédemment, dans I’équation (7. 1) posons

Xy =Xy = Xg= X4 = X5 = Xg=e.
Il vient alors
18 f(e, e, )=0,

d’oil
7.3 f(e, e, e)=0.

Si dans I’équation (7. 1) on met x;=x et xXp=X3=X;=X;=Xg=¢ et on
utilise (7. 3), on obtient

3{f(x,e;e)+f (e, x,e)+f (e, e, x)} = 0.
On en tire
1. 4 f(x,e,e)+f(e,x,e)+f(e e x)=0.

En posant dans I’équation (7. 1) x;=x,=x;=x;=e et mettant 4 profit
les égalités (7. 3) et (7. 4), on trouve

7.5 f(xy, %5, &) +f(e, X1, X} +f (e, e, x)+f (x5, €, €)=0.

Si, dans I’équation (7. 1), on pose x;=x,=x,=xg=¢€ et on utilise les
égalités (7. 3) et (7. 4), on obtient

S (x1, X3, €) +f(x3, €, X1) + f (e, X1, X3) =0,
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ce qui n’est autre que

(7 6) f(xla x29 e) +f(x2’ €, xl).+f(e9 X1s x2) = 0
Des égalités (7. 5) et (7. 6) on tire
7.7 S (%2, 6, x1)=f (x5, €, €) + 1 (e €, x3).

Pour x;=xg=e ’équation (7. 1) se raméne &

S (%10 %5, X3v Xg, € +1 (X1 v X3, X3, Xg) +f (X1, X5 0 X3, €)
+f (%20 x3, e, €) +f (Xgv X3, X4, €) +f (X2, X3 0 Xy, €)
+f (%30 %, €, Xy) +f(Xgv Xy, €, %) +f(x3, Xy, €)
+/(xy, €, x3) +f(e, e, X1 0x3)  +f(xy, € X1 vX3)
+f (e, X1 v X3, X3) +f(e Xy, x5 0 xg) +f (e, X1, X5 v X3)

+f (X1, Xg v Xg, Xy) +f (e, x5, X530 x,)+f (€, X1 O Xy, Xgvx,)=0.

En faisant usage des égalités (7. 6) et (7. 7), la derniére équation se.
réduit a4 P’équation plus simple suivante:

F(xXyv Xy, X3, X9) + [ (Xy, X v X3, Xg) -+ (X5 v X5, Xy, €)
+f (xg, €, X v X5) +S (€ X1, X v X3) +f (e, X1 v Xa, X3)
+f (x5, X4, €) +f (x4, €, x7) =0.
Si I’on y pose x,=e¢’, on obtient
2 {f (1, X3, xg) +f (x5, X4, €) +f (&, X1, X3) + [ (X4, €, X1) } = 0.
On en tire

(7 8) f(xla Xas X3)= _f(x2’ X35 e) —f(e5 X1, x2) _f(x:«)a €, xl)'

On peut montrer (ce qui ne sera pas utilisé dans la suite) que 1’équation
(7. 1) est une conséquence des égalités (7. 6), (7. 7) et (7. 8). En s’appuyant
sur ces trois égalités, on obtient

S o1y Xg, X3) + [ (X3, X3, X)) +f (X3, X1, X2)
={— f(x2, X3, =S (&, X1, Xa)—f (%3, €, X1)}
+{— S (x5, X1, ) —f (&, X3, x5)—f (X1, €, X5) }
+{— [ (x1, X5, ©—f (e, X3, X1) —f (%2, & X5) }
= —{ f(Xg, X3, €) + [ (&, Xg, X3) + [ (X3, € X3)} + [ (%3, € %) —f (X3, €, Xg)
—{f (x5, x1, &) +f (& X3, X1) +f (X1, &, X3)} +f(x1, &, X3)—f (x3, €, X1)

—{f(x1, x5, ) +f (e, X1, X3) +f (X3, €, X1)} +S (2, €, X1) —f (X1, €, X»)
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=f(x3,e,)+f(e, e, x3)—f(xz,e,e)—f (e, €, X3)
+f(xl’ e, e) +f (e, €, xa) —f(xs, €, -e) _f(e’ e, xl)
+f(x25 e, (.’) +f(e, e, xl) '—'f(xl e, e) _f(e e, x2)
=0.

De la derniére égalité il suit {voir [1]} qu’il existe une fonction G (¢, t,, t3)
pour laquelle est

(7' 9) f(xl’ X2, x3) = G (xls xz, x3) _ G (x2, xa, xl).

L’égalité (7. 8), selon (7.9), conduit a I’équation fonctionneile en G
que voici

(7. 10) G (x3, X9, X3) — G (X3, X3, X3) = — G (X3, X3, €) + G (X3, €, X3)
—~G (e, x;, X3) + G (xy, X3, €)
— G (x3, e, x;) + G (e, x;, x3).
La derniére équation, pour x;=e, prend la forme suivante
G (xy, x5,8)—G(x5.,x)=—G (X3,e,€) +G (e, e, X,)
—G (e, Xy, Xg) + G (X1, X3, €)
—G(2,e,x) +G(e, xp, ),
ou bien
G(xy,e, x)—G (e, x1,X)= G (x5,€,8)—G (e, e, xy)
+G (e, e, x1)—G (e, x; e).
En utillisant la derniére égalité, & la fonction (7. 9) on donne la forme
S (xy, Xg, X3) = {G (%1, X5, €) — G (x4, X3, €) } + G (x5, €, X3) — G (e, Xy, X3)
+ G (e, Xy, X3) — G (x5, €, Xq)
= G (xq, X5, &) — G (xy, x5, &)}~ {G (e, X1, X5) — G (e, X3, X3)}
+{G (x3, €, x3)— G (e, X3, X3)} —{G (x3, &, x;) — G (e, X1, x3)}
= {G(xy, Xp, ) — G (x2, X3, &)} —{G (e, X1, X,)— G (e, X3, X3)}
+{G(x3,e,e) —G(e,e,x3) + G(e, e, x3) —G e, xyp,e)}
~{G(x3,e,e) —G(e,e,x3) + G(e,e x;) —G (e, x1,€)}
= {G (x1, X3, ) — G (X3, X3, &)} —{G (e, X3, X3) — G (e, X3, X3)}
+{G (e, x1,e) —G (e, xz2.e)} —{G(e,e,x1) —G (e e, x5)}.
Si ’on pose, enfin,

F (%1, X5) = G (X1, X5, €)— G (e, X1, Xp) + G (e, X3, €)— G (e, €, Xy),
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la fonction s’écrit sous la forme définitive

S (X1, X3, X3) = F (X1, X5) — F (X, X3),
ce qui est, précisément, la forme de la solution (7. 2).
On conclut de 12 que la fonction (7.2) est la solution générale de
I’équation (7. 1).
Les résultats de cet article se rattachent a4 nos travaux antérieurs [2].

Remarque

J. Aczél, M. Ghermanescu et M. Hosszy dans leur article [1] ont consi-
déré I’équation cyclique suivante:

(R 1) f(xl Xgy -+ 5 Xp—15 xp) +f(x2’ X35 <o 5 Xpy xp+1)+ e
+f(xn-p+1~ xn—p+2a cee s Xp—15 xn) +f(xn—p+2’xn—p+3’ ey Xy xl)+ v
+f(xn’ xl, e s xp—Z’ )_Cp—l) = 0 (p<n)

et ont donné un procédé élémentaire pour déterminer sa solution générale
dans I’hypothése H,, avec une légére modification.

On pourrait se demander si "on pourrait déterminer, en partant de
Péquation (R. 1) et de sa solution, les solutions d’autres équations cycliques,
comme le sont, par exemple, les équations cycliques (1. 1), (4. 1), (5. 1).
(6. 1) et (7. 1), résolues dans le présent article. La réponse est négative.

Pour le montrer, prenons, comme exemple, I’équation fonctionnelle sui-
vante:

(R. 2) fG+y, D+f(y+z, x)+f(z+x, y)=0,

ou x, y, z appartiennent a 1’ensemble des nombres réels.
Pour appliquer le résultat indiqué dans V’article [1], posons

(R. 3) fx+y, 2)=g(x, y, 2).

L’équation (R. 2) devient alors
(R. 4) g(x,»,2)+g(y, 2z, x)+g(z x, y)=0.

Cette équation rentre dans le type (R. 1) et sa solution générale est
(R. 5) g(x,y,2)=F(x,y,2)—F(x, y, 2),

ou F(x,y, z) désigne une fonction arbitraire des variables mises en évidence.
Par conséquent, il faut qu’on ait

(R 6) f(x+y’ Z):F(xay’ Z)—F(y’ Z, x)-

Cette équation est également une équation fonctionnelle (& deux fonctions
inconnues f et F). La résolution de cette équation n’est pas moins difficile
que celle de I’équation (R. 2), bien au contraire.
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En passant, notons que la solution générale continue de [’équation
(R. 2) est [3]
(R.7) S, Vy=@—2v) Gu+v),

oll G (1) représente une fonction continue quelconque.

Or, la solution (R.7) ne peut étre obtenue au moyen de la méthode
développée dans I’article [1], ce qui signifie que I’équation (R. 1) est une
équation cyclique particuliére. A propos de cette observation il faut voir aussi
la note due & Mitrinovi¢ et Dokovié [2] et la monographie [4], p. 156—157.

M. J. Aczél a bien voulu lire le manuscript d’'une partie de cet article
(les théorémes 1, 4, 5) et il nous a fait quelques observations utiles. Nous
avons eu également un échange de correspondance avec MM. M. Hosszi et
J. Aczél au sujet des articles [2].

/

Ajouté d la correction des épreuves

M. J. Aczél, qui a bien voulu lire une épreuve de cet article, a remar-
qué qu'on peut simplifier la démonstration du théoréme 7 de la maniére
suivante. Au lieu de la relation

S (X1, X5 X3) +f (X, X3, X1) + f (X3, X1, X3) =0,

qui se trouve 4 la fin de la page 8 de cet article, on peut, par une voie tout
a fait analogue, démontrer la relation

5
Z S (xis Xigq, Xiy0)=0 (Xiy5=x7),

i=1

de laquelle il suit (voir [1}) immédiatement (7. 2).
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