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Hypothese HI, - Soit E un ensemble muni de deux operations v, avec
E v E=E, et 0 (operation interne), et possedant un element e tel que, pour
chaque x E E, on ait:

xve=evx=e,

xoe= eox= x.

Exemple. Cette hypothese est verifiee dans l'ensemble des nombres reels
muni des operations: multiplication ordinaire (= v) et addition ordinaire ( = 0).
Le role de e joue ici Ie nombre O.

Hypothese H2. - II existe, pour l'operation v, l'element neutre e' (-=I=-e).

Hypothese H3' - Soit / une fonction dependant des variables

et supposons que les valeurs de cette fonction appartiennent a un groupe
abelien additif M dans lequel l'equation n X = A (X, A E M) a la solution uni-
que X = A/n (n nombre naturel).

Theoreme 1. - Si, outre ['hypothese H1, ['operation \ est commutative,
I' equation foncfionnelle

(1. 1) f(Xl 0 X2' x3)-f(Xl V X2' X3)-/(X1 0 X2, X3 v X4)

+f(X2 0 X3' x4)-f(X2 VX3, X4) - f(X2 0 X3, X4 v Xl)

+f(X3 0
X4' Xl) - f(X3 v X4, XI) - f(X3 0 X4' Xl v X2)

+f(X4 0 Xl' x2)-f(X4 VXI, x2)-f(X4 0 Xl' X2 VX3) = 0,

. Cet article est succintement resume dans une notre Note parue dans les Comptes
rendus de I'Academie des sciences de Paris, t. 252, 1961, sous Ie titre suivant: Sur quelques
equations fonctionnelles.
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ou la fonetion f remplit I'hypothese Ha, avee n = 2 et A = 0, admet eomme solu-
tion genera Ie la lonetion

(1. 2)

F etant une fonetion arbitraire.

Demonstration. - Si dans I'equation (1. 1) on met xa = X4= e, on obtient

(1. 3)

Dans Ie cas ou X2= X4= e, I'equation (1. 1) devient

La derniere relation etant valable pour tous les Xl' XaE E, on a egalement

(1. 4)

Si dans (1. 3) on permute Xl et X2' on obtient

(1. 5)

Puis que I'operation vest supposee commutative, on a

(1. 7)

f(XI' X2)+f(X2' Xl) = 2f(XI v X2' e) + 2f(e, Xl v X2)

+f(XI' e) + f(e, Xl) + f(X2' e) + f(e, X2)+ 2f(e, e).

En comparant les egalites (1. 4) et (1. 6), on trouve

f(XI v X2' e) + f(e, Xl v X2)= O.

Etant donne que I'hypothese EvE = E entraine, pour chaque x E E,

(1. 6)

I'egalite (1. 7) devient
(1. 8) f(x, e)+f(e, x)=O.

Vu l'egalite (I. 7), la formule (I. 3) prend la forme simple

(I. 9) f{xv x2)=f(Xl' e)+f(e, x2)+f(e, e)

ou bien, d'apres (I. 8),

(1. 10) f(Xl' x2)=f{xv e)-f{x2' e)+f(e, e).

En posant X = e, l'egalite (I. 8) se ramene a

2f{e,e)=0=>f(e,e)=0 (d'apres l'hypothese Ha).

Par suite, toute solution de I'equation (I) a la forme

f(Xl' x2)=f(XI' e)-f{x2' e).

Inversement, on verifie sans difficulte que toute fonction ayant la
forme (1. 2) satisfait a l'equation (I. 1).
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Donc, la fonction (I. 2) est ]a solution genera]e de (1. 1), ce qu'il fal-
]ait demontrer.

The 0 rem e 2. - Supposant les hypotheses HI et Ha, avec n = 2 et
A = 0, verifiees et I'operation v associative, la solution generale de /'equation
fonctionnelle (1. 1) est determinee par (1. 2).

Demonstration. - Les ega]ites (I. 3), (1. 4), (1. 5) sont ici aussi en
vigueur. A partir des (I. 3) et (1. 5) il vient

f(XI' X2) + f(X2' Xl) = f(XI v X2'
e) + f(e, Xl 'i X2)

+ f(X2 v Xl' e) + f(e, X2 v Xl) + f(XI' e)

En confrontant la derniere ega]ite avec (1. 4), on trouve

(2. 1)

Si I'on pose
f(x, e) + f(e, x) = g (x),

I'egalite (2. 1) devient

(2. 2) g (Xl VX2)= - g (X2v Xl)'

Eu egard a (2. 2) et mettant a profit I'associativite
]a condition EvE = E, on trouve

de ]'operation v et

g (t) = g (Xl \j tl) = g (Xl V X2 v Xa)

g {(Xl VX2) v Xa} = - g {Xa v (Xl v X2)}

= - g {(Xa v Xl) v X2} = g {X2 V(Xa v Xl)}

g {(X2 VXa) v Xl} = - g {Xl V(X2 V Xa)}

= -g (t),

ce qui entraine g (t) = O.
Or, nous avons prouve que

g(x)=f(x, e)+f(e, x)=O,

c'est-a-dire la validite de I'egalite (I. 8). Ceci etant, ]a preuve du. th60reme 2
s'acheve de meme que celle du theoreme precedent.

The 0 rem e 3. - Le theoreme 1 reste en vigueur si l'on y remplace la
commutativite de l'operation v par l'hypothese H2'

Demonstration. - Pour prouver ce theoreme. on commence par poser
X2 = e' dans (2. 2). Alors, il vient

g (x) =f(x, e) + f(e, x) = 0

et la preuve s'achi::ve alors sans difficulte.
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The 0 rem e 4*. - Dans les hypotheses HI et Hs, avec A = 0, l'equation
fonctionnelle suivante

(4. 1) f(XI 0 X2, Xs)

+ f(X2 0 xs, X,.)

-f(XI V X2' Xs)

- f(X2 v xS' X,.)

.
-f(XI 0 X2' XSVX4)

- f(X2 0 xS' X4 v Xs)

+f(Xn-2 0 xn-l' Xn)-f(Xn-2 V Xn-l' Xn)-f(Xn-2 0 xn-l' xn V Xl)

+f(Xn-1 0 Xn, Xl) - f(Xn-1 VXn, Xl) - f(Xn-1 0 Xn, Xl v X2)

+f(xn 0 Xl' X2) -f(xn VXl' X2) -f(xn 0 Xl' X2 VXS)= 0 (n;;?5)
ou, sous la forme abregee,

n

L {f (Xi 0 Xi+!, Xi+2) - f (Xi V Xi+!, XH2) - f (Xi 0 Xi+!, Xi+2 v Xi+S)} = 0
i=1

(Xi+n ==Xi et n;;? 5),

admet comme solution generale la fonction

(4.2)

ou F(t) est une fonction arbitraire.

Demonstration. - Si l' on pose

(k=I,2, ... , n),

l'equation (4. 1) prend la forme que voici

nf(e,e,e)=O=;.f(e,e,e)=O (selon I'hypothese Hs).

Pour xk=e (k= 3,4, ... , n) I'equation (4. I) devient

f(Xl' X2)= f(Xl v X2' e) + f(e, Xl v X2)+ f(Xl' e) + f(e, X2)'

L'equation (4. 1), si I'on y pose

Xk = e (k = 2 et k = 4, 5, ... , n),

(4. 3)

se ramene it

ou bien

(4.4)

* L'equation (4. 1) englobe comme cas particulier l'equation (1. 1) correspondant a
n = 4. Toutefois, dans 1a resolution de l'equation (1. 1) it est apparu necessaire de supposer
soh la commutativite de l'operation v, soh l'associativite de meme operation, ~oit l'existence
de I'element neutre pour l'operation v, ce que la demonstration du theoreme 4, oil n;;? 5,
n'exige pas.

11 serait interessant d'examiner si cette hypothese complementaire est necessaire et de
trouver un exemple dans l~quel l'operation v ne jouirait pas d'une des proprietes indiquees
plus haut et consequemment I'equation (1. 1) aurait des solutions autres que celles (1. 2).
Cette fois, nous laissons en suspens Ie probleme ainsi mis au point.
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Des egalites (4. 3) et (4. 4) on deduit

f(Xl v X2' e) + fee, Xl v X2)= 0,
ou bien

(4. 5) f(x, e) + fee, x) = o.

Ceci etant, l'egalite (4. 4) se transforme en

(4. 6)

ce qui peut aussi s'ecrire sous la forme (4. 2).

Puisque toute solution de l'equation (4. 1) possede la forme (4.2), et
inversement, puisque 1a fonction (4. 2) est vraiment 1a solution de l'equation
(4. 1), il s'ensuit que la fonction (4.2) est la solution generale de (4. 1).

The 0 rem e 5. - Supposons qu'un ensemble E soit muni de n operations
internes

pour lesquelles subsiste ['element neutre commun e. Relativement Ii la fonction f
on suppose verifiee ['hypothese Ha, OU if faut remplacer n par 2 n.

Ceci etant admis, ['equation fonctionnelle

(5. 1)
n 2n

2: 2:f(x; Ok X;+l' X;+2 0k+l Xi+a, ... , XH2n-2 0k+n-l X;+2n-l)= 0
k~1 ;~1

admet comme solution generale la fonction suivante

(5. 2)

OU Fest une fonction quelconque dependant des arguments mis en evidence.

Demonstration. - L'equation (5. 1) pour

(k=1, 3, 5, ... , 2n-1)
prend la forme

n

2n2:f(X2;,X2;+2'"'' x2;+2n-2)=0
;~1

ou bien, apres changement des lettres dont depend la fonction f,

n

2n2:f(t;,t;+1' ..., t;+n-l)=O
;~1

11 en resulte, d'apres l'hypothese Ha,

(5. 3)
n

2:
f(t;, tHl,

'"
, tHn-l) = 0

i~1
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Etant donne que la solution generale de I'equation (5. 3) possede la
forme suivante [1]

f(1l' t2, ... , tn)=F(1l' t2' .., , tn-I' tn)-F(t2' la' ." , tn, tl),

toute solution de (5. 1) est, it la verite, de la forme (5. 2). D'autre part, la
fonction (5. 2), comme Ie montre la verification directe, est la solution de (5. I).

Par suite, Ie theoreme 5 est demontre.

The 0 rem e 6. - Supposant verifiees les hypotheses HI' H2 et Ha, avec
n = 2, 3, 5, la solution generale de ['equation fonctionnelle

(6. 1)
5

L {f(Xi 0 XHI' XiH V xi+a, XiH) + f(Xi v Xi+!' Xi+2' Xi+a 0 XiH)
i~1

est representee par la fonction

(6. 2)

en designant F (tl' t2' ta) une fonction arbitraire.

Demonstration. - Par substitution directe on veri fie que Ia fonction
(6. 2) est certes une solution de l'equation (6. 1).

Inversement, en partant de Ia supposition que la fonction f(tl' t2' ta)
est une solution quelconque de l'equation (6. 1), nous allons prouver que sa
forme est pcecisement celle donnee par (6. 2).

L'equation (6. 1) pour Xl = X2= xa = X4= Xs = e devient

15 f(e, e, e)=O,

d'ou, vu I'hypothese Ha, il s'ensuit

(6. 3) f(e, e, e) = O.

Si dans l'equation (6.1) on pose Xl=x,x2=xa=x4=xS=e et si l'on
se sert de l'egalite (6. 3), on obtient

3 {f(x, e, e) + f(e, x, e) + f(e, e, x)} = O.
On en tire

(6.4) f(x, e,e)+f(e, x, e)+f(e, e, x)=O.

L'equation (6. 1), pour xa=x4=xS=e et compte tenu de l'egalite (6.4),
prend Ia forme que voici

(6. 5)

L'equation (6. 1), si l'on y remplace Xs par e et si l'on fait usage de
l'egalite (6. 5), devient

f(Xl v X2, xa, xJ + f(xa, X4' Xl v X2) +f (X4, Xl VX2, Xa)
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La derniere equation, si I'on y pose x = e', prend la forme suivante:

2 {I(x!> X3' X4) + f(X3' X4' Xl) + f(X4, Xl> X3)} = O.

On en tire

f(XI' X2, X3) + f(X2' X3' Xl) + f(X3, Xl> X2) = O.
Cette egalite est precisement une consequence de I'equation (6. 1). Etant

donne que la solution generale de I'equation (6. 6) est celie don nee par (6. 2)
{voir l'article [I]}, Ie theoreme 6 se trouve ainsi demontre.

The 0 rem e 7. - Si les hypotheses HI, H2 et H3, avee n = 2, 3, sont
remplies, la solution generale de l'equation fonetionnelle

6

2:
{f(Xi 0 Xi+!' Xi+2 VXi+3, Xi+4) + f(Xi v Xi+l, Xi+2, Xi+3 0 XiH)

i~1

(6. 6)

(7. I)

est
(7. 2)

oil F (ll> t2) est une fonetion arbitraire.

Demonstration. - Si l'on substitue la fonction (7. 2) dans l'equation
(7. 1), on voit que (7. 2) est, a la verite, une solution de I'equation en question.

Nous allons montrer que la reciproque est egalement vraie, c'est-a-dire
que toute solution de I'equation (7. I) a la forme (7. 2).

Comme precedemment, dans l'equation (7. 1) po sons

II vient alors

d'ou
18f(e, e, e)=O,

fee, e, e)=O.(7. 3)

Si dans I'equation (7. 1) on met XI=X et x2=x3=x4=xS=x6=e et on

utilise (7. 3), on obtient

3 {I(x, e, e) + fee, x, e) + fee, e, x)} = o.
On en tire

(7. 4) f(x, e, e) + fee, x, e) + fee, e, x) = o.
En posant dans I'equation (7. 1) X3 = X4 = Xs = X6 = e et mettant a profit

les egalites (7. 3) et (7. 4), on trouve

(7. 5)

Si, dans l'equation (7. 1), on pose X2 = X4 = Xs = X6 = e et on utilise les
egalites (7. 3) et (7. 4), on obtient

f(XI, X3' e) + f(X3' e, Xl) +f(e, Xl' X3)= 0,
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ce qui n'est autre que

(7. 6) f(XI' X2' e)+f(xz, e, xI)+f(e, Xl' X2)=0.

Des egalites (7. 5) et (7. 6) on tire

f(X2' e, Xl) = f(X2' e, e) + f(e, e, Xl).(7. 7)

Pour Xs= X6= e l'equation (7. I) se ramene it

f(XI 0 X2, xa v X4' e) +f(XI v X2' xa, X4) + f(XI' X2 0 xa, e)

+f(X2 0 xa' e, e)

+f(xa 0 X4' e, Xl)

+f(X4' e, xz)

+f(e, Xl VX2, Xa)

+f(XI,X2VXa,X4) +f(e, Xz, xaoxJ+f(e,xloxz,xaVx4)=0.

En faisant usage des egalites (7. 6) et (7. 7), la derniere equation se
reduit it I'equation plus simple suivante:

f(XI v Xz, xa, X4)+ f(XI, X2v Xa, xJ + f(xz v xa, X4' e)

+f(X4' e, Xl VX2) +f(e, Xl' X2 v xa)+f(e, Xl VX2, Xa)

+f(xa, X4' e)

Si I'on y pose X2 = e', on obtient

=0.

2 {f(XI, xa, X4)+f(xa, X4' e) + f(e, Xl' xa) + f(X4' e, Xl)} = O.

On en tire

(7. 8) f(XI, X2, Xa)= -f(xz, Xa, e)-f(e, Xl' x2)-f(xa' e, Xl).

On peut montrer (ce qui ne sera pas utilise dans la suite) que l'equation
(7. 1) est une consequence des egaIites (7. 6), (7. 7) et (7. 8). En s'appuyant
sur ces trois egalites, on obtient

f(XI' Xz, xa)+f(X2' xa, xI)+f(xa, Xl' X2)

= { - f(xz, Xa, e) - f (e, Xl' Xz) - f(xa, e, Xl)}

+ {- f(xa, Xl' e)-f(e, Xz, Xa)-f(XI' e, X2)}

+ {- f(XI' Xz, e)-f(e, Xa, xI)-f(xz, e, Xa)}

= - U(X2, Xa,e) + f(e, Xz, Xa)+ f(xa, e, xz)} +f(xa, e x2)-f(X2' e, xa)

- {f(Xa, Xl' e) + f(e, Xa, Xl) + f(XI' e, xa)} + f(XI, e, xa)-f(xa, e, Xl)

- {f(XI' Xz, e) + f(e, Xl' Xz) + f(xz, e, Xl)} + /(X2' e, Xl) -f(Xt> e, X2)
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=f(xa, e, e)+f(e, e, x2)-f(X2' e, e)-f(e, e, xa)

+f(XI, e, e) +-f(e, e, xa)-f(xa, e,e)-f(e, e, Xl)

+f(X2' e, e)+f(e, e, xI)-f(XI e, e)-f(e e, X2)

=0.

De la derniere egalite il suit {voir [I]} qu'i! existe une fonction G (t1o (2' (a)
pour laquelle est

(7. 9) f(XI, X2' xa) = G (Xl' X2, Xa)- G (X2, X:j' Xl)'

L'egalite (7. 8), selon (7. 9), conduit a l'equation fonctionnelle en G
que voici

(7. 10) G (x}' X2' xa)- G (X2, Xa, x})= -G (X2, Xa, e)+G (xa, e, X2)

- G (e, Xl' X2) + G (Xl' X2, e)

- G (Xa, e, Xl) + G (e, Xl' Xa)'

La derniere equation, pour Xa= e, prend la forme suivante

G (X1oX2' e)- G (X2' e, Xl) = - G (X2' e, e) + G (e, e, X2)

- G (e, Xl' X2)-t G (Xl' X2, e)

- G (e, e, Xl) + G (e, Xl' e),
au bien

G (X2, e, XI)- G (e, Xl' X2) = G (X2, e, e)- G (e, e, X2)

+-G (e, e, Xl) - G (e, Xl e).

En utjllisant la derniere egalite, a la fonction (7. 9) on donne la forme

f (Xl' X2' xa) = {G (Xl' X2, e) - G (X2' Xa, e)} + G (Xa, e, X2) - G (e, Xl' X2)

+ G (e, Xl' Xa) - G (Xa, e, Xl)

{G (Xl' X2' e)- G (X2' Xa, e)} - {G (e, Xl' X2)-G (e, X2' Xa)}

+ {G (Xa, e, X2)- G (e, X2, Xa)} - {G (Xa, e, Xl) - G (e, Xl' Xa)}

{G (Xl' X2' e)- G (X2' Xa, e)} - {G (e, X10X2)- G (e, X2, Xa)}

-t-{G(xa,e,e) ~G(e,e'Xa) -!- G(e,e'X2) -G(e'X2,e)}

-{G(Xa,e,e) -G(e,e,xa) + G(e,e Xl) -G(e'Xloe)}

{G (Xl' X2, e) - G (X2, Xa, e)} - {G (e, Xl' X2)- G (e, X2, Xa)}

+{G(e'XI,e) -G(e'X2,e)} -{G(e,e'XI) -G(e,e'X2)}'

Si 1'0n pose, enfin,

F(XI' X2)=G(XI' X2' e)-G(e, X10 x2)+G(e, Xl' e)-G(e, e, Xl)'
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la fonction s'ecrit sous la forme definitive

f(XI, X2, x3)=F(XI, x2)-F(X2' X3),

ce qui est, precisement, la forme de la solution (7. 2).
On conclut de lit que la fonction (7. 2) est la solution generale de

l'equation (7. 1).
Les resuItats de cet article se rattachent it nos travaux anterieurs [2].

Remarque

J. Aczel, M. Ghermanescu et M. Hosszu dans leur article [1] ont conSI-
dere I'equation cyclique suivante:

(R. 1)

+f(xn, Xl' .,. , Xp-2, Xp-I) = 0 (p ~ n)

et ont donne un procede elementaire pour determiner sa solution generale
dans l'hypothese H3, avec une legere modification.

On pourrait se demander si I'on pourrait determiner, en partant de
l'equation (R. 1) et de sa solution, les solutions d'autres equations cycliques,
comme Ie sont, par exemple, les equations cycliques (1. 1), (4. 1), (5. 1).
(6. 1) et (7. 1), resolues dans Ie present article. La reponse est negative.

Pour Ie montrer, prenons, comme exemple, l'equation fonctionnelle sui-
vante:
(R.2) f(x+y, z)+f(y+z, x)+f(z+x, y)=O,

OU X, y, z appartiennent it l'ensemble des nombres reels.
Pour appliquer Ie resultat indique dans l'article [1], posons

(R. 3) f(x+y, z)==g(x, y, z).

(R.4)

L'equation (R. 2) devient alors

g(x, y, z)+g(y, z, x)+g(z, X, y)=O.

Cette equation rentre dans Ie type (R. 1) et sa solution generale est

(R.5) g (x, y, z) = F(x, y, z)- F(x, y, z),

OU F(x, y, z) designe une fonction arbitraire des variables mIses en evidence.
Par consequent, i1 faut qu'on ait

(R.6) f(x+y, z)=F(x, y, z)-F(y, z, x).

Cette equation est egalement une equation fonctionnelle (it deux fonctions
inconnues f et F). La resolution de cette equation n'est pas moins difficile
que celIe de I'equation (R. 2), bien au contraire.
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En passant, notons que la solution genera]e continue de l'equation
(R. 2) est [3]
(R.7)

ou G (t) represente une fonction continue quelconque.
Or, la solution (R. 7) ne peut etre obtenue au moyen de la methode

developpee dans l'article [1], ce qui signifie que I'equation (R. I) est une
equation cyclique particu]iere. A propos de cette observation il faut voir aussi
la note due a Mitrinovic et Dokovic [2] et la monographie [4], p. 156-157.

M. J. Aczel a bien voulu lire Ie manuscript d'une partie de cet article
(Ies theoremes I, 4, 5) et il nous a fait quelques observations utiles. Nous
avons eu egalement un echange de correspondance avec MM. M. Hosszu et
J. Aczel au sujet des articles [2].

feu, v) = (u-2 v) G (u + v),

Ajoute d la correction des epreuves

M. J. Aczel, qui a bien voulu lire une epreuve de cet article, a remar-
que qu'on peut simplifier la demonstration du theoreme 7 de la maniere
suivante. Au lieu de la relation

qui se trouve a
a fait analogue,

f(XI, x2' xa) + f(X2' xa' Xl) + f(xa, Xl>X2)= 0,

la fin de la page 8 de cet article, on peut, par une voie tout
demontrer la relation

5

2:
f(Xi, Xi+!, Xi+2) = 0

i~1

de laquelle j] suit (voir [1]) immediatement (7. 2).
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