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1. Equations fonctionnelles considérées par S. Kurepa
S. Kurepa [1] a considéré les équations:
(1. 1) S (e + X, Xg) + (X, X5) = f (X, X3) + S (X1, X2 + X3),
(1.2) SOy o+ xg, X5, X4) S (X1, X9, X5 1 Xy)
=1 (g, X3, Xg) +f (X1, Xy + X3, Xg) +f (X1, Xp, X3),

(1. 3) S (xq F Xxq, X3, X4, X5) + (X1, Xy X5 + X4, X5) + f (X5 X, X35 X4)

=S (Xa, X3, X4, X5) +f (X1, Xp + Xg. Xg, X5) +1 (X1, Xg, X3, X4 + X5),

et il a démontré les théorémes suivants:

Théoréme 1.1. — Les fonctions
(1.4) S (X1, X)) = F(x1 + x3) — F (%)) — F (xy),
(1.5) £ (%15 Xo, X3) = F (X1 + X, Xg) + F (X1, Xp) — F (X1, X5 + Xg) — F (X, X3),
(1.6) S (xy, Xg, X3, Xq) = F (X -+ Xg, Xg, X4) + F (X1, X9, X3 + X4)

— F(xg, X3, X4) — F (X1, X 4 X3, Xg) = F (X1, X3, X3)
(F fonction quelconque)
sont les solutions des équations (1, 1), (1, 2), (1, 3), respectivement.

Théoréeme 1.2. — Si f est une fonction dérivable vérifiant 1’équation
(L.1) ou (1.2) ou (1.3), elle a alors la forme correspondante (1.4), (1, 5),
(1.6),- ou F désigne une fonction quelconque des arguments mis en évidence.
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A la vérité, S. Kurepa a donné la solution de I’équation (1.3) sous la
forme que voici:

(1.7) S (g Xg, Xg0 Xg) = {G (Xq + Xg, X3, Xg) + G (X, Xp, Xg + Xy)
— G (X9, X3, Xg) — G (X, X5+ X3, X)) — G (xl, Xgy X3)}
+ {H (xy + Xg, X3) — H (X, X3) — H (x1, X5+ x3)}
+{K (x; + x0) — K (x1) — K (%)} + a1
Cependant, a cette fonction on peut donner la forme (1. 6), car si ’on met
F (X1, Xg, X3) = G (Xq, X9, X3) + H (xq, X3) + K (x1) —a,

on obtient la fonction f(xy, Xy, X5, X,) sous la forme (1.7).

Donc, les fonctions H et K et la constante a, intervenant dans la solution
{1.7), sont superflues.

Il en est de méme avec les solutions de Kurepa des équations (1. 1) et (1.2).

2. Remarque de J. Erdos

Relativement & ’équation (1. 1) Erdés [2] a démontré le résultat suivant:

Théoréme 2. 1. — Toute la fonction continue f vérifiant I’équation fonction-
nelle (1.1) posséde la forme (1.4), mais cette solution n’est pas la solution
générale de I’équation (1. 1).

3. Généralisation des résultats de S. Kurepa

Soit x; & F et que sur FE soit définie une opération interne o, qui est
associative. Pour les fonctions f. on les suppose définies sur E et que leurs
valeurs appartiennent & un groupe abélien additif.

Ceci étant admis, on démontre sans difficulté le théoréme que voici.

Théoréme 3.1. — Les équations fonctionnelles
3.1 S (X0 xg, X3) +f (xq, Xp) = f (X3, X3) +/ (X1, Xp0 X3)u
(3.2) S (x10 Xg, X5, Xg) + [ (Xq, Xg, Xg° Xy)

= f (X, X3, Xg) + [ (X1, X0 X3, Xy) + 1 (X1, X, X5),
3.3 S (xy0 Xy X3, X g, X5) -+ (X715 Xo, X350 Xy, X5) + 1 (X5 X, X3, Xy)
= (Xg, X3, Xg5 X5) +f (X1, Xa0 Xy, Xg, X5) +f (X34 Xy Xy X40 X5).

ont comme solutions les fonctions respectives:
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(3.4) S xp) = F(x10 %) — F (x1) — F(xy),
3.5 S (1, X5 X5) = F (x1° X, Xg) + F(xq, X3) — F (xy, X30 x5) — F (%, X3),
(3.6) S (xp Xy, X3, Xq) = F(X10° Xy, Xg, X4) + F (X1, Xg, X530 X4) — F (X5, X3, X)

— F (X1, x50 X3, Xg) — F (X1, Xo, X3),

ou F sont des fonctions quelconques des arguments mis en évidence.

Si dans les équations (3. 1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) au lieu de o
on pose + (l’addition ordinaire dans I’ensemble des nombres réels), on obtient
les équations de S. Kurepa avec leurs solutions respectives.

La question relative au caractére de généralité de la solution indiquée
dans le théoreme 3.1 reste ouverte.

4. Sur upe classe étendue d’équations fonctionnelles

Soit f(#,t,, ..., 1) une fonction réelle quelconque des variables réelles

tystoy - o s ty—q. L’opérateur linéaire Syt " "™ sera défini par Pégalité
suivante

tiofey o ooy tn—1nt
(4 l) Sn—l . ”f(tla tZa LB ) In—l)

E(_ 1)n~1f(tl>z2’ BRI rn—-l) _,f(tZ’ t3, e [n)
n—1
SN Gl VARt i (P /SN I o PSP TN SEPTS A5 )
k=1

Dans le cas général, 'opérateur défini plus haut, appliqué a une fonction
f (dépendant au plus de n— 1 variables indépendantes) fournit une fonction bien

déterminée de » arguments. Si la notation suivante n’était pas de nature a

. \ . . . . tiytay ovey th—,
conduire a4 une confusion, pour abréger I’écriture au lieu de S,y " ™—v™

on poserait Si" .
Ainsi, par exemple, on a

SE(t+1) = (= 1P (1 +15) — (G 1)+ {( + 0P+ 1) — (410 + {11+ (15 +1).
Théoréme 4.1. — On a
(4.2) Sinprgin -0 (0 zéro-opérateur)
ou, ce qui revient au méme,
(4.3) S S f(ttys « . oy ty—q) =0,

ol f désigne une fonction quelconque.
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Démonstration. — Si I’on applique I’opérateur S,"+' A tous deux membres
de I’égalité (4. 1), on obtient

t 1
Snn+ Sianl.f(tl’ t2’ ) [n—l)
(=18 f by vy al )= ST (el + v oy 1)
n—1
+ 3 (= 1kt SuHE U By by - e v Teb Tigts -+« v b 12 L)
k=1

Mettant a profit la définition de S.*+', la derniére égalité regoit la forme
suivante

4. 4) SIS f bty + - ey iney)
e (= D)=L SIH f (ty fay + e ey byey) = SE ™+ f (g lgy - - o, 1)
n—1
+{Z (_ 1)k+1 [(— l)"f([l, t2’ ceey lk+tk+15 L] tn—-la tn)
k=1

—f(tastsy ooy tirgFthpas o ovs taylng1)]

z 2 ol VAR K (7% AR S SRS S SPRE SPRUR SRy AUy
2451

= =
H

n

+ 2 el D AR A (V0 PN I TR N ) N r,,,znﬂ)}.
v=k+

x
H

Dans la derniére égalité, dans le { }, nous avons omis les termes pour
v=k et v=k+1, car ils se détruisent. Nous allons montrer que les sommes
doubles se détruisent également. En effet, nous avons:

n—1k—t
> > (CN ) Land i (Y78 PP Sy NPT PRy PUNPTUIR SO S
k=

2v=1
n
2

(— DLy i (YO MUY S SPPTRNPIN 75 o 1IN S O |

3v

s x
1\

= e ) LRl N (0 7R N ST /A o PTISTRUIUUUNY S S

V=

n
- — z z (G DLl A (29 SR Py PPN S N (T SR Sy iy
k=1v=k+2

Ceci étant, 1’égalité (1.4) devient
(4.5) St S 1 (ttgs ey Byey)
= (= 1) ST (b by ooy b)) — S f by tyy ..y 1)

n--1
+ > (= DFF(—= D" f(t, by o o stk liqy oo s 1)
k=1

N "M‘ u[\/]'zq

—f gty oty F lgny ooy Ly b))
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Etant donné que
(4.6) Syt oty ) = (= D)t o ) = (s tge o 1)
n—1
+{[Z (— DR (t, ty o bt gy ooy By z,,)]
k=1
1 (tyatyy t,,_l)]: gty 1)

n-1
(=D g gy e ey s ey ),
k=1

(4‘ 7) S:l”%-lf(tm t39 ey tn)z(_ 1)"f(t2, t35 L) tn) _f(t3a t4s ey tn+l)

n
+{f(t3’ t47 R tn—i~]) + Z (— 1)k+1f(t2’ t3’ AR ] tk+ tk+]a LY tn’ tn+l)}
k=2

=(—1yftyty, ..o 1) +ki(— ISLERS A (9 NN Y SISTIRUI Y S|
lexpression (4.5) se réduit &
St S f(tyytay vy by y)=0.
C’est précisément I’égalité (4.3), ce qui démontre le théoréme 4. 1.
Théoréme 4.2. — 1.’équation fonctionnelle
(4. 8) Sy (X1, Xgs o - oy Xy) =0 (n=2,3,4,...)
a comme solutions la fonction

(4 9) f(tl’tzs ey tn) == Srtllll F(tl’ t2’ cees rn~l)a

ou F désigne une fonction quelconque des variables mises en évidence.

Théoréme 4.3. — Dans I’ensemble des fonctions dérivables la solution
(4.9) de I’équation fonctionnelle (4. 8) est la solution générale.

Démonstration. — Le théoréme 4.2 est la conséquence immédiate du
théoréme 4. 1. :

Pour démontrer le théoreme 4.3, mettons I’équation (4. 8) sous la forme

(_ 1)"f(xl’ x29 LR xn) —f(X2, X3y e ey xn+1)
+ Z(— l)kil—lf(xlaxm B Xk+xk+1, vy Xns xn+1) == 0.
k=1

Si l'on dérive par rapport & x,.; la derniére équation et si I’on pose

0 ;
'dfr“f(tl,zz, ey [,,,41, t") “ '7(_ l)ng(ll, [2, . .,tnfl).

itn=0
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on obtient

0
'—'—'f(xh Xoy o v ey xn) = _g(x29 Xgy o v ey xn)
Xn

n—1
(=D g (g, Xa oy XieH Xkt < - s Xnmgs X)-
k=1

On en tire par lintégration

(4‘ 10) f(xla x27 cves xn)E(— l)nilG(x1> x23 LR ] xn*l)—G(x% X3, LRI ] xn)

n—1
+H (xp, Xy, oy Xpmg) + D (= DR G (g, Xgy oy Xk Xigns -5 Xmg, X))
k=1
avec

0
N G(tl’t29 vy In—l)zg(tl’ tza cey rn*l)’
0tn—1

ou la fonction arbitraire dérivable dépendant des xy, x,,...,x,—; est prise
sous la forme

(=) 1G(xp, Xay - - oy Xpoq) FH (X1, Xgy o0y Xpeq).
A Tégalité (4. 10) on peut donner la forme
(4.11) S (X1, Xa ooy X)) =Snt G (X, Xgu + v oy Xpo1) +H (Xg, Xgy - .+, X 1)

Etant donné que, selon la supposition, f présente une solution de I’équa-
tion (4.8) et puisque, vu le théoréme 4.2, la fonction

X
Sat1G (X, Xy o« oy Xpey)
est aussi une solution de la méme équation, P’égalité

Sy H (Xq, Xgy « ooy Xy_q) =0
aura également lieu.
D’aprés (4.6) la derniere équation regoit la forme suivante

n—1

—H (xg, X3, ..., X,) + Z (— D} Y H (X, Xgy oy Xk Xkgidy » - -3 Xne1» Xp) = 0.
=1 .

Cette équation s’écrit sous la forme
4. 12) H (X, Xgp « ooy Xpq)=(— 1)V S H(Xq, Xoy - vy Xp—q)-

En employant la derni¢re formule, on peut donner a la fonction f,
déterminée par (4. 11), la forme que voici:

Ty, Xgy o ooy X)) =Sn1 G (X, Xgy - - o, Xn—q) + (= 1) "L8" H (Xy, Xgy « « vy Xy_y)-

Si I'on y pose
F=G+(—=1)""1H,
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on aura
4.13) S X, Xy ooy Xp) = Sp ) F (X, Xy o 0y Xy q).
Donc, le théoréme 4.3 est démontré.
Sans difficulté, on démontre aussi le résultat suivant:

Théoréme 4.4. — Si les variables xj, x,, ..., x,.; sont les éléments d’un
ensemble, muni d’une opération interne o associative et si les valeurs des fonctions
qu'on y considére appartiennent a un groupe abélien additif, la solution de
I’équation fonctionnelle

(’— l)nf(xl» x2’ ety xn)_f(x2’ X3, RIS xn+1)

n
+ Z(—I)"“f(xl,xz, ey XK Xty s x,,,x,,+1)=0
k=1

admet alors la forme suivante

Sty ot =(— D)"Y F(ttg, ..l — Fta, ty, .., 1,)

n—1
SED N Gl §Annb il (W PYPDURS PLT PRSTNN M
=1

ou F est une fonction arbitraire.

5. Cas particuliers
Pour n=2 P’équation (4.8) prend la forme suivante

Sg"f(%w X3)=0
ou bien

(5.1 (X1, Xg) —f (g5 Xg) +f (% + xg, X3) — [ (1, Xp + X3) =0,
ce qui est I’équation (1.1).

D’aprés (4.9) la solution de cette équation est
(5.2) [ty 1) = ST F (= F(ty+1,)— F (1) — F (1),

et elle est en parfait accord avec la solution (1.4).
Pour n=3 et n=4 on obtient respectivement les équations fonctionnelles

(5.3) S3f (%1, X, X3) = 0,

(5.4) Sa* f (xy, Xg, Xg, X4) = 0.

En écrivant ces équations sous leurs formes développés, on retombe sur
les équations {1.2) et (1. 3).
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Les solutions des équations (5.3) et (5.4) sont respectivement
(5.5) Sty 1, 13) = S5 F (13, 1),
(5‘ 6) f(t1’t2’t37 t4):Sg‘F(tlat29t3)

et ce sont précisément les solutions (1.5) et (1. 6).
Par suite, nous avons construit une classe étendue des équations foncti-
onnelles & solutions connues dont des cas particuliers sont les équations traitées

par S. Kurepa.
Considérons encore le cas particulier correspondant 4 n=15, 4 savoir

o bien S5 f (X1, X3, Xy, Xg, X5) =0
(5.7 —f (%1, X3, X3, Xy, X5) —f (Xg, X3, X4, X5, Xe)
+ S (xy + Xg, X5, X4, X5, Xg) —f (X1, Xy -+ X3, Xy, X5, Xe)
+f (xq5 Xg, X3+ Xy, X5, X6) —f (X1, X, X3, X4 +X5, Xg)
+f (X1, X5, Xg, Xy, X5+ Xg) = 0.
Vu la formule (4.9), la solution de I’équation fonctionnelle (5.7) est
S (81, oy 1y, g 15) = SEF (21, 1y, 13, 1y)
c’est-a-dire
(5.8) S (ths to, g, by, 15) = F (11, 1y, 15, 14) — F (13, 15, 1y, 15)
+F(tl + g, I3, 1y, 15)—F(t1, Iy +13, ty, t5)
+ F (1, ly, I3+ 1y, ts)— F(ty, ty, 13, Ly +15),

ot F désigne une fonction arbitraire des arguments indiqués.
Le caractére de généralité de cette solution est précisé au théoréeme 4. 3.

Le contenu de ce paragraphe est résumé dans une Note insérée dans les
Comptes rendus de I’ Académie des sciences de Paris, t. 252, 1961.

6. Remarque

En dehors des types d’équations fonctionnelles considérées dans cet article
et dans la Note [3], on peut former, de maniére analogue, d’autres équations

fonctionnelles & solutions connues.
Tout ceci sera ’objet des recherches prochaines des auteurs de cet article.
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