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SUR CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES

Dragoslav S. Mitrinovic et Dragomir DokoviC

(Recu Ie 12 fevrier 1961)

1. Equations fonctionnelles considerees par S. Kurepa

S. Kurepa [1] a considere Ies equations:

f(x, + X2' Xa, Xi) + f(x" X2' Xa+ Xi)

=f (X2, Xa, Xi) + f (X" X2 + Xa, Xi) + f (Xl' X2' Xa),

f (X, +
X2' Xa, Xi' X5) +1 (X" X2' Xa + Xi' X5) +1 (X" X2' Xa, Xt)

=I(X2' Xa, Xi' X5) + I(x" X2+ Xa.Xi' X5)+ f(XI' X2'Xa,Xi + X5),

et il a demontre les theoremes suivants:

(I. 4)

(I. 5)

(I. 6)

Theoreme 1. 1. - L::s fonctions

I(X" X2) = F(xi -+X2) - F(x,) - F(X2)'

f (Xl' X2' Xa) = F (Xl + X2, Xa) + F (X" X2) - F (Xl' X2 + Xa)- F (X2' Xa),

I(x" X2' Xa, Xi) = F(x, + X2, Xa, Xi) + F(XI' X2' Xa + Xi)

~ F (X2' Xa, Xi) - F (Xl' X2 + Xa, Xi) - F (Xl' X2' Xa)

(F fonction queiconque)

sont Ies solutions des equations (1, 1), (1, 2), (1,3), respectivement.

Theoreme 1. 2. - Si fest une fonction derivable verifiant I'equation
(I. 1) ou (I. 2) ou (I. 3), elle a alors Ia forme correspondante (I. 4), (1,5),
(I. 6), ou F designe une fonction queiconque des argumentf> mis en evidence.
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A la verite, S. Kurepa a donne la solution de I'equation (I. 3) sous la
forme que voici:

(I. 7) .f (Xl' X2, Xa, X4) = {G (Xl + X2, Xa, X4) + G (Xl' X2' Xa + X4)

- G (X2' Xa, X4) - G (Xl' X2 + Xa, X4) - G (Xl' X2' Xa)}

+ {H (Xl + X2' Xa) - H ~X2'Xa) - H (Xl' X2 + Xa)}

+ {K (Xl + X2) - K(XI) - K(X2)} + a.

Cependant, a cette fonction on peut donner la forme (I. 6), car si I'on met

on obtient la fonction I(x], X2'xa' X4) sous la forme (I. 7).

Done, les fonctions H et K et la constante a, intervenant dans la solution
(I. 7), sont superflues.

II en est de meme avec les solutions de Kurepa des equations (I. I) et (1.2).

2. Remarque de J. Erdos

Relativement a I'equation (I. I) Erdos [2] a demontre Ie resultat suivant:

Theoreme 2. I. - Toute la fonction continue I verifiant I'equation fonction-
nelle (I. I) possede la forme (I. 4), mais cette solution n'est pas la solution
generale de I'equation (I. I).

3. Generalisation des resultats de S. Kurepa

Soit XkE E et que sur E soit definie une operation interne 0, qui est
associative. Pour les fonctions I, on les suppose definies sur E et que leurs
valeurs appartiennent a un groupe abelien additif.

Ceci etant admis, on demontre sans difficulte Ie theoreme que voici.

Theoreme 3. I. - Les equations fonctionnelles

(3. I)

(3.2)

(3. 3) f(XI
° X2'

xa, X4, X5) + I(x], X2, XaO X4' X5) + f(XI' X2, xa, X4)

~ I (X2' Xa, X4, x5) +f (Xl' X2° Xa, X4, X5) +/(x], X2' X:J'X4° X5)'

ont comme solutions les fonctions respectives:
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(3.4)

(3. 5)

(3.6)

ou F sont des [onctions quelconques des arguments mis en evidence.

Si dans les equations (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) au lieu de 0
on pose + (I'addition ordinaire dans I'ensemble des nombres reels), on obtient
les equations de S. Kurepa avec leurs solutions respectives.

La question relative au caractere de generalite de Ia solution indiquee
dans Ie theoreme 3. 1 reste ouverte.

4. Sur une cIasse etendue d'equations fonctionnelles

Soit f(t]> 12, . . . , In-I) une fonction reelle que1conque des variables reelles
11,12, . . ., tn-I' L'operateur Iineaire S~,~tt,." tn-lo tn sera 'defini par l'egalite
suivante

(4. I)

n-I
+ 2. (-I)k+1f(tt,12"'" lk+lk+I' ..., In-bIn).

k=1

Dans Ie cas general, I'operateurdefini plus haut, applique it une fonction
f (dependant au plus de n - I variables independantes) fournit une fonction bien
determinee de n arguments. Si Ia notation suivante n'etait pas de nature it
conduire it une confusion, pour abreger I'ecriture au lieu de S~':!l''''' tn-lotn ,
on poserait S~"-l'

Ainsi, par exemple, on a

S~' (tf + (3) ==(
-

1)3 (tf + (3)
- (d +(4) + {(II + t2)2 + 14}- (d + (4) + {tf + (13+ t4)}'

Theoreme 4. 1. - On a

(4.2) (0 zero-operateur)

ou, ce qui revient au meme,

(4. 3) S tn+, S tn J
O ( ) -- 0n n-I t1ot2"'" In-I = ,

ou f designe une [onction que1conque.
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Demonslralion. - Si l'on applique l'operateur S~'+' it tous deux membres
de l'egalite (4. 1), on obtient

s~n+' s~n_d(lb 12' . . . , [n-I)

co=( - 1)"-1 s~n+'j(ll' 12, . . ., 1,,-1) - s~n+'j(t2' ta, . . ., In)
n-I

+ 2 (-1)k+1 s~n+1j(tI' t2, ..., tk+ lk+1, . . ., tn-l,1n)'
k~1

Mettant it profit la definition de s~n+', la derniere egalite rec;oit la forme
suivante
(4.4)

n-Ik-I
+L L(-I)k+vj(lb12,"', 11'+1"+1>" .,lk+1 +lk+2'" .,I",ln+l)

k~2v=1

Dans la derniere egalite, dans Ie { }, nous avons omis les termes pour
v = k et v = k + I, car ils se detruisent. Nous allons montrer que les sommes
doubles se detruisent egalement. En effet, nous avons:

n-Ik-l

L L (-I)k+Vj(/),t2,...,tv+lv+),...,tk+l+tk+2,...,I",tn+1)
k~2v~1

n k--2

= L L (- l)k+1+v j(tb 12, , . ., lv + 11'-:-1'
, , ., tk + [k+l, . . ., In, 1,,+1)

k~3 v~ 1

n-2 n

=L L (_I)k+1+vj(11>12,...,lv+lv+I,...,lk+lk+1,...,l,,,ln+1)
v~1 k~v+2

n-2 n

= -L L (_I)k+I'f(/],
12"", Ik+lk+I'"

"
Iv+lv+],..

"
1", tn-f-l)'

k~1 v~k+2

Ceci etant, I'egalite (1. 4) devient

(4. 5)

== (- 1)"-1 s~n+1j(1], t2, . . ., t,,-)- S~"+'j(t2' ta, .
,

"
In)

n--I
+ L (- I)k+] {(

- I)" j(ll> t2, . . "
tk + tk,-], , , ., t'/-I> 1,)

'k~1
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Etant donne que

s~n+tf(tbt2'"
"

tn-I) (-l)"f(tl' t2,..
"

tn-1)-f(t2, t3'" "
tn)

+ {[~: (- l)k+1 /(t1' t2, . , ., tk + tk-1-1,, ,

"
tn-v tn)]

-+-(-1)n+1/(t1' t2'" "
t"-l)}~ -f(t2' t3"'"

tn)

"
I

-+- L (-l)k+1f(tI- t2",., tk+tHJ'"
"

tn-I- tn),
k~l

S~"+lf(t2' t3,..., tn)==( -1)"fu2' t3"'" tn)-f(t3' t4,..
"

tn+l)

+{f(t3' t4, , .
"

tn+1) + i (-I )k+1f (t2, t3, . , ., tk + tk+!> . . ., t",tn+1)
}k~2

"
"'"

( -- l)nf(t2, t3' . . ., t,,) + L( - l)k+1 f(t2,t3'
"

., tk + tHI, .
'"

t,,, tn+1)
k~2

l'expression (4.5) se reduit a

(4.8)

C'est precisement l'egalite (4. 3), ce qui demontre Ie theoreme 4, I.

Theoreme 4. 2. - L'equation fonctionnelle

(n=2, 3,4"..)

a comme solutions la fonction

(4.9)

ou F designe une fonction queIconque des variables mlses en evidence,

Theoreme 4.3. - Dans I'ensemble des fonctions derivables la solution
(4. 9) de I'equation fonctionnelle (4. 8) est la solution generale.

Demonstration. - Le theoreme 4.2 est la consequence immediate du
theoreme 4. 1.

Pour demontrer Ie theoreme 4.3, mettons I'equation (4.8) sous la forme

(-I)n f(x!> x2, . .
"

xn) - f(X2, x3, . . ., Xn+1)

n
+ L(-I)k+lf(X1,X2,"" Xk+Xk+I-"

"
X",Xn+1)c,O.

k=1

Si I'on derive par rapport a X,,-t1 la derniere equation et si I'on pose
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on obtient

n-l
+ 2: (- l)k+1 g (xl> X2, . . ., Xk + Xk+v . . ., Xn-l, xn).

k~l

On en tire par I'integration

n-l
+ H (Xl> X2, . . ., Xn-l) + 2:

( - 1)k+1 G (Xl' X2, . . ., Xk + Xk+1' . . . , Xn-l, Xn)
k~1

avec
iJ

--- G (tl, t2, . . ., tn-I) = g (tl>t2' . . ., tn-I),
iJtn-l

OU la fonction arbitraire derivable dependant des Xv X2, . . . ,Xn-l est prise
sous la forme

A I'egalite (4. 10) on peut donner la forme

(4. 11)

Etant donne que, selon la supposition, f presente une solution de I'equa-
tion (4.8) et puisque, vu Ie theoreme 4.2, la fonction

est aussi une solution de la meme equation, l'egalite

aura egalement lieu.
D'apres (4.6) la derniere equation rec;oit la forme suivante

Il-l
-H(xg. xs , xn)+ 2:

(-I)k-rl H(Xl>X2,"" Xk+Xk+b"" Xn-l, xn) =0.
k~1 .

Cette equation s'ecrit sous la forme

(4.12)

En employant la derniere formule, on peut donner a la fonction j~
determinee par (4. 11), la forme que voici:

Si l'on y pose
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on aura

(4. 13)

Done, Ie theoreme 4. 3 est demontre.

Sans difficulte, on demontre aussi Ie resultat suivant:

Theorem!! 4.4. - Si les variables Xl' X2' . . ., X"+1 sont les elements d'unensemble, muni d'une operation interne ° associative et si les valeurs des fonctions
qu'on y considere appartiennent a un groupe abelien additif, la solution de
l'equation fonctionnelle

"+ L:( _1)k+1f(Xl' X2, ...,
x"ox"+l>""' X"' x"+1) =0

k=1

admet alors la forme suivante

"
-I

+ L:
(- l)k-I-1 F(l!> l2, . . ., ("olk+J' . . ., t"-l'

l,,)
k~1

ou Fest une fonction arbitraire.

5. Cas particuliers

Pour n = 2 l'equation (4. 8) prend la forme suivante

ou bien

(5. I)

ce qui est l'equation (I. I).

D'apres (4.9) la solution de cette equation est

(5.2)

et elle est en parfait accord avec la solution (1. 4).

Pour n = 3 et n = 4 on obtient respectivement les equations fonctionnelles

(5. 3)

(5.4)

En ecrivant ces equations sous leurs formes developpes, on retombe sur
les equations (1. 2) et (1. 3).
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(5. 5)

(5.6)

Les solutions des equations (5. 3) et (5. 4) sont respectivement

f(fl' f2' fa) = S~' F(f}, (2),

f (tl' 12,fa, (4) = S~. F (tl' 12' fa)

et ce sont precisement les solutions (1. 5) et (1. 6).
Par suite, nous avons construit une classe etendue des equations foncti-

onnelles a solutions connues dont des cas particuliers sont les equations traitees
par S. Kurepa.

Considerons encore Ie cas particulier correspondant a n = 5, a savoir

S~'f(x}, X2, xa, X4, X5)= 0
ou bien

(5.7) -f(Xl' X2' xa, X4' x5)-f(X2' xa, X4' X5, X6)

+ f (Xl + X2' Xa, X4' X5' X6) -
f (Xl' X2 + Xa, X4, X5' X6)

+ f (Xl> X2' Xa + X4' X5' X6) - f (Xl' X2, Xa, X4 +X5' X6)

+ f (Xl' X2' Xa, X4' X5 + X6) = o.
Vu la formule (4.9), Ja solution de l'equation fonctionnelle (5.7) est

c'est-a-dire
f(t}, t2, 1a,14' (5)=F(11,

f2' fa, (4)-F(12,1a, 14, (5)

+ F (11+ 12' fa, f4, (5) - F (t1>12+ fa, f4, (5)

+ F (fl, f2' fa +f4, (5)-F(fl' 12, fa, f4 +(5)'

ou F designe une fonction arbitraire des arguments indiques.
Le earactere de generalite de cette solution est precise au theoreme 4.3.

Le eontenu de ee paragraphe est resume dans une Note inseree dans les
Compfes rendus de l' Academie des sciences de Paris, 1. 252, 1961.

(5.8)

6. Remarque

En dehors des types d'equations fonctionnelles considerees dans eet article
et dans la Note [3], on peut former, de maniere analogue, d'autres equations
fonctionnelles a solutions connues.

Tout eeci sera l'objet des recherches prochaines des auteurs de cet article.
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