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SADRZAJ. Tretirajué¢i jedan problem iz oblasti telekomunikacija pronaden je pogodan
obrazac za izrafunavanje sume beskona¢nih redova obrazovanih od proizvoda Beselovih

el
funkcija ¢iji je oblik Z (k+2m)Jn(2)Jp+i (2), gde je k neparno.
n=0

SOMMAIRE. Dans le traitement d’'un probléme de télécommunication on a réussi
a trouver une formule qui facilite le calcu!l de la somme de certains séries infinies formées

x0

des produits de fonctions de Bessel de type z (k+2mJ,(2) Iy (z), o0 k désigne un
n=0

nombre impair.

Resavajuéi jedan problem iz oblasti telekomunikacija doslo se do mate-
matitkog izraza koji omoguéava izradunavanje sume jednog beskonaénog reda
obrazovanog od proizvoda Beselovih funkcija.

Zakljutak o tafnosti ovakvog obrasca izveden je na osnovu poznatih
fizitkih zakona i uslova koji obezbeduju njihovu vaZnost i koji su, gledano
sa fizitkog aspekta, potpuno generalni. S druge strane, izvr§ena je provera
dobijenog obrasca razvijanjem u red po stepenima pri éemu je metoda identifi-
kacije koeficijenata uz argumenat na odredenom stepenu potvrdila vaZnost
ovoga izraza, strogo uzevii do onog ¢lana do koga je i vriena kontrola. Rigu-
rozni matematiCki dokaz o ispravnosti izvedenog izraza nismo mogli izvesti
s obzirom na glomaznost &lanova koji su dobijeni putem kojim se u ovom
dokazu poslo.

U pomenutoj analizi posmatrano je izobliCenje frekventno modulisanog
signala prilikom njegovog prenosa preko jednog &etvoropola koji ne unosi
nikakva izoblienja na amplitudu prenoSenog signala, a &ija je fazna karakte-
ristika ma kakva funkcija ulestanosti. Na taj nadin uzeta su u obzir samo
fazna izobli¢enja.

Frekventno modulisani signal na ulazu u getvoropol je dat izrazom:

1) u=Usin(Qu7 +msin w t)
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gde su:

U — amplituda signala,

Q, o

—~ — noseca udestanost,

2n

w U

T — moduliSu¢a udéestanost,
T

A N
m — indeks modulacije( =_.£),

AF — devijacija udestanosti.

Prema tome, signal koji se Zeli preneti, tj. moduli§u¢i signal ima oblik
(2) w,=U,cos w 1.

Izraz (1) se moZe napisati u obliku reda sastavljenog od prostoperiodiénih
funkcija

(3)  u=UJ(mysin Qg + U S J,(m) [sin (Q + nw) £+ (— 1 sin (Qp— 1 w) 1]

n=1

Pretpostavimo da je faza datog Cetvoropola ma kakva funkcija u€estanosti

CP(Q):CPO—I—CPH!
gde je Q trenutna kruZna ucestanost, a

o = COnst,

(4)

¢, =9 (no)
pri Gemu je n ceo pozitivan ili negativan broj, a pretstavlja rang odredenog
harmonika.

Kad se signal, dat izrazom (3), prenese posmatranim Cetvoropolom svaki
prostoperiodiéni &lan ¢e biti fazno pomeren za odgovarajuéu fazu shodno
zakonu (4), tako da ¢e na izlazu Cetvoropola signal imati oblik

(5)  w=UlJy(m)sin (o7 — o) + U% Ju (m) {sin[(Qo? —0g) + (ne 1 —0,)] +

n=1

+ (= 1) sin[(Qyt — 9g) — (mw £+ 9 )]}

Ako se izraz (5) razvije i napie u podesnijoj formi i pronade diskriminisani
signal, $to je detaljno izvedeno u radu: 1. S. Stojanovié, Proralun nelinearnih
izoblicenja frekventno modulisanog signala u brzom refimu modulacije, Publikacije
Elektrotehni¢kog fakulteta, serija: Telekomunikacije i elektronika, Ne 15 (1959),
videCe se da je prenoSeni signal izoblien u odnosu na izraz (2), tj. sastavljen
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od beskonatno mnogo harmonika. Za amplitudu neparnih harmonika ranga k
dobija se tada izraz

Akr?l
=5

(6) U - Df{ 2 (=1 (k=2n) 3, (m) i, (m) (e —tkmm = ¥m) p

n=1
goe @k =-n)y LS (k42 n) S, (M) Ty (m) (€7 O—nbi) = P=n) | o™ (@ntk —<Pn))}
n=0

gde je D konstanta diskriminacije.

Opste vaZeCi zakon je da neki prenosni sistem ne unosi fazna izobliéenja
ako je njegova fazna karakteristika linearna, tj. ako je fazna funkcija data
izrazom

P, = Toh @,
gde je t, konstanta proporcionalnosti. .

Stavimo li ovaj uslov u izraz (6) dobijamo za k-ti harmonik prenoSenog

signala

k—1
n="="

™ ﬁk;wfe—f“o‘“[ Z (= 1y (k= 2n)J, (m) Jie, (m) +

+ f (k+2n)']n(m)']n+k(m)]‘
n=0

Ako je k=1, tj. ako traZimo vrednost osnovnog harmonika prenoSenog
signala, dobijamo da je prvi &lan izraza (7) u zagradi ravan nuli, pa ée biti

Uy~ 2D fe ™10 Y (14 2n)T,(m) ], 41 (m).
n=0

Kako suma beskonaénog reda iznosi %m, dobijamo

U, - 2 Dfe —ffow%m = DAFe /%o,

odnosno prenosent signal ima oblik
(8) u; = DAF cos w(t—r1,).

Ako uporedimo ovaj izraz sa izrazom (2), tj. sa signalom koji smo
prenosili, vidimo da on nije izoblien i da pretstavlja poslati signal, samo je
u vremenu zakasnio za veli¢inu t,, §to je i logi¢no. Prema tome, a na osnovu
zakona da fazna izobliéenja ne postoje kad faza linearno zavisi od udestanosti,
svi ostali harmonici moraju biti ravni nuli, $to znaéi da se moZe pisati da je

k 1

O S (O k=20, (i )+ S (ot 20) T, () T () = O
n=1 n=0

za svako neparno k koje je veée od 1.
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Kao $to se vidi, izraz (9) je sastavljen od dve sume: jedne beskonaéne
i druge konaéne. Ovo daje mogucnost lakog izratunavanja sume tog beskonaénog
reda §to se je i htelo pokazati ovim radom.

Tako, na primer, za k=3 imademo da je na osnovu (9)
(10) J1 (DI (@) =31, ;@) + 5L @DJ @)+ T @I @)+ - - -

ako se umesto znaka m za argumenat upotrebi znak :z.

Da bi se izvrSila provera vaZnosti ove relacije moZemo napisati izraz za
Beselovu funkciju prve vrste n-tog reda u obliku

(11) J, (z)=(£)" S ﬂ(i)zr

2) S rtr+m\2

Na osnovu ovog obrasca moZemo izraCunati koeficijent uz argumenat z
na m-tom stepenu, a za oblike proizvoda koji se javljaju u relaciji (10), tj.
za J1(2)J5(2) i J,(2) Jnys(2)-

Jednostavnim postupkom dobija se

m—3 m—3
ey T E (—H 2 -
J1 (@) Ty (2) = % (_Zi) zo r!(m—;?)_r) !(T;—I—L;>!(r+2)! ,
(12) (m=3,517..)i |
,:m—(22n+3) ( l){n~—(22n+3)
z\" —
Ju (2) i3 (2) = ;n: (7) Z:O rl (in_;_,},“ r) 1 ({n_fw(%zn}:”} — r)! (r+n+3)!

m=2n+3, 2n+5 2n+7,..).

Uvrstavajuéi odgovarajuce izraze iz obrazaca (12) u relaciju (10), moze
se izvrditi provera vaZnosti ove relacije metodom identifikacije koeficijenata uz
z™ na njenoj levoj i desnoj strani.

Ovaku proveru smo izvrSili za &lanove &iji su stepeni m=3,5,7,9 i dobili
potvrdu njene vaZnosti za te sluCajeve. Sem toga odmah se lako vidi da relacija
(10) vazi i za slutaj z=0.

U zakljuc¢ku moZe se kazati, da na osnovu postupka kojim je obrazac (9)
izveden, on u potpunosti vaZi, a delimiéna provera za specijalan slucaj kad j:
k = 3 (relacija (10)) potvrduje njegovu vaZnost u uslovima u kojima je kontrolisan.
Ostaje da se nade matematic¢ki dokaz za njegovo vaZenje.



