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SADRZAJ. TretirajuCi jedan problem iz oblasti telekomunikacija pronaden je pogodan
obrazac za izracunavanje sume beskonacnih redova obrazovanih od proizvoda Beselovih

00

funkcija ciji je oblik 2: (k + 2 11)J"
(z) In+k (z), gde je k neparno.

11~0

SOMMAIRE. Dans Ie traitement d'un probleme de telecommunication on a reussi
a trouver une formule qui facilite Ie calcul de la somme de certains series infinies formees

'>0
des produits de fonctions de Bessel de type L (k + 2 11)J"

(z) In!-dz), ou k designe un
11~0

nombre impair.

ResavajuCi jedan problem iz oblasti telekomunikacija doslo se do mate-
matickog izraza koji omogucava izracunavanje sume jednog beskonacnog reda
obrazovanog od proizvoda Beselovih funkcija.

Zakljucak 0 tacnosti ovakvog obrasca izveden je na osnovu poznatih
fizickih zakona i uslova koji obezbeduju njihovu vaznost i koji su, gledano
sa fizickog aspekta, potpuno generalni. S druge strane, izvrsena je provera
dobijenog obrasca razvijanjem u red po stepenima pri cemu je metoda identifi-
kacije koeficijenata uz argumenat na odredenom stepenu potvrdila vaznost
ovoga izraza, strogo uzevsi do onog clana do koga je i vrsena kontrola. Rigu-
rozni matematicki dokaz 0 ispravnosti izvedenog izraza nismo mogli izvesti
s obzirom na glomaznost clanova koji su dobijeni putem kojim se u ovom
dokazu poslo.

U pomenutoj analizi posmatrano je izoblicenje frekventno modulisanog
signala prilikom njegovog prenosa preko jednog cetvoropola koji ne unosi
nikakva izoblicenja na amplitudu prenosenog signala, a cija je fazna karakte-
ristika ma kakva funkcija ucestanosti. Na taj nacin uzeta su u obzir samo
fazna izoblicenja.

Prekventno modulisani signal na ulazu u cetvoropol je dat izrazom:

I) u ~ U sin (Dot + m sin u) t)
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gde su:
U - amplituda signala,.
Do .

- - noseca ucestanost,
27t

w
d l

ov. v

- - mo u lsuca ucestanost,
27t

m - indeks modulacije
(
m = 11;),

11F - devijacija ucestanosti.

Prema tome, signal koji se zeli preneti, tj. modulisuci signal ima oblik

(2) IVp ~ Up cos (t1 lo

lzraz (1) se moze napisati u obliku red a sastavljenog od prostoperiodicnih
funkcija

(3)
00

U ~ U Jo(m) sin Dol + U L J,,(m)[sin (00 + n w) t+ (- It sin (00- n w) t].
n~l

Pretpostavimo da je faza datog cetvoropola ma kakva funkcija ucestanosti

tfJ (D) = tfJo + tfJ",

gde je Q trenutna kruzna ucestanost, a

(4)
tfJo~ const,

tfJ"~ tfJ (n ev)

pri cemu je n ceo pozitivan ili negativan broj, a pretstavlja rang odredenog
harmonika.

Kad se signal, dat izrazom (3), prenese posmatranim cetvoropolom svaki
prostoperiodicni clan ce biti fazno pomeren za odgovarajucu fazu shodno
zakonu (4), tako da ce na izlazu cetvoropola signal imati oblik

(5) ""

Ui= UJo(m) sin (Qot-tfJo) + U L J;, (m){sin [(Dot-tfJo) +(nev t-tfJn)] +
n~l

Ako se izraz (5) razvije i napise u podesnijoj formi i pronade diskriminisani
signal, sto je detaljno izvedeno u radu: I. S. S t 0 j an 0 vie, Proracun nelinearnih
izoblicenja frekventno modulisanog signala u brzom rezimu modulacije, Publikacije
Elektrotehnickog fakulteta, serija: Telekomunikacije i elektronika, NQ15 (1959),
videce se da je prenoseni signal izoblicen u odnosu na izraz (2), tj. sastavljen
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od beskonacno mnogo harmonika. Za amplitudu neparnih harmonika ranga k
dobija se tada izraz

(6) Uk ~ Df{ n~l;

I

( - l)n (k - 2 n)Jn (m) h-n (m)(ej (qqk-n) -tpn) +

j e --j (tpk--n- tp-n»)
+

n~
(k + 2 n) In (m) In+dm)(ej(tp-~nl-k) - tp-n)

+ e
-j (tpnH -tpn»)

}

gde je D konstanta diskriminacije.
Opste vaz~Ci zakon je da neki prenosni sistem ne unosi fazna izoblicenja

ako je njegova fazna karakteristika linearna, tj. ako je fazna funkcija data
izrazom

gde je To konstanta proporcionalnosti.
Stavimo Ii ovaj uslov u izraz (6) dobijamo za k-ti harmonik prenosenog

signala
k-I

Uk ~ 2Dfe-j k TO cu [n~: (-l)n (k- 2n)Jn (m)h-n (m) +

+n~0(k+2n)Jn(m)Jn+dm) ].
Ako je k = 1, tj. ako trazimo vrednost osnovnog harmonika prenosenog

signala, dobijamo da je prvi clan izraza (7) u zagradi ravan nuli, pa ce biti

(7)

:)0

2Dfe-jTocuL (1 +2n)Jn(m)Jn+1(m).
n~O

1
d b

..
Kako suma beskonacnog reda iznosi - m, 0 IJamo

2

~ .1.
U1 ~ 2Dfe-jToCU.-m=DtJ.Fe-jToCU,

2
signal ima ob1ikodnosno prenoseni

(8)

Ako uporedimo ovaj izraz sa izrazom (2), tj. sa signal om koji smo
prenosi1i, vidimo da on nije izoblicen i da pretstavlja pos1ati signal, sarno je
u vremenu zakasnio za ve1iCinu '['0' sto je i logicno. Prema tome, a na osnovu
zakona da fazna izoblicenja ne postoje kad faza linearno zavisi od ucestanosti,
svi ostali harmonici moraju biti ravni nuli, sto znaci da se moze pisati da je

k-l
11=----

2 :)0

L (- l)n (k - 2 n) In (m) Jk-n (m) + L (k + 2 n) In (m) Jn~k (m) -0
n~l n=O

(9 )

za svako neparno k koje je vece od 1.
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Kao sto se vidi, izraz (9) je sastavljen od dye sume: jedne beskonacne
i druge konacne. avo daje mogucnost lakog izracunavanja sume tog beskonacnog
reda sto se je i htelo pokazati ovim radom.

Tako, na primer, za k ~ 3 imacemo da je na osnovu (9)

(0)

ako se umesto znaka m za argumenat upotrebi znak z.
Da bi se izvrsila provera vaznosti ove relacije mozemo

Beselovu funkciju prve vrste n-tog reda u obliku
napisati lzraz za

In (z) = (~ r r~o ~!~:+l~! (;r
Na osnovu ovog obrasca mozemo izracunati koeficijent uz argumenat z

na m-tom stepenu, a za oblike proizvoda koji se javljaju u relaciji (10), tj.
za J1 (z) Jdz) i In (z) In+3 (z).

Jednostavnim postupkom dobija se

(11)

{

r
__111-3 m-3

}

, Z m -~
(- I) 2

J1 (z)J2 (z) = " (- ) "'-~ ~,
L-. 2

L..,

(m-3 ) (m-I )m r=O r!
~-r !-2-r ! (r+2)!

(m=3,5, 7,...) i(12)

m-(2n+3) m-(2n+3)
2 (- I)-~

}~O m--'::-3 m - (2 n+: 3)
- r!

( --i-- - r) ! (--- 2- - r)! (r + n + 3) !

(m = 2 n + 3, 2 n + 5 2 n + 7, . . .).

UvrstavajuCi odgovarajuce izraze iz obrazaca (12) u relaciju (10), moze
se izvrsiti provera vaznosti ove relacije metodom identifi1cacije koeficijenata uz
zm na njenoj levoj i desnoj strani.

Ovaku proveru smo izvrsiliza clanove ciji su stepeni m = 3,5,7,9 i dobili
potvrdu njene vaznosti za te slucaJeve. Sem toga odmah se lako vidi da relacija
(10) vazi i za slucaj z = O.

U zakljucku moze se kazati, da na osnovu postupka kojim je obrazac (9)
izveden, on u potpunosti vazi, a delimicna provera za specijalan slucaj kad j~
k = 3 (relacija (10» potvrduje njegovu vaznost u uslovima u kojima je kontrolisan.
Ostaje da se nade matematicki dokaz za njegovo vazenje.


