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Considérons ’équation fonctionnelle cyclique

(1) f(XreXgo - v - X, X, 10 X000+ - O Xgp, Xpp 1 ® Xgpin® =+ 2 Xyp)
*Ff(X-2°X3° .. .0 x‘ 10 X, 2:.7_)‘7,]7#.,10 IEEEY AT xzp—‘r2°"'2p1‘3° I oxl) 4. -
,*_f(xélpo'\']o L O X, L XpO Xy ® O Xy, g, XgpO Xy, Ottt O Xy, l) = (),
On suppose que les variables indépendantes x;, X,,- - -, X4, appartiennent

3 un ensemble qui, par rapport a I'operation o, est un semi-groupe possédant
I’élément neutre e. On suppose également que les valeurs de la fonction f appa:-
tiennent 4 un groupe additif abélien M. Relativement a ce groupe on ne suppose
que P’équation mX=A4 (X, A< M; m nombre naturel quelconque) ait une
solution unique X =A4/m.

Proposition. — Sous les conditions mentionnées plus haut la solution
générale de I’équation (1) est donnée par la formule

(2) Sty ts) ={Fy (ty, 1o t3) — Fy (fg, 10 1)} -+ {Fy (110 1s 13) — Fp (13, 11015)},
ou F, et F, sont deux fonctions arbitraires des arguments indiqués.

Démonstration. — Par le calcul direct on vérifie aisément que (2) est la
solution de I’équation (1).

Supposons maintenant que f soit une solution quelconque de P’équation
considerée et démontrons que f a la forme (2).

Si I’on pose

Xy=Ut, Xpy1=1la, Xopp1=13 Xi=e pour i # L,p+1,2p+1(1<i<4p)

* Dans cztte Note on donne la démonstration d’un des résultats énoncés (sans démon-
stration) dans la Note:
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de I’équation (1) il suit

pAf (12 t3) +f e,y ta0 1) + f (1, e, 1yety) +f(tas 15 1)}=0

ou bien
(3) S sty 13) -+ f (tgs 13, 17) = — f (13, €, 150 15) —f (€, 11, 150 1)
En y permutant les variables, on obtient les égalités suivantes:
(4) — [ty 13, 1) — [ty g, 1) = f (1, €. 120 85) + [ (e, 1o, 150 1y)
(5) St t1,19) +f (s 1 t3) = —f (g, € 132 17) —f (&, 13, 110 2y).
Par addition des égalités (3), (4), (5), on a
(6) 2f (s ty, t) ={f(ty, e, 150 t5) — f(ty, €, o 1)} +{ f e, 1y, 30 17)

—fle 1y, o ta)} —f(tg, €, 10 1,) — f (e, 1y, 10 8y).
En appliquant la formule (6), on obtient
2f(ty. e, 10 t)) ={f(ts, €, 1108) —fles e, otyo ta)} +{ f (e, €, tyoty0 13)
—f(e tg, tota)} —f (1101, e, 13) —f (&, 110 Ly, 1)

ou bien
) —f (s, &, 110 6) —fe, 1y, t1oty) = f (110 1y, €, 15) + [ (€, 11015, 85).

Si P'on utilise (6) et (7), on trouve

4f (1t ty) = 2{f(ty, e t5013) —f(ty, & t5o 1)} -+ 2 { f (e, by, 130 1)) — [ (&, 1y, 13 0 13)}
+{f oty e 15) —ftg, e, 00 1)} + { f (e, o by, 1) —f (e, 13, 110 1))

Par suite, la fonction f(#;,¢,, ;) a précisément la forme (2), ce qui
fallait démontrer..

Rezime
O JEDNOJ CIKLICNOJ FUNKCIONALNOJ JEDNACINI
Dragomir Dokovié
U ovom radu dokazuje se jedan od rezultata navedenih bez dokaza
u ¢lanku '
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