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10 Posmatrajmo diferencijalnu jednacinu

(1) y" + (ax2+bx+ c) y' + [B-(n-l) ax]y = 0,

gde su a (=t=O),b,c, B konstante i n = 1,2,3, . .. Ako ovu jednaCinu diferenci-
ramo n puta °i stavimo
(2)
dobijamo jednacinu

in) = z,

(3) zIt + (ax2 +bx+ c) z' + [(n + 1) ax+B+nb] z=O (n = 1,2,3, . . .)

koja je slicnog tipa.
Na osnovu relacije (2) mozemo tvrditi da ako jednacinu (1) znamo re-

siti pomocu kvadratura i specijalnih funkcija, onda je i jednacina (3) integra-
bilna u navedenom smislu.

Ovaj postupak pridruzivanja jednacine t3) jednacini (1) publikovao je
prof. D.S. Mitrinovic.1 U toj belesci on primecuje da je u Kamke-ovoj Zbirci2 na-
vedena samo jedna jednacina tipa (1), ciji je jedan partikularni integral poznat.
To je jednaCina
(4) y" - x2y' + xy=O

Prof. Mitrinovic je formirao jos jednu takvu jednacinu

(5) y" + ax2y' - axy = 0

koja se moze dobiti iz jednacine (4) smenom x= -Va~t.
U Murphy-evoj knjizi3 nalazi se jos jedna jednaCina tipa (1)

(6)

1 Vesnik Drustva matematicara i fizicara NR Srbije, XI, Beograd, 1959. str. 213-214.
I E. K am k e: Differentialgleichungen - Losungsmethoden und Losungen, Bd. I, Leipzig,

1959, D. Gl. 2.56.
3 G. M. M u r p h y: Ordinary differential equations and their solutions, New York,

1960. p. 324, eq. 130.
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Prof. Mitrinovic na kraju pomenute beleske istice da je od interesa obra-
zovati jednaCine tip a (I) koje imaju poznat partikularni integral.

2° Sada cemo pokazati da se jednacina (3) moze integraliti ako je poz-
nat jedan partikularni integral jednacine (I) i u slucaju kada je n = - 1,-2,-3, . . .
Ovo tvrdenje je ekvivalentno sledecem: Ako je poznat integral jednaCine (3), tada
se moze integraliti i jednaCina (I) pri cemu je n = 1,2,3, . . . .

Da bismo ovo dokazali, posmatracemo umesto jednacina (I) i (3) nji-
hove konjugovane jednacine koje su sa naseg stanovista integracije njima
ekvivalentne. Te konjugovane jednaCine glase respektivno

d
y" -- [(ax2 +bx + c)y] + [B- (n- 1) ax] y = 0,

dx

d
z" -- [(ax2+bx+ c) z] + [(n + 1) ax+B+nb] z= O.

dx

Posle sredivanja dobija se

(I')

(3')

y" -
(ax2 +bx+ c) y' + [B-b-(n + 1) ax] y= 0,

z" - (ax2 +bx+ c) z' + [(n -1) ax+B+ (n - I)b] z= O.

(2')

Diferencirajuci jednacinu (3') n puta po x i stavljajuCi

zen)= y,

dobijamo jednacinu (I'). Prema tome, ako znamo partikularni integral jedna-
cine (3), mozemo naCi i integral njene konjugovane jednaCine (3'). Zatim ko-
risteci re1aciju (2'), nalazimo integral jednacine (1') i na kraju integral njoj
konjugovane jednacine (1).

Time je nase tvrdenje dokazano.
Ako je n = 0 jednaCine (1) i (3) su istovetne i navedeni postupak ne

daje nista novo.

3° Vidimo da navedene jednacine (4), (5) i (6) tipa (1) imaju uvek po
jedan polinomski partikularni integral. Sada cemo navesti jedan opsti postu-
pak pomocu koga se mogu formirati sve jednacine tipa (1) koje imaju jedan
polinomski partikularni integral.

Oznacimo sa F sledeCi linearni diferencijalni operator

(7)
d2 d

F=- + (ax2+bx+c) -+B-(n-I)ax
dx2 dx

(n=I,2,3,...).

(8)

Jednacinu (1) mozemo napisati u operatorskom obliku

Fy=O.

Funkcija Fxk (k prirodan broj ili nula) je polinom. Koeficijent uz Xk+1
u polikomu FXk je (k-n+I)a. Prema tome, polinom Fxk za k=j=.n-I ima
stepen k+ 1, a polinom FXn-l je stepena ~ n-l.
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Na osnovu toga mozemo tvrditi da ako jednacina (8) ima resenje oblika

(9)
m

y = .LIXv XV

v=o

tada mora biti m = n - 1. Zbilja, ako pretpostavimo suprotno, tj. da je m =1=n - 1
i zamenimo (9) u (8) dobili bismo jednakost

m

.LIXvFxV = 0,
v=!

koja je nemoguca, jer je poslednji sabirak na njenoj levoj strani polinom stepena
m + 1, a ostali sabirci polinomi nizeg stepena.

Da bismo utvrdili kada jednaCina (8) ima polinomsko resenje (koje je
obavezno stepena n -1) a kada ne, poCi cemo od izraza

F (xn-I + IXn-2xn-2) = FXn-1 + IXn-2 FXn-2.

S obzirom na ono sto je receno 0 stepenima funkcija FXk, mozemo tvr-
diti da postoji jedno jedino IXn-2takvo da izraz (10) bude polinom stepena
~ n - 2. Posto smo tako izabrali konstantu IXn-2' posmatracemo izraz

(11) F(xn-I + IXn-2Xn-2 + IXn-:>xn-3), tj. Fxn-I + IXn-2Fxn-2 + IXn-3Fxn-3.

Kostantu IXn-3mozemo na jedan jedini nacin izabrati tako da izraz (11)
bude polinom stepena ~ n - 3.

NastavljajuCi ovaj postupak, dolazimo do zakljucka da postoji jedan je-
dini sistem konstanata IXn-2' IXn-3'...' lXI' IXO takvih da je

(10)

(12)

UporedujuCi jednacine (8) i (12), vidimo da ako jednacina (8) ima po-
linomsko resenje to moze biti jedino polinom

(13)

ili on pomnozen nekom konstantom sto cemo smatrati kao isto resenje. Prema
tome, jednacina (1), tj. (8), moze imati najvise jedno pol;nomsko resenje, naime
polinom (13). Taj polinom ce stvarno biti integral jednacine (1) tada i sarno
tada kada je K = O. Kako je K funkcija od a, b, c, Bin, mozemo iskazati
sledeci rezuItat:

Da bi jednacina (1) imala polinomsko resenje, potrebno je i dovoljno
da bude ispunjen uslov
(14) K(a,b, c, B, n) =0.

Navedeni po stupak se koristi i za prakticno odredivanje oblika funkcije
K. To cemo ilustrovati kasnije za nekeposebne vrednosti parametra n.

Jednacina (3) ne moze uopste imati polinomska resenja. Zbilja ako u
njenoj levoj strani zamenimo y sa nekim polinomom stepena m, dobicemo po-
sle sredivanja polin om stepena m + 1. Jednacina (1') je istog tipa kao jedna-
cina (3) pa ni ona ne moze imati pol:nomska resenja.
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Primetimo da se jednacina (3') dobija iz jednacine (1) zamenom neza-
visno promenljive x = -! - bl a. Prema tome, ako jednaCina (1) ima polinomsko
resenje, imace ga i jednacina (3') i obrnuto.

Na osnovu toga mozemo reci da su dosada pomocu kvadratura resene
sarno one jednaCine tipa

(15) y" + (ax2+bx+ c) y' + (Ax + B) y= 0

koje same ili njihove konjugovane jednacine imaju polinomsko resenje.
VrseCi u jednacini (1) smenu x = IX!+ ~(IX,~= const), dobijamo jednacinu

z" + IX[aIX2t2+ (2a~ +b) IXt+ a~2+b~ + c] z' + IX2[B -- (n - 1) a~ - (n - 1 )aIXt]z=O.

Iz toga izlazi da ako je zadovoljena jednacina (14) bice zadovoljena
i jednacina

(16)

4° Sada cemo detaljnije analizirati slucajeve n = 1,2,3. Neka je prvo n = 1.
Tada jednacina (1) ima oblik

y" + (ax2+bx+ c)y' + By=O.

Polinom nul tog stepena (koji jedino dolazi u obzir), bite resenje ove
jednacine sarno ako je B= O. Znaci da je K(a,b, c, B, 1) = B.
Uzmimo zatim n=2. Operator (7) tada ima oblik

d2 d
F=- + (ax2+bx+c)-+ B-ax.

dX2 dx

Saglasno opstem postupku nalazimo

Fx=(B+b)x+c, Fl = -ax+B.

Kombinujuci poslednje dye jednacine dobijamo

F(ax+b+ B) =ac+ B(b+B),

tj. K(a,b,c,B,2)=ac+B(b+B). Ako c odredimo iz uslova K=O, Imamo
jednacinu

cije je jedno partikularno resenje Yl = ax + b + B. Jednacina
slucaj poslednje jednacine za b = B = O.

Na kraju neka je n = 3. Tada operator (7) ima oblik

d2 d
F=- + (ax2+ bx+c) - +B-2ax.

dx2 dx

(5) je specijalni
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(17)

Pomocu njega nalazimo

FX2= (B +b):;2 -12cx + 2,

Fx~ -ax2+(B+2b)x+c,

F 1= -2ax+B.

Kombinujuci prve dye od ovih jednacina dobijamo

F {ax2 + (B+2b)x} = [(B +b) (B + 2b) + 2ac] x+ 2a + c (B-+-2b).

Kombinujuci zatim ovu jednacinu sa trecom jednacinom iz skupa (17),
dobijamo

F {2a2x2 + 2a (B + 2b) x + (B +b) (B + 2b) + 2ac}

= B(B +b) (B+ 2b) -+-4a2+ 4ac (B+b),

K(a,b, c, B, 3) = B(B+b) (B+ 2b) + 4a2+ 4ac(B+b).

Primetimo da mora biti B+b-j=O, jer je u suprotnom K=4a2-j=O. Zato
iz jednacine K = 0 mozemo odrediti konstantu c.

Tako dolazimo do rezultata:
Jednacina

Y"+ {
ax2+bx-~-

B(B+2b)
}

y'+(B-2ax)y=O
B + b 4a

tj.

ima partikularni integral

YI=2a2x2+2a(B+2b)x+(B+b)(B+2b)-
2a2

-
B(B+2b).

B+b 2

50 Mnogi od dobijenih rezultata vaze i za jednacinu

(aoxS+ aIx2 + a2x+ as) y" + (bOX2+bIx +b2) y' + (cox + CI)y = O.(18)

Za specijalne vrednosti konstanti ao, aI' a2, as, bo,bl, b2, Co,CI, ova jednacina
ima partikularni integral oblika {P (x) }Y, gde je P (x) polin om i y realna konstanta.

Na primer jednacina

x(x2+l)y"+C;x2+l)y'-; xy=O

ima za partikularno resenje funkciju YI = (X2+ 1)1/5.

Jednacina

(x+ 1)(x2-2)y" + (~X2 + ~ x- 3)y' - ~(5x+ 2) y= 0
633

ima za partikularno resenje Yl = (x2 - 2)2/3.

Ocigledno je da se mogu navesti i druge generalizacije koje bi se odno-
sHe na jednacine tip a (18) sarno viseg reda.
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Resume

SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES DU SECOND ORDRE

D. Dokovic

Comme reponse it un probleme pose par D.S. Mitrinovic (Mathesis, t. 69,
1960, p. 223-224: Bulletin de fa Societe des mathematiciens et physiciens de Serbie,
t. 11, 1959, p. 213-214), on indique que I'equation (3) s'integre au moyen
des quadratures pour n =::f:: I,::f::2,::f::3, . . ., s'il en est ainsi de I'equation (1)'

On forme Ia condition necessaire et suffisante pour que l'equation (1)
ait une solution particuliere sous forme d'un polynome.

On indique aussi une possibilite pour les generalisations du probleme
pose par D. S. Mitrinovic.

Cette Note se rattache it une serie de notes de D. S. Mitrinovic publiees
sous Ie titre: Complements au Traite de Kamke. Voir: Mathematical Reviews
it partir du volume 17 (1956).
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