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1. Man bezeichne — wie bekanntlich — mit

X 2v+n
N

I (x)=v§)F(v+l)F(v+n+T)

die Besselsche Funktion mit dem index n. Fiir natiirliche Werte n, speziel fiir

n=0 und n=1 ist
X 2n X 2n+1
= (—m(?) = (—1)"(?)
=S~~~/ _und =S A T —
Jo () ,,Z=0 e A ,Zo nl (n+ 1)1
Durch Anwendung der Laplacetransformation, wenn die Originalfunktionen
von der Gestalt J, (rt) Jo (s1), Jo (r0)Jy (rt) oder J,(rt)J, (st) sind, bekommt man
fiit Bildfunktionen Ausdriicke in welchen vollstdndige elliptische Normalintegrale
I und II Art erscheinen. Dagegen, wenn die Originalfunktion das Produkt
Jo (rt) J; (st) darstellt, so ist die Bildfunktion ein vollstindiges elliptisches Integral
IIT Art [1j. Durch Einfithrung der Heumanschen Funktion [2]

n

2
M) Mt f ksinpcosfa, () dw
g k2 cos? B+ k2costy A ()

wo
krr k=1, A(@)=| 1 -A*sin?®, 4,(0) —V1-k%sin?®,

kann man das Resultat in der Form [1]

2) ‘ f =Pt Jy (r1) Jy (51 df = - [1 = 8 (h, B)]
5

[1]
schreiben. Dabei ist

2 42 2\ 2_ 42 2 . _p?_
3) sinﬁ=\/i(1+p_+_rj_{>’kz=(s Pr—ris A) (rP—p? s2+A)’
2 A PP+ ri—st+ Ay (PP —ri+52+ 4)

A2 =(pP+ri+s2)2+ 4 phst
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In dieser Abhandlung benutze ich die Eigenschaften der Heumanschen
Funktion und auf Grund dessen komme ich zu einer interessanten Beziehung
zwischen den Besselschen Funktionen

I fw te”! [ sy (r1) Iy (s) = 1] (rt) Jy (st) 1 dt=p fote_p' Jo (r1) J, (st) dr.
0 0

Beweis. Heuman zeigte [2]:
4 OAO 2 (E—K) sinf cos B o’&o 2(E—KkK'? sm’[i)
4) ok kx A, (B) ) TA B

Dabei sind die Grossen K und E vollstindige elliptische Integrale I und I
Art in der Legendreschen Normalform. Da die Funktionen J, und J; stetig sind
und ebenso die partiellen Ableitungen des Integranden in Beziehung auf p, r
und s, so erhdlt man durch Differentiation von (2) nach p:

P on g condr 10N 1 (9R00k 03,08
5 ({ o (1) Jy (1) r_f;);__<ﬁa_p Lot
Durch Differentiation von (2) nach r ergiebt sich
(6) ({‘”,e‘l’i I (rt) Jy (st) dt___i‘%)
worin
dJy (1)
= =0, D).
Jg (k1) aaon (v=0, 1)

Weil aber unter Anwendung der bekannten Relation {3]

1
) 3 {JH =t (x)} — T (%)
und der Beziehung
Jon () =(—1)"Jy ()
fur n=0
J'o (x)=—J; (x)
folgt, so kann man die Gleichung (6) in folgender Gestalt schreiben

% oMo 0k OA, oa>

(8) ({ Jl(rt)-ll(sf)df '(WFﬁEE

Schliesslich, wenn man nach s differentiert, so liefert die Gleichung (2)

1
9) f te™" 0y (rt) Iy (s1) dt~——[1—A,, o B =

Aus der bekannten Rekursionsformel [3] aber

2n
Jn—1 () +Jp41 () =;Jn x)
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und der Gleichung (7) folgt
T (1) = ey () ==y (),
X
so dass man fiir n=1

1
J 1) =y (x)—— Jy (x)
X

erhilt.. Auf Grund dessen nimmt die linke Seite der Gleichung (9) die Form
fte—f” Jy(rt) [J,, 1)) b Jy(s1) ]dt.
0 st

Zerlegt man dieses Integral, nimmt fiir das zweite Glied den aus (2) resultie-
renden Wert, so reduziert sich die Gleichung (9) auf
1 %o_k+‘)‘\o%

(dk os P os)'

(10) [re=PtUy(riydy(se)di= ~—

0 § _
Die Gréssen k und B sind homogene Funktionen vom Grade 0 in den verin-
derlichen p, r, s. Nach dem Eulerschen Satze wird hiemit

0k 0k o0k
p—+r—+5—=0,
ap or os

Dasselbe gillt fiir die partiellen Ableitungen der Funktion B. Deshalb, wenn
man die Gleichungen (5), (8) und (10) respektiv mit p, r und s multipliziert
und addiert, so ergiebt sich

[te=r {pJo (rt) Jy(st) +rJy (re) Jy (st) — 5T, (rt) Jo (st)} dt =0,
0
woraus gleich die Gleichung (I) folgt, was zu beweisen war.
2. Von Bedeutung sind noch die Werte der Integralen

I=[te=rJ,(re)J, (st) dt, L= [te=rtJ, (rt) Jy (st) dt,
0 0

I,=[te Pt J, (r) J, (st) dt
0

Auf Grund der Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich fiir /;:

2| . 10k 0B
E-K — |+ KA
n @ 1 )(Smﬁmﬂ k op+ap)+ :®

wihrend aus dem Werte fiir log k% aus (3) nach einer kiirzeren Rechnung

o8
o p) '

(11 L-

i—o—k=—2£{[A2—p‘+(r’-s’)']pM—ZA[AZ—p*‘—(r’—sz)?]}
kop N op

folgt. Dabei ist
(12) N=16s22p%+ r®) (p?r2 4 p?s2+ris?).

2«
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Da noch
A 2 2 2 -
(13) sinﬁcosB:%v, ?:M, §E=%(pz_rz_52)’
op A p A
so ergiebt sich
1 .
usxnﬁcosﬁﬂ(Jrﬂa
k op op
16 p*s° 2 4 4 g2 4,2 2 .2 (24 .8 42 o4 42 S 4 2 2
:__A—21;[_(3p A+ 4ptstrdptri19pt st p 2544 2y s)+~A—.(p —r2 —s?).

Mit Riicksicht auf (12), wenn man die rationale Funktion

PP 3p3rt+4prst+4ptrt 1 9pBrist b rist 12053
rs)
QP2+ (p*ri+ptstirtsy)

14) R (p,r.s)=

einfiihrt, bekommt man fiir /; den Wert

{[p?—rt—s2+ Ry (p,r, )1 E—[(P? —r? —~s?) k'3 sin® B

2
=P J dt=-—
(II) ()/‘te Pt J, (rt) J, (st) dt 17, ®)

+Ry(p,r,5)]1K}.

Auf Grund der Gleichungen (4) und (8) wird der Ausdruck fiir /,
dhnlich dem in der Gleichung (11), nur werden statt ? und Z—B die partiellen
p P
Ableitungen Z-k und ? erscheinen. Da noch
r r

or A

04 2r(p*+ri+sh

so kann man sich durch ein dhnliches Verfahren wie bei Ermittlung des Integrals
I, leicht iiberzeigen dass sich

1. ok 16 p3s3
-—smBcosﬁbs—ps——r(5p2s2+2p‘+s4+r2s2)
k or AN
und
OB _2prs
or A?

ergiebt. Deshalb, mit Riicksicht auf (12), wenn man die rationale Funktion

PPOPPst+2pty sty rts?)
QP2+ (p2ri+p®st+ris?)

(15) R, (p,r,5)=

einfilhrt, bekommt man fiir 7, den Wert

2pr 12 oing
m){[z + Rg (p, ry S)]E—[Zk 2 gin' B+R2(p, r, S)]K}
Im Ausdrucke fiir das Integral I, werden sich die Ableitungen %i( , o8
> 3
Qﬁ=2s(3p’+r2+s2) ’
os A

(I11) fte—"‘ Ji@t)J (st)dt=
0

und
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befinden. Da jetzt
oB__ P

(pr+ 18 —s%)
Jds A2

und fiir %j—k bekommt man den Wert
Ay

1 2
1ok _16p% (Bp¥ri+- 4pts® + 2P + ro + 4 ptrist 1 ris?),
kos AN

so ergiebt sich nach Einfithrung der rationalen Funktion

PR (3p2ri+4pts®+2p0r +rS + 4pt st 4 ris?)
Ry (p,r, )=~ —

2p2+ ) (p2r3+ p2s® 1 r2s3)
folgender Wert fiir I;:

AV)  [re=P Jyrndy(sndi= - {[s2=p*~r2+ Ry (p, 1, 5)] E—
0

A% (B)

—[(s*—p¥—r) k%sin? B+ Ry (p, r, )] K}

Am Ende, bemerken wir noch, dass durch Multiplikation der Gleichungen

(IT), (OI) und (IV) resp. mit p, r und —s und Addition. wieder die Gleichung
(I) resultiert, was auch zu erwarten war.

3
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Rezime

O JEDNOJ VEZI IZMEPU BESSELOVIH FUNKCIJA INDEKSA 0 i1

Stanimir Fempl

Neka su Jy(x) i J;(x) Bessel-ove funkcije prve vrste sa indeksima 0 i 1.
Poznato je da primena Laplace-ove transformacije na original oblika J, (rf) J (s1)
daje za sliku izraz u kome se pojavljuje potpuni elipti¢ki integral treée vrste.
Uvodeéi Heuman-ovu funkciju (1) i koristeéi njene osobine, pisac iz formule (2)
izvodi vezu (I) izmedu Bessel-ovih funkcija.

U radu se takode izradunavaju vrednosti integrala (II), (III) i (IV).





