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I. DVOD

].1- UoCimo u ravni pravouglog koordinatnog sistema niz taeaka
n

{Mn(Sn>an)}; Sn= .L bm,; an> bn>O.
I

Prema ovom nizu moze se form irati red

.Lanbn>

Ciji elanovi pretstavljaju niz povrsina pravougaonika {anbn}. U drugom dijelu
ovog rada je pokazato kako se prema nizu taeaka u ravni Lobaeevskog moze
formirati odgovarajuCi red. CIano vi ovako dobivenog reda bice oni eetvorouglovi
koji su ogranieeni koaksialnim granienim lukovima i njihovim osama ili su to
u specijalnom slueaju sektori. Za ovako dobivene redove nadeni su geometri-
skim posmatranjem uslovi za njihovu konvergenciju. Ovi se uslovi mogu pri-
mjeniti na sve one date redove koji bi bili ekvikonvergentni sa na ovaj naCin
dobivenim redovima. U nekim od ovih uslova uvlaei se proizvoljan niz brojeva
koji se moze izabrati na proizvoljan naCin tako da bude zadovoljio odredene
uslove. Po ovoj metodi zgodno je geometriski posmatrati zbirljivost redova sa
pozitivnim elanovima po odredenom postupku.

Clanove jednog reda, kada su oni pozitivni, mozemo smatrati kao gra-
niene lukove koji su rasporedeni izmedu dveju paralela. Prema kondenzaciji
ovih lukova u drugom dijelu ovog reda izvedeni su neki rezultati.

Primjedbe, koje su mi ukazali prof. Dr. D. Blanusa i prof. Dr. S. Bilin-
ski prilikom interpretacije uslova konvergencije za redove sa pozitivnim elano-
virna po metodi geometrije Lobaeevskog na drugi nacin nego sto je to u ovom
radu prikazato, znatno su doprinele mojoj preorijentaciji. Ovom prilikom izraza-
yam im duboku zahvalnost.

U III dijelu ovog rada prikazati su uslovi za uniformnu konvergenciju funk-
cionalnih redova. Ovi uslovi su analogni uslovima navedenim u II dijelu.

U IV dijelu ovog rada dolazi se na osnovu principa R. Newalinn-a a uz
pomoc nekih obrazaca kojima je izrazena biunivoka korespondencija izmedu
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ravni Lobacevskog i ravni kompleksne promenljive do izvjesnih rezultata. Ti
obrasci mogu se izvesti na sledeci naCin.

1.2- Uocimo u ravni Lobacevskog dvije tacke MI(UI,VI) i M2(U2,V2)'ciji
je polozaj u odnosu na pravougli koordinatni sistem Ouv odreden pomocu
prvih koordinata. Rastojanje MIM2 = r odreduje se, kao sto je poznato, obrascem

ch r = ch (ll:!- UI)ch VIch V2- sh VIsh V2

Ovaj obrazac moze se izraziti u obliku

(1,1) chr= WI W2- UI U2- VI V2'

gde su Uj, Vi i Wi Weierstrass-ove koordinate:

Ui= sh uich Vi, Vi = sh Vi, Wj= ch Ujch Vj (i = 1,2).

Dakle, pomocu obrazaca (1,1) odreduje s( neeuklidsko
dveju tacaka na dvokrilnom hiperboloidu

{

W2- U2- V2= 1,
(1,2)

(U=shuchv, V=shv, W=chuchv).

Poznate relacije:

W=
R2+lz12

U=
2Rx

V=
2Ry

R2 -I z J2' R2 -I Z 12' R2 -I Z 12'

rastojanje izmedu

(1,3)

gde je z kompleksan broj z = x + yi, odreduju biunivoku korespondenciju izmedu
taeaka dvokrilnog hiperboloida (1,2) i ravni z.

Iz (1,2) i (1,3) sleduju ove relacije:

Rshuchv R sh V
x= , y= -- (chp=chuchv),

1 + ch p 1 + chp

gde je p otstojanje tacke M(u,v) do pocetka O. Odavde je

x2 + y2 = R2 th2 ~ .
2

(1,4)

(1,5)

Dakle, pomocu relacija (1,4) odredena je biunivoka korespondencija izmedu
taeaka ravni Lobacevskog i tacaka u krugu (1,5) kad p->oo.

Ako se uzmu u obzir slijedece relacije:

(1,6)

uJzI2-1, v=L (x>O),
2x x

u=L~12-! V=~ (y>O),
2y' Y

z=x+yi,

i relacije (1,2), tada se dobivaju respektivno ovi rezultati:
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I

X=~, y=e"thv;
chv

e"x=e"thv,y=-.
chv

Dakle, pomocu relacije (1,7) uspostavljena je respektivno biunivoka kores-
pondencija izmedu tacaka ravni Lobacevskog i taeaka jedne od poluravnina
x>O ili y>O.

1.2.1- Od obrasca (1,1) prema relacijama (1,3) dobivaju se za granicne
lukove ovi obrasci:

(1,7)

(1,8)

(1,9)

a prema reladjama (6) dobivaju se za granicne lukove respektivno ovi obrasci:

I

sh~= L~-Zll , th~= !Z2-Z11
(Xi> 0, i=I,2),

2 2y XIX2 2 IZI +z21

sh~= IZ2-Z1J , th~= IZ2-~1 (Yi> 0, i=I,2),
2 2y YIY2 2 IZ2-Z11

(Zm= xm+ymi, m = 1,2).

1.2.2.- Slijedece relacije:

u=
l+zw, V=il-zw, W= z+w,
z-w z-w z-w

(1,10)

pokazuju da je tacka (U, V, W) na dvokrilnom hiperboloidu (1,2) odredena pa-
rom kompleksnih brojeva z i w. Prema tome izmedu tacaka ravni Lobacevskog
i taeaka dveju kompleksnih ravni z i w moze se uspostaviti biunivoka koros-
pondencija.

1z (1,10) sleduju ove relacije:

~=~, ~=~ (Jwl<l, w=~+~i),
W+l W+I

x=~, y=~ (lzl>l, z=x+yi).
W-l W-l

Dakle, moze se smatrati da su tacke z i w u relacijama (I, I0) simetriene u
odnosu na krug

J z I= I.
Od obrasca (1,1) prema (1,10) dobiva se za granicni luk ovaj obrazac
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ili ovaj

sh2 ~=
(Zl-Z)(W- WI)

2 (Zl - WI)(Z - w)

th2~= ~- ZI)(W-WI)

= (I ZIWIZW), (I ZIWI i=
1).

2 (z- WI)(Z- w)

Odavde proizlazi supstitucija ovog oblika

W =
-,!z- Zo

zoz+b

(a=k21 zll-I zll-t, Zo= (k2-1)eOti, b=
I zll-k21 zll-t, k=th ;).

Fiksne tacke ove supstitucije su simetricne u odnosu na krug IZ I= 1. Ova sup-
stitucija za a = 1 i b= - 1, tj. supstitucija

Z-Zo
W=

ZoZ - 1 '

je hiperbolicna involucija za [zo[< 1 i ona cini invarijantni krug IZ I= 1. Ako

se u ovoj supstituciji stavi ~ i
Zo

mjesto Z i ZO' dobice se tada supstitucija
R R

W=~(z-zo) (lzl<R),
ZoZ - R2

(I, 11)

koja preslikava krug IZ I= R na [w 1= 1. Odavde se prema (1,8) ima

th ~ =
R IZ ~zo I ( IZ I

'
IZo 1<R )

2 IR2 - zoz I
gde je r neeuklidsko rastojanje izmedu tacaka Z i Zoo

Uocimo na dvokrilnom hiperboloidu (1,2) tacku M1 (U,V, W) i tacku
M2 (U + dU, V + dV, W + dW). Tacka M2 leZace na ovom hiperboloidu ako je

2 (WdW - UdU- VdV) = dUB+ dVl - dW2.

Odavde iz (1,1) dobija se ovaj obrazac za elemenat luka u ravni Lobaeevskog

dr2 = dUl + dV2 - dW2.

II. REDOVI SA KONSTANTNIM CLANOVIMA

2.1 Moze se pretpostaviti da clanovi reda
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odreduju u geometriji Lobacevskog granicne lukove Hi povrsine cetvorouglova
koji su ograniceni sa koaksialnim lukovima i njihovim osama. U ovoj se glavi
pokazuje kako se shodno ovoj pretpostavci dolazi ne sarno do poznatih nego
i do novih kriterijuma za konvergenciju redo va. Uzgred su data i neka geo-
metriska tumacenja postupaka zbirljivosti.

Uocimo u ravni Lobacevskog niz tacaka [lOa]

(11,1)
n

Mu (Sm vn), Sn = L U/

/~I
(Un+!, Vn> 0, n = 0,1,2, . . . ),

Ciji je polozaj odreden u odnosu na pravougli koordinatni sistem Oxy pomocu
prvih koordinata. Paralela In povucena je kroz tacku Mn prema pozitivnom
pravcu X ose. Koaksialni granicni lukovi

, ,.

ASnAI = th Vn

ovih paralela kao i njihovi segmenti SnSn+! i AB obrazuju eetvorougao AAI BIB

(Sl. 1) cija je povrsina [17]
-u

Pn=(I-e n+i)th Vn.

Na taj se nacin prema nizu taeaka (1) moze formirati ovaj red

(11,2)
00 -n
L (l-e n+1)thvn'
o

8,

Sn+,

B
A

81. 1

Pretpostavimo da egzistira pray!!. X = C, C > 0, koja sijece x osu u tacki
°1, a koju ce paralela In sjeci u tacki Pn' Tada se ima

s -C
th 0IP = e n th Vn< 1, n = 1,2.3,. . .
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Iz ove pretpostavke ocevidno proizlazi da ce povrsina koja je
redom (11,2) biti ogranieena. Otud proizlazi ovaj rezultat:

Ako je n

- Lulim e 1 ith vn<M,
~oo

odredena

(11,3)

tada red (2) konvergira.
Uslov (11,3) pokazuje da egzistira prava x = C, jer je M = eC.

Ako je red
LUn, un>O,

konvergentan, uslov (11,3) je uvijek zadovoljen. Prema tome kad konvergira ovaj
red konvergira ired (11,2). Ako je ovaj red divergentan, tada uslov (11,3) nije
uvijek zadovoljen. Tako naprimjer, ako je

un;?:O(I), n-+oo,

red (11,2) konvergira kada konvergira red

L th vno
ali ako je

un=O(I), n-+oo,

tada, u sluCaju kada uslov (11,3) nije zadovoljen, ne moze se tvrditi da uoceni red
divergira. Neka od ovih tvrdenja mogu se na lijep nacin interpretirati prema s1. 2

A B~

81. 2

2.2 Neka bude rastojanje izmedu tacaka An i Bn, n = 1,2,3,. . .,
izrazeno pomocu niza funkcija {Un(X}} koji ima slijedece svojstvo:

(11,4) Un(X»0, limun(x)=oo, n=I,2,3,..., za X;?:Xo.

(s1. 2)

x-+ co
Ako je

(II,S) lim Un(X»O za X;?:Xn,
n-+ co
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tada je oCevidno

lim ~(I-e-u,,+1(X»thv,,=S,
x-+ 00 0

gde je S=.L th v,," Ali ako je

(II,6) "lim u,,(x)=O, lim .LUi(x)=oo, x;?:xo,
n - 00 n-+oo ;=1

tada red

(II,7)
8 - U (x)T(x) = .L (l-e ,,+1 ) th

v"o
konvergira kada je

(II, 8)
"

- .LU (x)
lim e 1 i th v"< M, x;?:xo,

"
--+00

gad je M broj koji ne zavisi od x. Dakle, ako su ispunjeni uslovi (11,6) i (11,8),
onda je red .Lth v" zbirljiv po postupku (11,7).

Ako clanovi niza {u" (x)} zadovoIjavaju uslov (II,4) i uslov

(II,9)
00

U(x) = .LIU"H (x) -U" (x) I< M, x;?:
XO'

1

gde je M broj koji ne zavisi od x, tada njegovi clanovi zadovoljavaju uslov

lim U"(x) ~ 0, x ~ XO'
n->oo

Uslov (II,'.J) pokazuje da je maksimalno rastojanje dva granicna luka koji pro-
laze kroz ma koju od tacaka B", n = 1, 2, 3,. . ., za x>xo, (s1. 2) uvijek manje
ili najvise jednako vrednosti U (x) za x ~ Xo.

2.3 Ako niz {u,,} zadovoljava uslov

O<u,,<K, n= 1,2,3,...,
tada je red

(11,10) .L U,,+l th V"
ekvikonvergentan sa redom (11,2). No ovaj isti red bio bi ekvikonvergentan
sa redom

kada je

0< U" < K, n = 1, 2, 3, . . .
A"

Prema tome red (10) konvergira ako je

(II, 11)
il!!-

lim e 1 Ai
A"H th v" <M.

II--+00
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Dakle, ako egzistira taka v niz pozitivnih brojeva {An}koji bi zadovoljavao uslov
(11,11), tada red (11,10) konvergira, ali ako on ne bi egzistirao onda on ne bi
konvergirao. Ovo ocevidno proizlazi iz gore navedenog geometriskog posma-
tranja, jer kad je ispunjen uslov (11,11) za neki odredeni niz {An}, onda ostatak
reda (10) teZi nuli. U protivnom ako red (10) divergira, onda ne egzistira takav
niz {An} koji bi zadovoljio uslov (11).

U ocimo red

cp(x)=~anCPn(x), an>O.
1

Clanovi ovog reda pretstavljace povrsine cetvorouglova, kao sto je prikazato
na s1. 2, ako je

. -Un (X)
an=kthvn, k~l, CPn(x)=I-e ,x~xo, n=I,2,3,...,

gde niz Un(x) ima osobinu (11,4). Prema tome niz {CPn(x)} zadovoljava uslove:

(11,12)
{

O<CPn(x)<1 za x~xo

lim cPn(x) = I, n = 1,2,3, . . .
x-+ 00

Uslov (II, 9) dobija u ovom slucaju oblik

U(x)= ~
I

Ig I-CPn(x)
I

<M, x~xo'
1 1 - CPnH (x) I

gde M ne zavisi od x. Dakle, ovaj uslov, kao sto je pokazato u prethodnoj
tacki, izrazava da je niz {CPn(x)} kongerventan za svako x ~ Xo i da je rasto-
janje izmedu dva granicna luka koji prolaze kroz makoju od taeaka Bn' n = I,
2,3,..., manje i1i najvise jednako U(x) <M, X> Xo. Otud se prema Hardy-u
[8] moze formulisati ovaj stay:

Za regularnost po metodi cP potrebno je i dovoljno da budu u intervalu
(xo, 00) ispunjeni uslovi (II, 12) i (II, 13). U specijalnom slucaju ovi su uslovi
zadovoljeni ako je

(II, 13)

o < CPn+1 (x) < CPn(x).

Kod Hardy-a mjesto uslova (13) stoji uslov

T (x) = L ICPn+1
(x) - CPn (x) I < M.

Ovaj poslednji uslov je ispunjen ako je ispunjen usiov (13), jer je

T(x)<U(x) za x~xo'

Ova nejednakost je ocevidna kad se..uzme u obzir nejednakost

Lie
-Un+1 (x)

-e
-Un (x)

1< LI UnH (X)-Un(X) I, x ~ Xo-

Tako naprimjer red L an bice zbirljiv po postupku

(11, 14)
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Jer niz {~n(X)
I

{(I -
~f}

tome velicina

zadovoljava sve uslove gornjeg stava. Prema

( 1 n+l
1 - 1-~)

U(x)= 2: 19
1 n

=lgx

1-(1-~)

...---....
odreduje nam rastojanje izmedu granicnih lukova AoBo i AB (s1. 2).

Red (II, 14) konvergira ako je prema (11) za An= n ispunjen uslov
n

- t mam
1 n+l 1

lime (1-- ) -<M,
n->-oo x, n+l

n
gde M ne zavisi od x. Ovaj je uslov ispunjen kada je 2:mam""" 19n1X,

I
n-+oo

bice ispunjen

uslov kad se napise u obliku

I n I

lim e
--;; 7mam

It - ~ )
1+ --;;

(~ )
--;; n

n->-oo \ x n+l
ako je

<M,

(0(:E;;1). Ovaj

(II, 15)
1 n 1

- 2: mam->-O sa - kad n->-00.
n m~t n

Gornji rezultati prema Tauber-u mogu se na slijedeci nacin formulisati:
Svaki red 1;an(an> 0) zbirljiv po postupku

r->-l,

bice konvergentan, kada je zadovoljen uslov konvergencije (II, 15) ili uslov

n

2:
mam, ,

19 na. ,

1
2.4 Red

(II, 16)
00

2: an, an>O,
1

gde je prema (II, 10)

(II, 17) un+!= 1, an = k th Vn (k ~ 1, n = 1,2, 3, .. .)

prema (II, 11) konvergira ako je

(II, 18)

n
))'m

limet . an+!
<M'

n ->-00 An+l '

gde je {An} jedan podesno izabran niz brojeva.
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Iz us10va (II, 18) za
ex.

1 d
. ,

An=- s e uJe ovaJ
n_

I'
1+0; an

M1m n .-< ,
n-+-oo ex.

(II, 19)

jer je
n 1

.L
-IS) 19 n, n ->-00 .

1m

Prema tome red (II, 16) konvergira ako je u uslovu (II, 19) ex. > O. Tako na-
primjer red

1
.L 1+atn

konvergira za ex. > O.
Za odredivanje niza {An} moze nam korisno pos1uziti slijedeca teorema

Abel [1] - Dini [6]:

Ako red .LCn> C n > 0, divergira, red

C n

.L S; (Sn=.L cm),
n 1

konvergira za fJ.> 1, a divergira za fJ.~ 1.
Prema ovom stavu red

.L
Cn

S':,jSn,;-J ... Sn
--,

gde je

(II, 20)
n n C n Cm

Sn = .L Cm; Sn> 1 = .L ~, Sn>2 = .L
'

. . .,
1 1 Sm 1 Sm, 1 Sm

konvergira za fJ. > 1, a divergira za fJ.< 1.

Ako se u (II, 20) stavi cn= ~, dobice se tada niz: {Sf n>d. Izraz (II, 18) za
n

bice zadovoljen ako je

(II, 21) 1w S S~ Mn->-oon n,J'" n,j an <

za fJ.> 1, a za fJ.~ 1 neee biti zadovoljen. Prema tome imace se ovaj rezultat:

Ako je ispwzjen uslov (II, 21), onda red (II, 16) konvergira za fJ.> 1, a
divergira za fJ.~ 1.

Niz {SnA asimptotski se ponasa kao

(II, 22) Sn,j -- 0 (lgt+ln), n ->-00, i = 1, 2, 3, . .., (Cn=
~ )

gde je
191n=lgn, 192n=lg(lgn),..., 19jn= 19(lgj-l n).
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Ovo je ocevidno jer je

Sn.i=o (i 1_ )=0 ( f
~~ )=O(1giHn),

k n 19 n . . . 19in k X 19X . . . 19{ X

i=I,2,3,... .

n-+ 00,

Prema tome uslov (II, 21) na osnovu (II, 22) dobija sada ovaj oblik

(11,23) 0< lim(annlgnlg2n...lg~n)<M.
n-+oo

Dakle red (II, 16) konvergira ako je u (II, 23) f1.> 1, a divergira ako je
f1.:(; 1. Prema tome ce red

1
L ~ 19 n . . . 19~ n

konvergirati za f1.> 1 a divergirati za f1.:(;1.
2.5. - Geometriska interpretacija postupaka izvedenih u prethodnoj tacki

moze se izvesti na slijedeCi nacin.
Red (11,16) prema transformaciji an = kthvn> k ~ 1, moze se napisati

u obliku

Neka slijedeci niz tacaka u ravni Lobacevskog

n

Mn (sn>vn), Sn = L E Otm, (Otm> 0, E = :I: 1),
m=l

lezi na paraleli thy=e-x. Clanovi niza {Otn}oznacavace tada otstojanje izmedu
susjednih granicnih lukova koji pripadaju nizu {th vn}. Zbog toga ce se ubuduce
pretpostaviti da u redu L th Vn clanovi niza {vn} su prve ordmate ovih tacaka
koje leze na paraleli th y = e-X. Vodeei racuna 0 tome bice ocevidne slijedece
jednakosti

(11,24)

an+l th Vn+l EOtn
-= =e,

an th Vn

e'nan = ke'nth Vn= k, k ~ 1.

Prema tome moze se pisati
(11,25)
ili

(11,26) n

Iz uslova (11,23) proizlazi da se niz {an} asimptotski ponasa kao

-[lgn+lg2n +... +lg{Hn]
anCoOe , n-+oo.
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Odavde prema (II,25) sleduje, ako niz {sn} zadovoljava uslov

I '

Sn
11m

~ =,
n--oo 19 [n 19 n . , , 19 in]

(II,27)

tada dati red konvergira za [1.> 1, a divergira za [1.<: 1.
Iz gore recenog izlazi, da konvergencija reda (II,16) kod koga je

an= k th Vn>zavisi od kondenzacije granicnih koaksialnih lukova: th Vn, koji su
smjesteni izrnedu X ose i ose thy= e-X. Granicna vrednost te kondenzacije za
konvergenciju datog reda odreduje se prerna nizu {sn}' Uslov0ffi. (II,27) za [1.> 1
odredena je priblizno donja vrednost te granice. Tako naprimjer red (II, 16)
konvergira uvjek kada je

I '

Sn 01m-=c, c>
'n

Ovaj poslednji uslov bite ispunjen kad god je

lim c.rJ.n=P, p>O.
n--OO

Iz gore reeenog sleduje ovaj rezultat:

Red (II,16) konvergira ako je

lim an+!
= lim e--«n< 1,

~oo an

i/i kada je
Sn

lirn va,; = lim e
n---"'"OO n--+oo

n <1,

a divergira kada je

lim an+!
= lim eUn> 1,

;:;;; an n-'rOO
ili kada je

hm i1a:= hm e
n-+ 00 n-+ 00

U ovorn rezultatu sadrZana su poznata pravila Cauchy-a i D'Alembert-a,

Ako je niz {c.rJ.n}konvergentan, tada su prema (II,24) 1 (II,26) konvergent-
ni i nizovi

(11,28)

i oni konvergiraju prerna istoj granici, jer se prema Cauchy-evu stavu [4] 0
aritmetickoj sredini irna
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Prema tome za clanove red a (16) vazi slijedeca poznata teorema:
Aka jedan ad nizova (11,28) kanvergira, tada je

]. an+l ]. .Pr-::-
1m -- = 1m van,

n-+oo an n-+OO

Iz relacija (11,26) oCevidno sleduje

-lg(nlgn...lg~n)
11.-
V an C<>Je n ,n-+oo,

Prema ovom uslovu red (11,16) konvergira za (1.> 1 a divergira za (1.~ 1.
Ovaj se uslov moze napisati u obliku

n (1- va,;) C<>J 19~1 n, n-+ 00.

19 (n 19 n . . . 19j n)

Otud proizlazi ovaj stay:
Red (11,16) konvergira ako je

~ 19(nlgn.. .]gjn)
lim

n

divergira ako je

Ako se u

Jim
n (1- ya;;) ~ 1.

n-+ooIg(nlgn.. .lgjn)

izrazu (11,24) niz {ElXn}asimptotski ponasa kao

A
ElXnC<>J-, n-+ 00 ,

n
tada je

1-

an+l n
- C<>Je , n-+oo.

an

Iz ovog uslova slijedi Raabe-ov kriterijum:
Red (16) konvergira aka je

lim n (1 - anH

»

1;
n -+ 00 an

on divergira ako je

lim n (1 - an+1 )~ 1.
n ---+ 00 an

Iz relacija (11,25) i (11,27) sleduje
19(nlgn...lgfn) 19(annlgn...lgj-ln)+(1.1gHln

kane = e = , n-+ 00.
Odavde sleduje ovaj uslov

-1'
19(annlgn.. .l&n)

1m =-(1.,
n-+oo Igj+ln
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a iz njega proizlazi ovaj kriterijum [lOa]:
.

Red (16) kanvergira aka je
_
I' (1

19(ann 19n., .lgj_2n» ) 01m + < ;
n ->- 00 19jn

an divergira aka je

I ' (1
19 (ann 19 n , . . 19j_2n» ) 01m + - > ,

n->-oo 19jn

Ovaj kriterijum je znatno prosirenje poznatog logaritamskog knterijuma,
2.6. - Raspored koaksialnih granicmh lukova {th vn}, koji su smjesteni

izmedu x ose i paralele thy = e-x, najjednostavnije je posmatrati kada je niz
{th vn} monoton. Ovom nizu odgovara niz tacaka

n

Sn = L: IXm,

m=1

IXm>0,

na paraleli thy = e -x, gde je IXn rastojanje izmedu granicnih lukova th Vn-l
i th Vn.

Iz niza koaksialnih granicnih lukova {th vn} formiracemo ovaj parcialan
niz {th Vq }, koji ima svojstvo da bude niz rastojanja izmedu susjednih gra-

n
nicnih lukova, tj. niz

ogranieen. Ako niz {an} =={k th vn} monotono opada, dobija se tada

O<~q <M.
n

Iz ovih pretpostavki shjedi:

-.q
I) aq = ke n,n

Sq -Sq =~q =0(1), n->-oo;
n+l n n

2) da je ocevidan ovaj niz nejednakosti

qn+l

(qn+1-qn)aq+l< L: am«qn+1-qn)aq,
n m=~+l n

n=0,1,2,...,

iz kojeg proizlazi ova nejednakost

(II, 29)
00 00 00

L: (qn+1-qn)aq < L: an< L: (qn+1-qn)aq;
n=-n.

n Qn.+l n-==n. n
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3) da niz cijelih brojeva {qn+1- qn} treba da zadovoljava uslov

lim qn+2-qn+1. aqn+l <:I,
n-+oo qn+l -qn aq

n
iz koga proizlazi ovaj
(11,30)

Dakle, prema

qn+1 -qn= 0 (qn-qn-l), n~ 00.

uslovima (11,29) i (11,30) redovi

Lan i L (qnH-qn) aqn(11,31)

su ekvikonvergentni.
Iz gore recenog proizlazi ovaj stay Schl6milch-a [16]:
Ako niz cijelih brojeva {qn} zadovoljava us/ov

qn<qn+l ~ 00, n~ 00,

i us/ov (11,30) i ako niz {an} monotono opada, tada su redovi (II, 3 I) ekvi-
konvergentni.

2.6. - Odredivanje niza {An} moze se izvrsiti po slijedecem postupku.
Red

(II,32)

prema gore navedenom uslovu konvergira ako je

~bm Am

lime 1 anH
<M.

n~oo An+l

(11,33)

Za An= Iz In, (z = peei), niz

konvergira za

Ovo ima smisla

1
Iz l< .- £lr-

lim V bn
n-+oo

(11,34)

ako je

lim Vbn< limVSn<M;
n~oo n~oo

n

Sn= Lbm~oo, n~oo.
1

Za

gde je

(II,35)
n b

S 1 = ""
~n, L.. 'm~lSm

n

Sn= L bm~oo, n~oo,

m=l
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uslov (11,33) kad se uzme u obzir gore pomenuti stay Abel-Dini-a, bice za-
dovoljen ako je

(11,36) O<lim S/', ISm 1-1'" Sm 1Snan<M.-
Odavde sleduje ovaj stay:

Ako je ispunjen us/ov (36)
za p..> 1, a divergira za p..Z 1.

Iz uslova (11,34) i (II,36)
moze asimptotski ponasati kao

i us/ov Sn-+ 00, n-+ 00, onda red (11,32) konvergira

sleduje da se niz {an} u minimalnom slucaju

Odavde prema smjeni an = k th Vn izlazi potreban uslov da je niz ovih koaksi-
alnih granicnih lukova, tj. niz {th vn}, rasporeden tako ismedu X ose i ose
thy=e-x sto je rastojanje an izmedu granicnih lukova th vn i th vn+1 konacno
za svako n = 1,2,3,... Dakle da bi niz {an} bio ogranicen potrebno je da bude
zadovoljen uslov (II,34) i (II,36). Ako niz {an} monotono opada, tada su u
relacijama (II,34) i (11,36) sadrzani i potrebni i dovoljni uslovi da niz {an}
bude ogranicen. Prema tome ako se uoci red

(11,37)

gde je {Sq} parcijalan niz niza {Sn}, a {aq} parcijalan niz monotono opada-
n n

juceg niza {an}, onda ce on prema gornjem stavu konvergirati ako je

(II, 38) 0< Hm S~m ISqm /-1
. . .Sqnaqn-1< M,

n-+oo

gde je

Ako niz {Sq} zadovoljava uslov:
n

(II,39) -Hm~ <M,
n OO n

onda je u izrazu

aqn-l th Vqn-l

aq - th vqn n

niz pozltIvnih brojeva {an} ogranicen.

ean, n = 1, 2, 3, . . . ,

Prema tome niz

(II,40)

je ogranicen.
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Ako je
(HAl) n~ 00; lim bn > 0,

n--->-oo
tada je poznato da su redovi

2: an 2:anbn

ekvikonvergentni. Isto tako bice ekvikonvergentni redovi

(a)

kada niz {an} monotone
nejednakosti

opada, 8to se vidi iz slijedeceg izlaganja. Iz

koja je ocevidna s obzirom na pretpostavku da niz {an} monotone opada,
sleduje na osnovu (11,40) ova nejednakost

iz koje proizlazi one 8tO smo gore tvrdili. Dakle prema
uslovima red ~an je ekvikonvergentan sa redovima (a).

Iz gore recenog proizlazi ovaj stay:

gore navedenim

n

Ako niz brojeva {SqJ, gde je {SqJ parcija/an niz niza {Sn} - 2: bm (bn=
m=1

0(1), n--->-00; lim bn>O) zadovoljava us/ove:

Sq < Sq --->-00 ,
n n+l

-lim VSq <M,
n---+CXI n

i ako niz {an} monotono opada, tada su redo vi

"am an>O, i "(Sq -Sq) aqL.., L.., n+ Inn
ekvikonvergentni.

Iz ovog stava proizlazi ovaj:
Ako ntZ cijelilz brojeva {qn} ~adovoljava us/ov

i us/ov
(H,42) !im n<M,

i ako niz {an} monotono opada, tada su redovi

2:am an>O, i 2:(qnH-qn)aqn

ekvikonvergentni.

Z Publikacijc NIl 42
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Uslov (II,42) je zadovoljen u specijalnom slucaju ako je

qn+l = 0 (qn), n -> 00 ,

qn+1 - qn= 0 (qn- qn-l)' n -> 00.
Otud iz gornjeg stava slijedi poznati stav SchlomiIch-a.
Prema gore recenom moze se formulisati ovaj stav [lOb]:
Neka bude funkcija f(x) u intervalu (0,00) pozitivna i monotona

niz {an} zadovoljava uslov
an>O, an = 0 (1), n-> 00; lim an>O.

i neka

n-+oo
Tada su redovi

2: an+d(Sn),

ekvikonvergentni ako je

n
Sn= 2: am,

m=l

lim -V Sq <M,
n~oo n

gde je {Sq,,} parcijalan niz niza {Sn}'
2.7. - Neka bude f(x) neprekidna funkcija koja je u intervalu (0, 00)

ogranicena i pozitivna. Kad se ona napise u obliku

f(x) = k th q> (x), k ~ 1,

(c)

X.t.
81. 3

~
tada na njenom grafiku (C) u ravni Lobacevskog (s1. 3) velicina xiAi odreduje
granicni luk k th q>(Xi) kome je osa X osa.

Ako interval [a, b] tackama Xl' x2' . . ., Xi,"" Xn-l, podijelimo na n
dijelova i ako sa PI i Ql oznacimo povrsine upisanih odnosno opisanih
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eetvorouglova, a sa Ji povrsinu ogranicenu sa lukom AiAi+1 krive (C) i granic-
~ -

nim lukovima xjAj i xj+1Aj+1 i x osom, onda ce biti ocevidna ova nejednakost

Odavde proizlazi ovaj elemenat za povrsinu J

dJ = kth
(j)(x) doc,

gde je
doc= 1 - e-dx, x> O.

Odavde proizilazi da je Stietjes-ov integral funkcija f(x) u ovom slueaju jednak
Rieman-ovu integralu, tj.

b b

jf(x)doc= jf(x)dx.

a a

Geometriski ovaj intpal pretstavlja prema slid 3 onu povrsinu J koja je

ogranicena lukom AB krive (C), granicnim lukovima k th (j)(a) i k th (j)(b)
i x osom.

Uocimo na krivoj (C) niz tacaka
n

Mn (Sm f(Sn», Sn = 2: am .
m=l

Ako je funkcija f(x) u intervalu (0,00) pozitivna i monotona, tada prema uslovu

(1I,43) eSnf(Sn)-+oo, n-+oo, (an>O,J(Sn)=kth(j)(Sn»,

bice ocevidan ovaj niz nejednakosti:
Sn

(l-e-an)f(Sn-l)~ j f(x)dx~ean(l-e-an)f(Sn)' n= 1, 2, 3,...,

Sn-l
ili ovaj

(1I,44 )
Sn

eCXn(l-e-an)f(Sn)~
J

f(x) d x~ eUn- ocn(l-e-an)f(Sn-l)'

Sn-l

n=1,2,3,...,
gde je

ea.,,=f(S"-l), (an>O, a.n=O(l), n---+oo).
f(S,,)

Odavde proizlazi da red
(lI,4S)

konvergira kad konvergira integral

(11,46)
00

J f(x) dx.
o

2*
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a kad ovaj integral divergira onda divergira ired

(II,47)
Ako

(II,48)
se uoci red

onda je on, kako je to ranije receno, ekvikonvergentan sa redom (11,44) ili
sa redom

gde je

Zbog toga red (11,47)
Isto tako red

(II,49) LaJ(Sn-l)

je ekvikonvergentan sa redom (II,47) ili sa redom

L ean/l...n(1- eanP"'n)f(Sn-l) An(an = 0 (An), n -->-00 ).

Otud u vezi uslova (11,44) proizlazi da red (11,49) divergira
integral (II,46).

Iz gore recenog proizlazi ovaj stay Denjoy-a [Sa].

an = 0 (An), n -->-00.

konvergira ako konvergira integral (II,4S).

kad divergira

Ako je
n

Sn= L am-->-oo, n-->-oo,
m=1

i ako funkcija f(x) monotono opada, tada iz konvergencije integrala (11,46) slijed!
konvergencija reda (1I,48) (J iz divergencije ovog integrala slijedi divergencija
reda (1I,49).

Uocimo slucaj kada an-->-oo,n-->-oo. Prema slijedecoj podjeli intervala
[Sn-l, Sn]

i za

ex=l-e
Sn

bice integral Stieltjes-a funkcija xf(x) tj. integral
J

xf(x) d ex, jednak integralu

Sn-lSn

Riemann-a Jf(x) d x. Zbog toga, kada je funkcija f(x) u intervalu (0,00) pozi"

Sn-l
tivna i monotona i kada zadovoljava uslov (11,43), bite ocevidan ovaj niz
nejednakosti:

( - an) Sn-l +an/Sn ( -
an ) an

1- e Sn Sn-t!(Sn-l) < .f
f(x) d X < 1- e Sn eSn SJ(Sn), n

= 1, 2, 3, . . .
Sn-l
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Prema ranije recenom niz {lXn} U izrazu

SJ(Sn) th q>(Sn) - CXn
-~-=--=e ,
Sn-1f(Sn-l) th q>(Sn-l)

ako je

n = 1, 2, 3, . . . ,

bice ogranicen
---nr-tim if Sn<M.
n-+OO

Zbog toga se gornJl lllZ nejednakosti moze napisati u obJiku

Sn-l +an/Sn

AaJ(Sn) < S f(x) d x < ~n/Sn anf(Sn), n = 1, 2, 3, . . .
Sn-l

Odavde izlazi da je red Lanf (Sn) ekvikonvergentan
Iz gore recenog proizlazi ovaj stay [lOb]:
Ako niz {an} zadovoljava uslove:

sa integralom (11,46).

(11,50)

i ako je funkcija f(x) u intervalu (0, 00) pozitivna i monotona, tada su red

i integral
00

Sf{x) dx
o

ekvikonvergentni.

Uslov (11,50) bice u specijalnom sIucaju zadovoljen ako je

Sn = 0 (Sn-l)' n -+ 00.

Otud iz gornjeg stava rezultira stay Karamate J. [11]. Ako je O<an<M, tada
iz gornjeg stava rezultira stay Litlewood-a [13].

III. FUNKCIONALNI REDQVI

3.1. - Uocimo u ravni Lobacevskog niz tacaka [JOe]

(11I,l) Mn
C~ol

Urn(xo) [ , I Vn(xo) I)'
n = 0, I, 2, . . ., (uo (xo) = 0)

ciji je polozaj u odnosu na pravougle koordinate Oxy odreden pomocu prvih
koordinata. PolazeCi od ovog niza tacaka moze se, kao sto je to receno u
prethodnoj glavi, formirati red

(111,2)
00

2: (1- e
-I Un+l(Xo)l)th I Vn(x) I.o
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Geometriski lako je uociti da ovaj red konvergira ako egzistira prava
x = C, C>O, koja bi bila presecena sa svim paralelama koje su povucene kroz
tacke (III, 1) u pozitivnom smjeru x ose. Elementarnim putem dolazi se do
slijedeceg uslova za egzistenciju prave x = C:

n
2: Ium(xo) I

lim el th IVn (xo) 1<M.
n-+OO

Otud iz uslova n
2: Ium(x) I

-1
lim e thIVn(x)I<M, xE[a, b],

n-+OO

gde je M broj nezavisan od x,
vara prava x= C, C ~ 0;

2) ostatak reda

(111,3)

sleduje: 1) svakoj tacki iz intervala [a, b] odgo-

~(I- e -I um+l(X)I th IVn (x) I
o

uniformno konvergira ka nuli kada je

Jim Ivn(x) I=0, x E [a, b].
n-+OO

Odavde proizlazi ovaj rezultat:
Ako je

(111,4)

n
2: 1

um(x) I
lime

1.
thIVn+tCx)I<M; Vn(x)-+O, n-+oo; xEla,bl,

gde je M broj koji ne zavisi od x, red (II/,3) uniformno konvergira u intervalu [a, b).
Ako se uoci red

2:lXn(X)~n(x),

onda ce on biti u intervalu [a, b] apsolutno ekvikonvergentan red sa redom

2: (1- e
-I ~n(x) I) IlXn(x) I ,

gde je prema redu (III,3)

I~n
(x) I= Iun+!

(x) I i IlXn(x) I = k th Ivn (x) I
'

k~ I,
Hi redu

kada je
~n(x)=O(An)' n.-;oo,xE [a,b],

gde je {An} jedan podesno izabran niz pozitivnih brojeva. Odavde prema gornjem
rezultatu moze se formulisati ovaj stay:



Prilozi proucavanju nekih problema iz teorije redova 23

Ako egzistira takav niz {An} sa pozitivnim C/anovima da SU ovi us/ovi
zadovoljeni

n

(111,5)
lim em~l

Ami ~m(x) IICXn+1(x)
1< M; Icxn(X) I=O(An),n~oo, E x[a,b],

n~Q()
An+l

gde je M broj koji ne zavisi od X, tada red

(III, 6)

uniformno konvergira u interva/u [a, b].

Niz {An} treba odrediti tako da se niz
{ i 1.:'1~m(X) I

}
asimptotski po-

m=l
nasa kao

n

L Aml~m(x)I=O(lgn), n~oo, xE(a,b].
m=l

Tako naprimjer ako &e uoci red
Q()

L (xn_xn+~)

o
i stavi

An=~(CX>O); ~n(x)=xn i CXn(x)= I-x,
n

tada ce se, kad se pusti da x~ 1-0, dobiti prema u!Olovu (111,5) ovaj oblik

1- ( I
)- lim (n+l)(l-x)l-CX, x~I-O x=I-- .

(X n-'?oo n

Dakle sa cx~ 0 uslov (III, 5) nije uniformno zadovoljen,
red ne konvergira uniformno u intervalu [0,1].

Ako je red

pa prema tome ovaj

u intervalu [a, b] uniformno konvergentan, tada ce red (III, 6) uniformno kon-
vergirati u ovom intervalu ako je

n

- 2: I~m (x) I
lim ell CXn+1(X) I <M.

n~Q()

Ovaj ce uslov biti zadovoljen ako je u ovom intervalu niz {cxn(x)} uniformno
ogranicen. Odavde proizlazi ovaj poznati stay:

Ako u interva/u [a, b] red k I~n (x) Ije uniformno konvergentan a niz{cxn(x)}
uniformno ogranicen, tada red (111,6) uniformno konvergira u ovom interva/u.
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Prema uslovu za uniformu konvergenciju reda (6)
n

2: Am I~m (x) I IIX (X) I_
1
. 1 n+l <M za X E [a bl1m e ., ,

n-oo An+l

a na osnovu poslednjeg stava moze se formulisati ovaj rezultat:
Ako je u intervalu [a, b] red ~An I~n (x) I uniformno konvergentan a niz

{
IlXn

A~) I} uniformno ogran,icen tada je u ovom intervalu red (III, 6) uniformno

konvergentan.
Tako naprimjer Dirichlet-ov red

(III,7)

bice konvergentan za onu vrednost s za koju je ispunjen uslov
n
2: Am IOCm

1 -1.n+lX

lim el e /An+l < M

gde M ne zavisi od x. Ovaj uslov bice ocevidno ispunjen za

R(s» lim

Ako se uoci Dirichlet-ov red (III, 7) tada ce on, prema recenom u glavi
II, apsolutno konvergirati za one vrijednosti broja s u kojima je zadovoljen uslov

- 1.ns
I

- r 19n
lane =kth!vn(x)l, ,e , n-OCJ (k>l, r>I).

Odavde se dobija apscisa x = c apsolutne konvergencije ovog reda

Isto tako imace se za Taylor-ov red

ovaj uslov

- r 19 n
Ian zn I=

k th IVn (x) I , , e , n - OCJ,r> 1.

Odavde proizlazi Cauchy-Hadamard-ov kriterijum za odredivanje poluprecnika
konvergencije R

R = 1/lim V'lll,;l .
n-OO
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IV. NEKE POSLEDICE PRINCIPA HIPERBOLICNE METRIKE

4.1. - Uocimo u ravni Lobacevskog dvije ose II i 12, Ovim dvjema osama

neka odgovaraju granicni lukovi is i PQ (s1. 4).

B Q
B. Q1 1

A P,1 .

A P

Sl. 4

Neka bude prema (1,8)

(IV,I) iB=sh~= .
Rlz2-Z11 -,

2 V (~2-lz112)(R2-lz212)

fQ = th ~ =
R IZ2-:=.Zll(AB=r).

2 IR2-Z1Z21

U I ode1jku ovog rada data je biunivoka korespondencija izmedu tacaka
ravni Lobacevskog i tacaka kruga Iz 1= R. Ako je funkcija f (z) regularna u
krugu Iz 1< R i ako je If(z) 1:(; M za z:(; R, tada se i funkcijom

(IV,2)

R
w=~(z)=- fez)

M

postize takode biunivoka korenspondencija izmedu taca.ka ravni Lobacevskog i
tacaka kruga Iw I< R. Prema tome imace se

IB = sh ~ =
M (f(Z2) - f(zl) I

(IV, 3) 11
2 V(M2-lf(Zl)12) (M2-lf(z2)12)

(IV,3) ~ =th !!.= Mlf(~!(zl) I,
2 1M2- f(zl) f(z2) I

gde je prema (s1. 4.) A1B1= r1, Dakle, ako funkcija w = cp(z) jednoznacno preslikava
oblast Iz I < R na oblast Iwi < R, onda ce se ovom funkcijom jednoznacno
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preslikati granicni lukovi (IV, 1) i (IV, 2) u njima odgovarajuce koaksialne gra-
nicne lukove (IV, 3).

Iz gore recenog, kad se uzme u obzir princip hiperbolicne metrike [15],
sleduju ove jednakosti:

Mlf(Z2)-f(Zl)I
=e-d Rlz2-Z11

V(M2 -If(Zl) 12)(M2 -If(Z2) 12) VR2 -I zll2) (R2 -I z212)
,

(IV,4)

gde je

~ Sh'l th~
A1B1_-2- -d P1Q1_-2- -d' (d -AA d '-PP )- - e , - - e - l' - l'
AB sh~ PQ th~

2 2

U specijalnom slucaju, ako je f(O) = 0, ove jednakosti svode se na sledece:

If(z) I=
M Iz I , If(z)

I=
M e-d' Iz I.

V
Z

\

2 RR ed-(ed-l)1
R

Odavde za d = d' = 0 sleduje u oba slucaja If(z) I= M. Dakle did' pretstavljaju
R

rastojanja odnosnih granicnih lukova. Ovo rastojanje jednako je nuli za funkciju

f(z) = Me(1.iz, a postaje beskonacno veliko ako je f(z)=f(Z2) za Zl*Z2' Prema
R

tome ovo rastojanje je uvijek konacno u onoj oblasti Dz u kojoj je funkcija
f(z) univalentna, dok postaje beskonacno veliko u izvjesnim tackama oblast Dz
u kojoj je funkcija multivalentna.

Iz gore recenog sleduju ovi rezultati
Ako je fWlkcija f (z) regularna u krugu Iz i< R i ako je If (z) I < M za

Izi <R, tadaje
Mlf(z)-f(zo)I Rlz-zol

- ,,:::
V(M2-lf(z) 12)(M2-lf(zo) 12)"'" V (R2-1 Z12) (R2-1 Zo 12)

(IV,S)

ili

(IV, 6)
Mlf(z)-f(zo)I Rlz-zol

< -
IM2- f(zo)f(z) I IR2_Z0Z I

u krugu 1z I< R dostize u oba slucaja sarno ako je f (z) =gde se jednakost
M.-eY.1z.
R
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Nejednakost (IV, 4) za Z = 0 i f (0) = 0 svodi se na poznatu Schwarz-ovu
nejednakost

M
f(z)<-Izi

R
(Iz I< R) .

Odavde sleduje

f(z) =
I ~

e-d' Iz I,

gde je
,]

~Q]=th2
= e-d' (th'i=

l

f(Z)

j

, th-'"-=

I

~
\

)'
A]B] th-,"- 2 M 1 R.

2

Dakle, prema Schwarz-ovoj lemi funkcija rp (z) =
R f(z) preslikava granicni luk
M

-- --.PQ u granicni luk PI QI kao sto je to na (sl. 4.) prikazato.

4.2. - U I odeljku ovog rada data je biunivoka korespondencija izmedu
tacaka ravni Lobacevskog i tacaka jedne od poluravnina: Re z >0 i 1m Z >0.

Lukovi (sl. 4):

AB = sh ~ =
Iz - ZoI , A;B]

= th ~ =
I

z - Zo

I

;
2 2VImz.Imzo 2 Z-Zo

-- , Iz-z I --. r

I

z-zo'
l

A B = sh - = --c-:--~, A] B 1= th - = =
2 2VRez.Rezo 2 Z+ZOI

preslikace se funkcijom w = f(z), ako je 1mf (z) >0 za 1m Z >0 Hi ako je

Re f(z) >0 za Re z >0 i ako je regularna u odnosnim poluravninama, respe-
ktivno u slijedece granicne lukove:

(IV,7)

i PQ=sh..'i= If(z)-f(zoL, P&]=th!l=
!

f(Z)-f(zo)

\

;
, 2 2VImf(z), Imf(zo) 2 f(z) - f(zo)

J PQ = sh..'i=
If(z)-f(zo) I =PQ =th 'iJ.[(z)-f(zo)

[

.
~

2 2VRef(z) Ref (zo) 2 If(z)+f(zo)

Iz gore recenog i principa hiperbolicne metrike sleduju ove jednakosti:

(IV,8)
If(z)-f(zo)I

- -d Iz-zol

VImf(z) Imf(zo)
e

VImzImzo'

(IV,8)
I

I

I(Z)-f(zo)

\

=e-df

I

z-~
I ;

f(z)-f(zo) z-zo I
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(IV,9)

I/(z)-I(zo)1 -d Iz-zol-e . ',
v'Re!( z) Rel(zo) VRe z Rezo

I/(Z)-~)

I

=e-d'i
z-zol,

I/(z)+/(zo) I z+zo I

gde je did' otstojanje izmedu odnosnih granicnih lukova. Odavde sleduje:

Ako je lunk cija I (z) regularna u poluravnini 1mZ> 0 ili u poluravnini
Re z>O i ako je Iml (z) >0 za Imz>O, iIi ako je Rei (z) >0 za Rez>O,
tada se respektivno ima

(IV, 10)
'r/(z)-/(zo)1 iz-zoi I/(z)-/(zo)1

I

z-zo

l

'Vlm!(Z)/m!(zo)<C:lilmZlmZo' I/(z)-/(zo)/<C: z-zo '

I/(z)-/(zo)1 Iz-zol l(z)-/(zo)

1

[

=-zo

lVRM~
<C:

VR;zR;z;' !/(z) + I(zo)
<C:

z + Zo '
(IV, 11)

gde se jednakost u poluravnini dostiie lunkcijom I (z) = M. z.
Poslednja od ovih nejednakosti je poznata kao osnovna nejednakost Julia.

4. 3.- Granicne lukove (IV, 1) i (IV, 2), kao 8tO je to receno u tacki 1.,

jednoznacna analiticka funkcija rp(z) = ~I
(z) (1,/(z)I<M za Iz 1< R) preslikava

u granicne lukove (IV, 3). Isto tako granicne lukove (IV, 3) ova ista funkcija
,-.., ,-..,

preslikava respektivno u granicne lukove A2B2 i P2Q2. Dakle, funkcija

~ , ..-...
preslikava granicne lukove AIBI i PI QI u grahicne lukove A2B2 i P2Q2. gde je
dl i d'l njihovo odgovarajuce rastojanje. Prema tome je

.

,-.., ,-..,,-.., ,-..,

AB= e-(d+d,JA2B2, P Q = e-(d+d,JP2Q2.

Ako se ovaj po stupak iterira n-puta, tada se dobija niz funkcija

(IV, 12)

i njima odgovarajuCi niz granicnih lukova:

(IV, 13)
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~
M

I

h (~f(Z2»)- In(~/(ZI»)
IPn Qn = -~-

.

I

M2_ln(~/(ZI»)/n(~hZ2»)
I

Iz gore recenog sleduju jednakosti:

I

AB=/nA:Bn (sn=d+d1 + . . . +dn-l),

~ ,~

PQ=/npnQn (s~=d'+d'b+" .,+d'n-l),
~ -----

gde je di i d'i otstojanje respektivno izmedu granicnih lukova AiBi i Ai+1Bi+1,
----

Pi Qi i Pi+1Qi+l; Niz granicnih lukova (IV, 13) ili (IV, 14) cini jedan monotono
opadajuCi niz ~ ~ ----

AnBn<An-1Bn-1; PnQn<Pn-1 Qn-1'

Prema tome ovi nizovi granicnih lukova konvergiraju. Ako bi granice ovih
nizova bile razlicite od nule, tj. ako bi bilo

(IV, 14)

(IV, 15)

~ ~ ~ ~

limAnBn = AoBo, lim PnQn = PoQo
n~ 00 n---+oo

tada bi prema (IV, 13) i (IV, 14) bilo

lim R
f, 1~/(Z1» ) =(1. (0<1 (1.1<R),

n-+OOM
n \ M

)im~r (R
1(-: »)=~ (O<I~I<R).n-+OOMJn M

2

Tacke (1.i ~bile bi tada fiksne tacke funkcije cp(z) = ~ I(z):
M

1«(1.)=
M (1.i/(~)= M

~R R
i to atraktivne tacke. Niz (IV, 13) i (IV, 14) za Z1= (1.i Z2= ~ ne bi bio monoton,
tj. ne bi bio uslov (IV, 15) zadovoljen, sto je prema principu hiperbolicne
metrike nemoguce. Isto tako uslov (IV, 15) ne bi bio ispunjen kada bi, recimo,
tacka (1. bila indiferentna Hi repulzivna tacka funkcije cp(z). Dakle, nizovi (IV, 13) i
(IV, 14) konvergiraju uniformno ka nuli, jer je

lim li h (li I (Z1))= lim In (li I (Z2))= (1.

n-->"" M M n-+"" M

(Z1 oF
Z2' I (1.1~ R).

Funkcija I (z) =
e(X.jzcini invarijantnim granicne lukove (IV,

Tako i funkcija
I) i (IV, 2).

cini invarijantnim

I(z) =e(X.j z-zo
(lzol< 1)

1 - Zoz
granicne lukove (IV, I) i (IV, 2) za R = 1
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Iz gore recenog sleduje ovaj
Stay 1. - Ako je funkcija w = f (z) regularna u krugu Iz I< R, ako ona

nije oblika

(IV, 18) f(z) = eAi z, f(z)=eAi z~o (lzol<I),
1 - Zoz

If(z) 1<M za Iz I<R, tada niz iteracija funkcije cp(z) =
R

f(z)tj.niz
M

i ako je

gde je

konvergira odredenoj konstanti 01: koja leii u krugu
1

z I= R ili na njegovom rubu.
Fiksne tacke ove funkcije za Iz

1 < R leie na rubu kruga Iw I= M lzuzev
atraktivne tacke 01:, gde je !01:I~ R.

Fiksne tacke makoje od supstitucija

z-z p
(lzpl<l, p=I,2,...)

1 - zpz

nalaze se na rubu kruga
1 z I= 1 od kojih nijedna prema

atraktivna. Prema tome fiksne tacke racionalne funkcije
gornjern stavu nije

n z-z
R (z)=II -p (IR(z)I<lzalzl<I),

p~1 l-zpZ
.

leze na rubu kruga Iz I= 1 od kojih jedna je prema stavu 1.
se uoci racionalna funkcija oblika Fatou-a

atraktivna. Ako

n-I z-z
w=R(z)=[1.z II

p
(1[1.1<1)

p-ll-zpZ

tada je fiksna tacka z = 0 atraktivna tacka, dok ostale fiksne tacke za
1

z I~ 1
mogu da leze sarno na rubu kruga Iw I= 1. Niz iteracija ove funkcije, tj. niz
{Rn (z)}, uniformno konvergira ka nuli. Funkcija

(IV, 19)

K (z) = lirn
Rn(z)

(K' (0) = 1),
D--,)oCX) sn

gde je
n-I

Sn= II (-zp) (lsl)<l),
p~1

zove se funkcija Koenigs - a. Ako je funkcija definisana redom
00

fez) = .Lan zn
o

(an->-oc,n->oc; Ifn (z)I<M za !zj<R),



Prilozi proucavanju nekih problema iz teorije redova 31

tada funkcija cp(z) =!! fez) moze u krugu Iz I< R prema gornjem stavu imati
M

tacku, dok na rubu kruga Iz I= R ne moze imati nijednusarno jednu fiksnu
fiksnu tacku.

Funkcija

fez) =
an zn-I + . . .+ a2z + al

(a;#=O, i=0,1,2,...)

je regularna u krugu Iz I= R, gde je z = Re(J.;nul a polinoma anzn+ . . . + al'

Fiksnetackefunkcije cp(z)=.!! f(z) ([I'(z)I<Mza Izl<R) nalaze se rjesenjem
M

jednacine

Prema stavu 1. ova jednacina moze imati jedan i to sarno jedan koren
u krugu Iz I < R. Ako su kod polinoma n-og stepena sledeci koeficijenti jednaki
nuli: am= 0, m = 2,3 ..., n-l, tada se jedan i to sarno jedan koren jednacine

R n-I
a"zn+alz+ao-=O nalazi u krugu Izl< II~

\

'M \J Ian

4.4.- Ako je If(z)I<M za Izl<l, tada funkcija cp(z)=f(Z)ima prema
M

stavu 1. u krugu Iz I= 1 ili na njegovom rubu atraktivnu tacku z = oc, sve ostale
fiksne tacke leze na rubu ovog kruga. Ako je tacka z = oc (loci< 1) atraktivna

tacka funkcije cp(z) =
f(z),

tada ce njen Taylor-ov razvoj glasiti
M

00

f(z) = L:an(z-oc)n (Iz-ocl<r, ao~Moc)
o

(r je poluprecnik konvergencije ovog reda). Prema tome funkcija

ijI (z)=f(z)-Moc

(z-oc)f'(oc)

je regularna u krugu !z-ocl<r. Ako se uoci na rubu kruga Iz-ocl=p (p<r)
tacka z = ~1' tada ovoj tacki i tacki z = oc odgovara granicni luk

M' 1'Y(~l)-'Y(a) I
1'1' )

1 M' )
vM2-I'Y(oc)[2)(M2-1'Y(~1)12)

( (z < .

Odavde prema (IV,S) sleduje nejednakost

M'21 A -oc-(~l -oc)J' (oc)12 p2(IV,22)
(M'2pZjJ' (oc)12-[A-MocI2)(M'2"-1) <r2-p2

(A=f(~l);p<r),



32 Lazar Karadzic

a iz ove sledeca
M'2(IA-Mexl-plf'(ex)I)2 p2

<-,
(M'2 p2!f' (ex)12-I A - Mex12)(M'2 - 1) r2- p2

iJi na kraju ova

(M'2 r2- p2) IA -Mex 12 - 2M'2 (r2- p2)If' (ex)IpiA -Mex I+

+ M'2(f' (ex)12p2(r2-M'2 p2)<0.

Poslednja nejednakost bice zadovoljena ako je

M'plf' (ex)I(r- pM') M'p If' (ex)I(r-pM')

M '
< IA-Mexl<

M'
.

r-p r+p

Neka bude funkcija w=f(z) univalentna u krugu Iz-exl<p (p<r) i neka
bude na rubu kruga Iz - exI= p tacke ~l i ~2 u kojima je

f(~l) = f(~2) = A

(IV, 23)

za funkciju fez) mjesto nejednakosti (IV, 22) ima se sledeca

M'lf' (ex)IA-Mex LI ~2-~11 <
rl ~2-~

M'2 p2/f' (ex)12-1 A-Mex 12 r2-p2
ili u obliku

r IA -Mex 12+ M' (r2- p2) If' (ex)II A -Mex I-M2rp2/f' (ex)12<0.

Ova nejednakost zadovoljena je ako je

IA -Mex 1< M'If' (ex)Ip2.
r

Iz ove nejednakosti i nejednakosti (IV, 23) sleduje ova nejednakost

M' pif' (ex)I(r - pM')
<

M'If' (<<)1p2 .
M'r - p r

Ova nejednakost, kad se napise u obliku

p2-2M'rp+r2<0,
bice zadovoljena ako je

r(M'-VM'2_l) < p<r(M' + VM'-I).

Iz gore recenog proizlazi ovaj
Stay 2. - Akojefunkcijaf(z) regularna u krugu Izl< 1 (If(z) I<M, Iz i< O.

ako je z = ex (I exI < 1) atraktivna tatka funkcije ~ f (z), tada je ona univa-
M

lentna u izvjesnoj oblasti ~z koja sadrzi tatku z = ex.Ako je
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Taylor-or razvoj fwzkclje f (z), tada je ona univalentna u krugu

p = Iz - exI= r (M' - VM'2 - 1)

(If(z)-Mex 1<1f' (ex)!M' Iz-ex I; Iz-ex I<r)(IV, 24)

gde se jednakost dostize funkcljom

fez) =
M' (z-ex)f' (ex)(r-z + ex)

+ Mex.
M'r-z+ex

Poslednja jednakost iz ovog stava sleduje iz nejednakosti (IV, 23) kada
se ista napise kao jednakost pa potom zamijeni svuda p sa z - ex.

Ako je ex= 0, tj. ako je f (0) = 0 i ako je f' (0) = 1, tada je u gornjim
obrascima M' =M. Otud iz gornjeg stava proizlazi ovaj stay Montel [14] -
Landau [12]:

Ako je funkcija
f(z)=z+a2z+. . . +a"zn+. . .

holomorfna u krugu [z[<1 i akoje [f(z)I<M za z<l, tadajefunkczjaf(z)
wzivalentnau krugu

p=M- VM2-1

gde se jednakost dostiZe fwzkcljom

f(z) =
Mz (I-Mz).

M-z

4.5. - Posto niz (IV. 13) kao i niz (IV, 14) uniformno konvergiraju
prema stavu 1. ka nuli, to ce u jednakostima (IV, 15) sn-->00,n -->00, i sn' -->00,
n -->00. Ovi nizovi se asimptotski ponasaju kao

~ ~

Sn = o (lgAnBn), n-->00; sn' = 0 (lgPnQn), n -->00.
Redovi

~ oo~.,., 00, ,

AB + L A 11 1 P Q + L P Q
1 ~n 1 n n

konvergiraju za svaku tacku ZI' Z;l= z i ex koja lezi u krugu Iz I<R, zato 8tO
uniformno konvergira red

F(z) = Iz - ZI 1+ f jtn(:f) (z)- fn (:f (ZI»)
I
'

koji geometriski pretstavlja parcijalnu sumu strana izlomljene linije koja kon~
vergira ka tack! ex. Kad se uzmu u obzir relacije (IV, 15), ovaj se red moze
napisati u obliku

3 Publikacije No 42

.
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Odavde iziazi da je red

(IV, 26)
~ Ifn' (~f(Z) ) I

(/0 (z) = fez); Iz I< R

ekvikonvergentan sa redom

jer je prema (IV,

~
e-s. (M -Ifn (~f(Z»)

I

(I z I< R),

IS)

Mlfn' (~f(Z»)
I

M2_Jh (V(Z»)12

Posto posIednji red konvergira, jer konvergJra red (IV, 25), to i red (IV, 26)
uvjek konvergira.

Iz gorerecenog proiziazi ovaj rezultat
Ako je fwzkcija fez) regularna u krugu Iz I<R, aka je If(z) I< M za Iz i

< R i ako je IX (I IX I< R) atraktivna tacka funkcije q>(z) =
R fez), tada red
M

~
f' n (~f(Z») (/0 (z) = f(z»

apsolurno konvergira u krugu Iz 1<R.
Ako je f (z) homografija

f(z)= az+b
(ad-bc= I; Ifl<Rza Iz I<R),

cz+b

koja ima atraktivnu tacku IX i ako je niz iteracija ove funkcije

to ce red
00 1

f (CnZ+dn)2
(co=c, do=d)

prema gornjem rezultatu apsolutno konvergirati u krugu Iz I<R.
Uocimo konacan niz koaksijalnih granicnih lukova

Funkciju

PQ =
I

~-zm

I

(O<lzml<l; m=I,2,..., p).
m m 1 -Zm-Z

z-zTm(z)= ~. m= 1,2,..., p,
1- z",z
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kao 8to je to gore receno, Cini invarijantnim sarno jedan od ovih granicnih
~ .

lukova i to PmOm, dok ostale granicne lukove po mer ace u pravcu u
kome koaksijalne ose konvergiraju. Ako se ovim funkcijama nastavi uzastopno
pomjerane datih granicnih lukova, dobice se tako jedan beskonacan niz gra-

~
nicnih lukova PnQn koji konvergira ka nuli tj. bice

lim Tn ("') - Tn Zm
n-+OO1- Tn (zm) Tn (z) = 0 (m = 1,2,..., p).

Na taj naCin se dobija od p datih funkcija niz iteracija {Tn (z)} koji

konstanti iX, tj. bice
konvergira

lim T. (z) = IX
n--+OO n ( IIX I< 1).

Kako je prema gore recenom

to ce red

konvergirati. Odavde a na osnovu ranije recenog sleduje apsolutna konvergen-
cija reda

~Tn' (z).
I

Zbog toga ce 6-funkcija, tj. funkcija

6 (z) = i: H (Tn) T,,' (z)
I

Izl<R),

gde je H(z) racionalna funkcija, apsolutno konvergira i u krugu Iz I<R.
Prema gore recenom moze se formulisati ovaj
Stay 3. - Neka budu clanovi niza {I" (2')} regularne lunkcije u oblasti

Dz, neka bude I/"(z) I<M za z E Dz. Ako je zadovoljen uslov

(IV, 27) II" (z) - /" (zo) I 1/,,-1 (z) -I" (zo) 1

V(M2
-II" (z) 12)(M2 -II" (zo) 12)< V(M2 -1/,;-1 (z) 12)(M2 -l/n-1 (z) 12)

(n = 2,3, . . . ; Zo, z E Dz;
I"

(Zo) =F1"-1 (Zo)),

ili sto je isto uslov

1/,,(zC~(zo)i
<

1/,,-1 (Z)-ln-1(Zo)1

1M2-1" (zo)/,,(z) I IM2-ln-1 (Zo)ln-1 (z) i

Un (Zo) =FIn-1 (Zo); Zo' zED:;).

3*
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tada je
lim fn (z) = fez).

Ako je fez) konstanta Wo (I WOI<M) tada je red

L H(Jn)!'n (z),

gde je H(in) regularna funkcija za z E Dz' apsolutno konvergira u oblasti Dz.

Neka su clanovi niza {anzn} u izvjesnoj oblasti Dz po apsolutnoj vrije-
dnosti ograniceni i neka zadovoljavaju uslov (IV, 27). Prema ovom uslovu a
na osnovu ranije recenog sleduje ova relacija

1

a I Izn -z n Iz *0
n, 0

=e-Sno
'1/(M2-1 anzn 12) (M2-1 anZo" in)

Otud je
.

Ia1 IIZ - Zo I
I (M2-lalzI2) (M2-I~alZoI2

ili

I 1<
-n (M2-1 a120 I) 1Zo"-11 + v!n2 (M2-lal Zo 121 Zo"-112 + 4 M21al11zo 12"

an
21 a1 I !Zo12n

1
2 M21 all IZo12

=
-n(M2-1 a1zo 12)IZon-1[+n (M2-1 a1zo 12)IZon-11

( + n2 (M2-lalZ0 1)2 ...
.

2[ al! IZo12"

Odavde je

ili na kraju
1

IZol<--:-
Vra:l

=R.
ltm IanI

Dakle prema stavu 3. funkcija F (z) = L fn (z) je analiticka u krugu IZ I<R.
Ako se uoci niz

{ane- j,nS}

(AI< A2< . . . < An-+oo,n-+oo; s = X + yi; Iane-j,nS! < M, s E Ds)

tada ce uslov (IV, 27) biti zadovoljen u onoj oblasti s E Ds u kojoj je u isto
vrijeme zadovoljen uslov
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Ovaj se uslov dobiva po istom postupku kao i u prethodnom pnmjeru.
Odavde proizlazr da je prema stavu 3. funkcija

F (s) = I ane-i.ns
1

regularna u onoj oblasti D. u kojoj je

--l gl a I
Res> lim -~.

n-+ 00 An

Apscisa apsolutne konvergencije reda F (s) nije uvijek prava

X = lim
Ig ian J.

n--+OO An

(IV, 29)

Ovo nastupa zbog toga sto smo u jednakosti

= e-Sn-[(M2 -[ ane-AnS[2)(M2 -[ ane-AnSoI2)]l/2 [(M2 -lalcA]s[2) (M2 -I ale-AlsO 12)]

gde, na osnovu recenog u II glavi, nil {sn} se mora asimptotski ponasati bar kao

snt'o:)lg(nlgn.. .lg~n), n-+oo (IX> 1).

Kad se ovo uzme u obzir, ako se dolazi do zakljucka, da razlika izmedu
apscise konvergencije i apscise apsolutne konvergencije reda F (s) ne prelazi broj

lim 19(n 19n. ~.lg~n) .
n-+OO An

Odavde ocevidno izlazi, da se apscisa apsolutne konvergencije odreduje formulom
(IV, 29) kada je [17 b]

lim 19(n 19n :.~ Ig~n)
= O.

n-+OO An

4.5. - Neka bude fez) regularna funkcija u krugu I? 1<R i neka je
If( ,) 1< M za Iz [< R. Uocimo u krugu

1 z 1<R takve dvije tacke ~l i ~2 u
kojima je f(~l) =f(~2) = A i krug poluprecnika p sa centrom u tacki lXI' koji
ce prolaziti kroz ove dvije tacke, a u kome ce funkcija fez) biti univalentna.
Egzistenciju ovakvog kruga nije tesko ustanovitir posto moze biti sarno konacan
broj tacaka, koje leze u krugu Iz 1< R, u kojima funkcija fez) moze dobiti
vrednost A. Poluprecnik p prema stavu 2. dat je relacijom

p = r (M' - VM'2 - 1),

gde je r poluprecnik konvergencije red a

I ant~-IXI)'"
o
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a M' je pozitivna konstanta koja zadovoljava relaciju

If(z) - f(rt-l) 1< M' If' (rt-l)II Z - rt-ll

(ao=f(rt-l)' Iz-rt-ll< r).

Kako je M' > 1, to iz ove nejednakosti slijedi ova

a iz ove sledeca

If' (rt-J1< If(Z~~~rt-l)
I'

If' (rt-l) I =
'

I

lim fez) - f(rt-l)

/

.
Z->rt-l Z - IXI

Odavde proizlazi ovaj uslov konformnosti na rubu

If' (ReAi) 1=
,

lim .fez) - MeAi

I

.
z~ReA1 Z - ReAi

4.5.1. - Neka bude funkcija w=f(z) holomorfna u krugu [z 1< R i neka
bude If(z) 1< M za Iz 1< R. Kad Z u krugu [z 1< R opise krivu (C), tada ce
funkcija fez) opisati u krugu Iw 1<M njoj odgovarajucu krivu (Cl). Ovim
krivim odgovarace u ravni Lobacevskog krive (C') i (C'l). Odnos izmedu
elemenata lukova krivih (C) i (Cl) i njima odgovarajucih elemenata dr i drl u
ravni Lobacevskog dat je prema (IV, 1) i (IV, 3) ovim obrascima

(IV, 28)

Odavde ocevidno sJeduje

(IV, 29)

gde je
dr l
- = e-d (d > 0).
dr

Iz gore recenog sleduje:
Ako jefunkcija fez) regularna u krugu Iz 1< R i ako je 1/('0) 1< M( IZ 1< R),

tada je

If' (z) 1< ~. M2-lf(z) 12.

M R2 -I Z 12

U atraktivnoj tacki rt-( Irt-\< R) funkcije "p(z) =!ifez) ima se
M

M
If'(rt-)I<-.

R
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Ako se atraktivna tacka exnalazi na rubu kruga Iz I= R, tj. ako je ex= ReM,
tada ce niz .

fn' = (fn)'fn-I' . . (fl)'!" f/ . ( ~)n,

gde nam {R.[;
}

pretstavlja niz iteracija funkcije cp(2')= ~f(Z), bitinula-niz. Ovaj

niz bice nula-niz kad god je

Ilim (fn-p)' fn-p+l
l

<
M

R

I n-oo

M
(P?: 0; fn-p~ - ex,n~ 00).

R

Dakle, kad se atraktivna tacka exnalazi na rubu kruga Iz I= R, tada je

lim If' (zn) I <
M

(I ZnI< R; zn~ Reid, n-+ 00).
~oo R

4.6. - Ako je tacka z = Re1.i fiksna tacka funkcije cp(z) =!if(z), gde je
M

If(z) 1< M za Iz I< R i ako niz tacaka {zn} konvergira ka tacki ReAi, tj, ako je
lim Zn= ReAi, tada se prema (IV, 29) ima

n~r:t:J

(IV, 30)

Isto tako iz relacije (IV, 4) u tacki f(ReAi) = MeAi proizlazi ovaj rezultat

IMeAi-f(zn) 12
< ~.I Re~-znI2 lim

M -If(zn) I.
M2-lf(zn) 12 M R2_1 Zn 12 n-+oo R-I Zn I

(IV, 31)

lz relacija (IV, 30) i (IV, 31) a u vezi (IV, 28) proizlazi ovaj stay Julia
[91 i Bieberbach-a [2].

Ako je fWlkcija f(z) regularna u krugu Iz 1<R, ako je If(z) 1< M za
1z 1< R i ako je f(ReAi) = MeAi, If' (ReAi) 1= k, tada je

IMeAi-f(z) 12
< ~k IReAi-z 12

M2-lf(z) 12 M R2_1 Z 12 '
(IV, 32)

gede je broj k konacan i ima jednu od sledeCih vrijednosti

k = lim
M -If(zn) i , If' (ReAi) i = k

n~oo R-Iznl

(IZnl<R; zn-+ReAi, n-+oo).
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Iz gore navedenih uslova sleduje: ako je funkcija f(z) regularna u krugu
1

z 1< R, ako je If(z) 1<M za. Iz !<R i ako je f(ReAi) = MeAi, tada, ako
egzistira jedna od granica

. MeAi- f( z )
11m ",,-<to ReAi-zn

egzistira i druga. Da bi se imalo pretstavljanje konformno na granici z = ReAi,
potrebno je i dovoljno da su ove granice jednake, konacne i razJicite od nule.
Detaljnija obavestenja mogu se naci u knjizi pod [7].

Ako je funkcija f(z) regularna u krugu
1 z 1 < R, ako je Iftz) 1< M za

Iz 1< R i f(ReAi) = Rei.i, gde je tacka z = ReAi atraktivna tacka funkcije

Rrp(z) = - f(z), tada relacija (IV, 32) ima obJik
M

1

MeAi - f(z) 12 / ReM- z /2
< ,

M2-lf(z)12 R2-lz12

prema rec~nom u prethodnoj tacki, If' (ReAi)1< M.
R

jer je,

Uocimo funkciju f(z) koja je definisana redom

(IV, 33) f(z) = ! anzn
o

koji je konvergentan u krugu
1 z I= 1. Autor je pokazao [10 d]: ako se uzme

za F(t) funkcija

(
1

z 1< 1; ~"-l (aleiXi)= a"eniXi- ("11) a,,-le-(,,-l)iXi + . . . ::I::aleiXi).

Odavde za z=eoci(l--.!),kadaje lim -V1~"-l(aleiXi)=O, ima s('
p ,,-<to
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(IV, 34)

= ~ Llnso (I' - 1Y= f(eO(i), 1'-00 (sn = i ame"'O(i).

o 0

Ako je li~ 1FLln=T(~eO(i)= 0, tada funkcija fez) pretstavljena ovim redom ima
n-oo

na rubu konvergencije jedini singularitet (esencijalni) tacku z = eO(i.Prema tome
ce u ovoj tacki biti f(eO(i) = MeO(i, gde je If(z) 1< M za Iz 1< 1.

Iz gore recenog sleduje ovaj rezultat:

Ako je If(z)1< M za Iz!< 1, gdejef(z) funkcijadefinisanaredom (IV, 33)
koji je konvergentan za Iz I< 1, ako je red

zbirljiv po postupku (IV, 34), gde je lim if Lln=-l(aleO(j) = 0, tada je tacka z =
eO(j

n-oo

( )
f (z) .

f( ") II
"fiksna tack a funkcije cp z = -, tJ. eO(I= lY1eO(I.

M

4.7. - Uocimo funkciju fez) koja je regularna u poluravnini Re z> 0
i Ref (z) > 0 za Re z > O. Prema nizu iteracija ove funkcije, tj. prema nizu
fn (z) = f(fn-l) moze se formirati ovaj niz granicnih lukova

J Ifn (Z2) -fn (Zl) I
}) VRef,. (Zl) Ref(z2)

gde je Re z/ > 0 (i = 1,2). Ako je broj clanova ovog niza u oblasti Dz (z/ E Dz,
i = 1,2) koja lezi u poluravnini Re z > 0, u izvjesnim tackama konacan, tada je
ova funkcija multivalentna u ovoj oblasti. Ako je broj clanova ovog niza u
oblasti Dz beskonacno veliki, tada je ova funkcija univalentna u ovoj oblasti.
Svi su clanovi ovog niza tada razliciti medusobom, sem u slucaju kada je data
funkcija homografija sa indiferentnom tackom u ovoj poluravnini.

Prema ranije recenom niz (rV, 35) monotono opada kad god data funkcija
fez) nije homografija. Zbog toga on konvergira, a kad on konvergira onda
konvergira i niz iteracija ove funkcije. Ovde kao i u prethodnom slucaju
izlazi: 1) da funkcija fez) ima sarno jednu atraktivnu tacku ex koja lezi u
poluravnini Re z > 0, 2) da postoji izvjesna oblast Dz koja sadrzi u svojoj
unutrasnjosti ili na rubu tacku cx u kojoj je ova funkcija univalentna. Dakle,
od invarijantnih tacaka: CXl' CX2"'" funkcije fez), koje se nalaze resenjem
jednacine fez) = z, sarno se jedna i to atraktivna nalazi u poluravnini Re z > O.
Prema tome nizom iteracija {fn (z)} (Re z > 0) konvergira uniformno ka tacki
CX (Re CX > 0). Ostale fiksne tacke leze na pravoj Re z = 0 ili u beskonacnosti.

tIV, 35)
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Prema gore recenom a na osnovu I. i 2. moze se formulisati ovaj
Stay 4. - Ako je funkcija f(z) regularna u poluravnini Re z > 0, ako ona

nije homografija sa indiferentnom tack om u ovoj poluravnini i ako je Ref> 0 za
Re z > 0, tada niz iteracija ove funkcije, tj. niz

fn (z) = fUn-l (z» (Re z > 0),

uniformno konvergira odredenoj konstanti rx koja leii u poluravnini Re z > 0, ili
na rubu Re z = 0 ili u beskonacnosti.

Fiksne tacke ove funkcije za Re z ~ 0 leie na pravoj Re z = 0 ili u bes-
konacnosti izuzev atraktivne tacke rx (Re rx> 0 ili rx= 00).

Ova funkcija je univalentna u onoj oblasti Dz koja sadrii atraktivnu tacku
rx. Ako je

f(z) = ~an (z-a)n (ao=a;
o

Iz-al < r)

Taylor-ov razvoj ove funkcije u okolini tacke a, tada je ona univalentna u krugu

p= Iz-rxl =r(M-VM2-1)

(If(z)-al<Mlz-rxllf'(a)[,lz-rxl<r).

Ako je rx= 00, onda se univalencija ove funkcije proteie pocev od Iz I> R, gde
e R vr/o veliki broj, u sektoru Iy I= kx (k > 0) do beskonacnosti.

U ovom stavu sadrZan je pored stava Valiron-a [17 c] i stay Wolff-a [191
i Denjoy-a [5 b] koji prema formulaciji Valiron-a [17 c] glasi:

Ako je funkcija f(z) regularna u poluravnini Re z > 0, ako je Ref(z) > 0 za
Re z > 0 i ako ona nije homografija sa indiferentnom tackom u ovoj poluravnini,
tada niz iteracija ove funkcije uniformno konvergira bilo prema beskonacnosti bilo
prema jednoj konstanti a (Re rx> 0).

Prema nizu granicnih lukova koji odgovaraju poluravnini Re z > 0 ili
1m z > 0 moze se stay 3. na ovaj naCin formulisati:

Neka budu clanovi niza funkcija {In (z)} regularne funkcije u oblasti Dz.
Aka su ispunjeni uslovi:

(IV, 36)

Jfn(z)-fn(zo)I
<

!f,,-I(z)-fn-l(Zo)1 ,
VRefn (z) Refn (zo) VRefn-l (z) .Refn-l (zo)

(Ref" (z) > 0 za z E Dz; fn (zo) =1=fn-l (2'0) )

ili sto je isto uslovi

I

f"
(z) - fn (zo)

I

<
1

f,,-dZ) - f,,-1 (zo)

/

.
f, (z) +fn (zo) fn-l (z) +/"-1 (Zo)

,

Ifn(z)-fn (:dl
<

1f,,-1(z)-f,,-1 (zo)I
VImfn(z)/mfn(zo) VImfn-l (z)/mfn (zo)

(Imfn (z) > 0 za z E Dz; fn (zo) =1=fn-l (zo»,
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ili sto je isto uslovi

tada je
\

fn (z) - fn (zo)

I

< \fn-l<z) - fn-l (zo)

I

'fn (z) - fn (zo) Ifn-l (z) - fn-l (zo)

limfn (z) = f(z).
n-HO

AU ako je f(z) konstanta IX(Re IX> 0 ili 1m IX> 0), tada je red

L,H(fn)f'n(z) (IHn(fn)!<M za zEDz)

apsolutno konvergira u oblasti Dz.

4.8. - Iz obrazaca (IV, 8) i (IV, 9) sleduje

if' (z) I=
rdRef(z)

(Ref(z) > 0 za Re z > 0),.
Re z

If' (z) I
=rdlmf(z) (/mf(z) > 0 za Imz > 0),

1m z

gde je rd =
drl

< 1 (d r1 = Idf(z) I ili drl = Idf(:z) i) je elemenat luka u ravni
d r Ref(z) Imf(z)

Lobacevskog. Odavde sleduju ove nejednakosti:
,

If' (z) I <
Ref(z~ (Ref(z) > 0 za Re z > 0);

Rez
(IV, 37)

If' (z) I <
Imf(z)

(Imf(z) > 0 za 1mz > 0).
Imz

Iz ovih nejednakosti sleduje If' (IX)1< 1 (Re IX> 0 ili 1m IX> 0) gde je IXatraktivna
tacka date funkcije fez).

4.9. - Neka je funkcija w = f(z) holomorfna u poluravnini Re z > 0 i
neka je Ref(z) > 0 za Re z > 0 i neka je f( 00) = 00.
Tada iz (IV, 36) sleduje

(IV, 37) lim if' (z) 1< lim
Ref(z)

(z = x + yi, Iy 1< kx, k >0).X--)OOC) X---7OC)Re z

Ovu funkciju mozemo smatrati kao linearnu transformaciju funkcije qi (z), gde
je Iqi (z) 1< 1 zit Iz [< 1, qi(etXi)= etXi. Transformacija oblika

etXi+ A
Z=--

etXi-A

preslikava krug IAI= 1 u poluravninu Re z > O. Prema tome tacka z = 00 bice
invarijantna tacka funkcije
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( A + erxi

)
erxi + rp (A)

f(z)=f -~ = ".
-(rp(erxi)=erxi, z=x+yi).

A - erxl erxl- rp (A)

Odavde, kada je rp (erxi) = erxi, proizlazi ovaj rezultat

(IV, 38)

1im . I-I rp(A) I
=

lim" ~=lrp(A)l:= 1im
Ref(z2 j~

1

2
(Iy 1< kx, k> 0).

A~erxl I -I A ! A~erxl I - i A 12 HOO Re z f(z) .
Ako ovi nizovi konvergiraju uniformno ka broju p, tada je

1
. Ref(z)

1"

I

f(Z)

1

2
( 0)1m -

p 1m - p>.
x---+oo Re z X--+oo Z

Zbog toga izraz (IV, 37) dobiva u ovom slucaju ovaj ob1ik

(IV, 39) 1im if' (z) I< p lim
I

I(z)

1

2,
P > O.

X---+oo ~oo z

Uslov konformnosti funkcije rp(A), koja je data relacijom (IV, 38) u tacki
1.= erxi izrazava se prema (IV, 39) slijedecom relacijom

(IV, 40) 1imf' (z) = lim
f(z)

= C,; (I y I < kx, k > 0).
x--+oo x---+oo Z

Odavde iz1azi, kada je uniformno ispunjen us10v

limf(z)=C (C> 1, lyl<kx,k>O)
x-+oo z

tacka z = 00 je atraktivna tacka funkcije 1 (z), jer je tada lim f '(x) > I, (Iy I
x-+oo

< kx, k> 0). Detaljnije 0 ovom slucaju kao i slucaju C = I moze se naci kod
Val iron-a 117c].

U ovom slucaju relacija (IV, 40) moze se napisati u obliku

limf' (z) ~p lim (
f(z)

)2,
P > O.

x-+oo x--+oo Z

Iz ovog uslova kao i uslova (IV, 40) sleduje ovaj rezultat

-~=Iim
[

Rez (
f(Z)

)
.2

J
~c.

P HOO Ref(z) z

Odavde proiz1azi ovaj kriterijum Caratheodory-a [3]:
Da bi uglovni izvod C bio veti ili jednak od Cu, potrebno je da

takav niz brojeva zn da je
lim zn = 00, limf(zn) = 00

postOj1
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RESUME

CONTRIBUTIONS A L'ETUDE DE LA THEORIE DES SERIES ATERMES
POSITIFS ET A LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

UNIFORMES A L' AIDE DE LA GEOMETRIE DE LOBA TCHEWSKY

Lazar Karadiic

Envisageons dans Ie plan une suite de points
n

{Mn (Sm an)} (Sn = 2: bm; am bn > 0).
1

D'apres cette suite on peut former la serie

~anb

dont 1es termes representent une suite de surfaces de rectangles {anbn}. Dans
la lIe partie du present travail on a demontre comment on peut, d'apres la
suite de points dans Ie plan de Lobatchewsky, c. ad. d'apres la suite (1I,1),
former la serie correspondante (11,2). Les termes de cette serie sont ces qua-
drilateres-Ia qui sont limites par 1es arcs limites coaxiaux et leurs axes ou bien
ce sont, dans Ie cas special, des secteurs. Pour les series obtenues de cette
fa~on-ci on a trouve, a l'aide de I'observation geometrique, les condisions de
leur convergence, comme par exemple:

Si la condition (1I,3) estsatisfaite, la serie (11,2) convergera.
De la serie (11,2), par voie de substitution (11,17), on obtient la serie (11,16).

Pour cette serie-ci la condition susmentionnee de convergence peut ihre formulee
de la fa~on suivante:

Si la condition (fl, 21) est remplie, fa serie (II, 16) convergera alors pour
fL> 1 et divergera pour fL~ 1.

Nous pouvons considerer les termes de cette serie, lorsque ceux-ci sont
positifs, comme arcs limites, disposes entre deux paralleles. D'apres la conden-
sation de ces arcs limites on obtient, outre les criteres connus, tels que ceux
de Cauchy, de D' Alembert, de Raabe et des aut res auteurs, aussi les criteres
suivant~ :

La serie (11,16) converge si

lim n (1 - .nr- ) 1an > ,
n~oo 19 (n 19n . . . l&n)

et diverge si

nl!.~ Ig (n 19n~ .. Ig;~ (I - if an) ~ I.

La serie (II, 16) converge si

-li
.

m (I +
19(annlgn.' .1&-2n» )<0

n-+OO 19j n



46 Lazar Karadzic

et diverge si

n

Si la condition (II, 35) et la condition Sn= 2: bm-> 00, n -> 00 , sont remplies
1

la serie (II, 32) converge pour fL> I, et diverge pour fL~ 1.
Pour les series dont les termes forment une suite monotone, on a deduit,

selon la methode geometrigue sus-mentionnee, les criteres suivants:
Si une suite de nombres {Sq }, OU Sq est une suite partielle de la suite

n n
n

{Sn}-2:bm (bn=O(I), n->oo; limbn>O) satisfait aux conditions
I n~~

limVS; < M,n
n->oo

et si la suite {an} decroit d'une fac;on monotone, les series

2: an (an>O) et 2: (Sqn+l-Sqn)aqn

sont alors equiconvergentes.
De cette proposition resultent les propositions suivantes:
Si la suite de nombres entiers {qn} satisfait aux conditions

et si la suite {an} decroit d'une fac;on mfJnotone, les series

Lan (an>O) et L(qn+l-qn)aqn

sont alors equiconvergents.
Soit la fonction f(x) positive et monotone dans l'intervalle

suite {an} satisfasse a la condition
(0, 00) et que la

ao>O; timan> O.
n-+OO

Les series

(Sn =
~

am) e t

L (Sqn+l- Sq)f(Sn)
sont equiconvergentes si

OU {Sq) est une suite partielle de la suite {Sn}.
D'apres la methode exposee ci-dessus (voir Fig. I) iJ convient d'inter-

preter la sommabilite des series aux termes positifs selon un pro cede determine.
Ainsi, d'apres Hardy, on peut formuler la proposition suivante:
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Pour la regularite d'apres la methode C'pil est necessaire et suffisant que
les conditions (II, 12) et (fl, 13) soient rempties dans I'interval/e (xo, 00). Dans
Ie cas special ces conditions sont satisfaites si

0< C'pn+)(x)':::;C'pn(x) (x> xo);

et d'apres Tauber cette autre proposition:
Toute serie L an (an> 0) sommable selon Ie procede

est convergente lorsque som satisfaites la condition de convergence (II, 15) ou la
condition

n
LmamC'o:)]gnOt (Ot>]).

1

En app]iquant ]e calcu] integral de la maniere ci-dessus exposee, on arrive,
outre les propositions connues, aussi a ]a proposition suivante:

Si la suite {an} satisfait aux conditions (II, 50) et que la fonction f(x)
est positive et monotone dans I'interval/e (0, 00), la serie

et I'integrale

sont alors equiconvergentes.
Dans ]a llle partie du present travail on a presente ]es conditions de

convergence uniforme des series fonctionnelles. lei, de meme que dans Ie cas
precedent, on part de ]a suite de points (Ill,]) et l'on obtient ainsi la serie
(Ill, 2). Pour de telles series ]e critere suivant est va]ab]e:
Si la condition (III,4), ou M represente un nombre qui ne depend pas de x, est
satisfaire, la serie (III,3) converge uniformement dans I'interval/e.

D'apres cette proposition, i] est facile de demontrer la proposition suivante:
S'il existe une tel/e suite de nombres positifs {An}, ou les conditions (III,S)

seraient satisfaites et que M represente un nombre qui ne depend pas de x, la
serie (III,6) converge alors uniformement dans ['interval/e [a,b].

Dans ]a lVe partie du present travail on arrive, en vertu du principe de
la metrique hyperbolique et a ]'aide de certaines formules par lesquelles, comme
on vient d'exposer dans la Ie partie, l'on exprime la correspondance biunivo-
que entre les points du plan de Lobatchewsky et ]es points situes dans Ie
cercle Iz I= R ou les points dans ]e demi-plan 1m z > 0 ou dans Ie demi-plan
Rez > 0, on arrive a une suite de resultats. Ainsi, par exemp]e, pour ]a fonction
ho]omorphe dans Ie cercle Iz 1< R on peut former des arcs limites (IV, 3) et
pour ]a fonction fez), ho]omorphe dans ]e demi-p]an Rez > 0 et ayant Ref(z) > 0
pour Rez> 0 ou bien dans ]e demi-p]an Imz> 0 et ayant Imf(z) > 0 pour
Imz> 0, on peut former ]es arcs ]imites (IV, 8) et (IV, 9) respectivement. Si
I'on envisage ]'arc limite dans ]e plan z, ]e rapport entre cet arc et I'arc
limite correspond ant a celui-ci dans Ie plan de la fonction fez) peut etre for-
mule de ]a fa~on suivante:

00

J
f(x) dx

o
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Si la fonctionf(z) est bolomorphe dans Ie cercle Iz I<R et que If(z) I~ M
pour Iz I~R, on a alors (IV,5) oil bien (IV, 6) oil I'egalite dans Ie cercle

Iz I< Rest atteinte par la fonction dans Ies deux cas seulement si fez) =
M ea.iz.
r

Mais si la fonction fez) est reguliere dans Ie demi-plan Imz > 0 oil dans Ie
demi-plan Rez > 0 et que Imf(z) > 0 pour bnz > 0 oil bien si Ref(z) > 0 pour
Rez>O, on a alors (IV, 10) et (lV,l1) respectivement, oil I'egalite dans Ie
demi-plan est atteinte par la fonction fez) = Mz.

En observant Ia suite d'arcs Iimites coaxiaux (IV, 13) et (IV, 14) on arrive
a la proposition suivante:

Si la fonetion w = fez) est holomorphe dans Ie eercle Iz I< R, si elle n'est
pas de forme (IV, 18) et si If(z} I < M pour Iz 1< R alors la suite d'iterations

de la fonetion cp(z) =
R

fez), e. a d. la suite
M

{fn (z)} (I z 1< R)
ou

converge uniformement vers la eonstante determinee a, situee dans Ie eercle Iz I= R
ou a son contour.

Le nombre de termes dans Ia suite (IV, 13) ou (IV,14) peut etre aussi fini
dans ce domaine Dz du cercle Iz I~ R dans lequel Ia fonction fez) n'est pas
univalente. Le domaine d'univalence dans Ie cerc1e Iz I~ R est determine seion
la proposition suivante:

Si la fonetion fez) est holomorphe dans Ie eercle Iz 1< 1 (If(z) 1< M pour

Iz I< I), si z = a Ia 1< 1 est Ie point attraetif de la fonetion cp(z)
=f(z) , eelle-

M
ci est alors univalente dans un certain domaine Dz qui renferme Ie point z = a. Si

00

Lan (z-a)n
o

est Ie developpement de Taylor de la fonetion fez), elle est alors univalente dans
Ie eercle

(ao=Ma; Iz-ai<r)

p = r (M' - VM'2 - 1),

ou M' est donne par Ie rapport (IV, 24) et OUl' egalite est atteinte par la fonetion

fez) =
M' (z-a)j' (a.)(r-z+ a)

+M a.
M'r-z+a

De cette proposition resulte, dans Ie cas special, Ia proposition de Montel
(14) - Landau (12).
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Si au lieu de la suite d'iterations de quelque fonction on place la suite
de fonctions {fn (z)}, pour elle est alors valable la proposition suivante:

Soient les fonctions holomorphes dans Ie domaine Dz les termes de la
suite Un(z)}, soit Ifn(z)I<M pour ZEDz.Si la condition (IV, 27) oil (IV, 27a)

est sa tisfaite, alors limfn (z) = f(z). Si f(z) est une constante, la serie
n-->oo

oil H (fn) est une fonction holomorphe pour z e:Dz' converge alors dans Ie domaine Dz.
Le point fixe d'une fonction situee au contour peut etre quelquefois

determinee selon Ie pro cede suivant:
Si If(z) 1< M pour Iz I< 1, oil f(z) est la fonction definie par la serie

(IV, 33) qui est convergente dans Ie cercle Iz I< I, si la sene ~ aneociest som-
mabie selon Ie procede (IV, 34) oil

lim iflK"-=1 aleoci51= 0,
n~oo

z = eociest alors Ie point fixe de la fonction q>(z) =
f(z)

c. a d. f(eoci) = Meoc(
M

Certains resultats susmentionnees pour Ie demi-plan Re z > 0 peuvent
etre formules de Ia faeon suivante:

Si la fonction f(z) est holomorphe dans Ie demi-plan Re z > 0, si elle
n' est pas une hon-,ographie a point indifferent dans ce demi-plan et si Ref(z) > 0
pour Re z > 0, la suite d'iterations de cette fonction, c. ad. la suite

fn(z)=f(fn-I(Z) (Rez > 0)

converge alors univormement vers une constante determinee IX, situee dans Ie demi-
plan Re z > 0 oil bien au contour Re z = 0 oil a l'infini. Les points fixes de
cette fonction pour Re z > 0 sont situes sur la droite Re z = 0 oil a l'infini a
I'exception du point attractif IX (Re IX > 0 oil IX= 00). Cette fonction est univalente
dans un certain elomain Dz qui renferme z = IX.Sz

f(z) = ~an (Z-IX)n (ao=IX;lz-lXj< r)
o

Ie developpement de Taylor de cette fonction dans l'entourage du point attractif
IX, celle-ci est alors univalente dans Ie cercle (IV, 36), oil l'egalite est atteinte
au contour par la fonction (IV, 37). Si IX= 00, l'univalence de cette fonction
s'etend a parzir de Iz I> R, oil R est un nombre tres grand, dans Ie secteur
Iy I= kx (k > 0), jusqu' a l'infini.

Cette proposition renferme aussi la proposition connue de Wolff (19) et
de Denjoy (5b).
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