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I.UVOD
1.1— Uolimo u ravni pravouglog koordinatnog sistema niz taCaka

(M (St} Su='S by by>0.
1

Prema ovom nizu moZe se formirati red

2.a.b,,

Ciji ¢lanovi pretstavljaju niz povrSina pravougaonika {a,b,}. U drugom dijelu
ovog rada je pokazato kako se prema nizu tacaka u ravni Lobadevskog moZe
formirati odgovarajuéi red. Clanovi ovako dobivenog reda biée oni &etvorouglovi
koji su ogranigeni koaksialnim grani¢nim lukovima i njihovim osama ili su to
u specijalnom sluéaju sektori. Za ovako dobivene redove nadeni su geometri-
skim posmatranjem uslovi za njihova konvergenciju. Ovi se uslovi mogu pri-
mjeniti na sve one date redove koji bi bili ekvikonvergentni sa na ovaj nacin
dobivenim redovima. U nekim od ovih uslova uvlaci se proizvoljan niz brojeva
koji se moZe izabrati na proizvoljan nalin tako da bude zadovoljio odredene
uslove. Po ovoj metodi zgodno je geometriski posmatrati zbirljivost redova sa
pozitivnhim ¢lanovima po odredenom postupku.

Clanove jednog reda, kada su oni pozitivni, moZemo smatrati kao gra-
ni¢ne lukove koji su rasporedeni izmedu dveju paralela. Prema kondenzaciji
ovih lukova u drugom dijelu ovog reda izvedeni su neki rezultati.

Primjedbe, koje su mi ukazali prof. Dr. D. Blanu$a i prof. Dr. S. Bilin-
ski prilikom interpretacije uslova konvergencije za redove sa pozitivnim ¢&lano-
vima po metodi geometrije Lobacevskog na drugi nacin nego §to je to u ovom
radu prikazato, znatno su doprinele mojoj preorijentaciji. Ovom prilikom izraZa-
vam im duboku zahvalnost.

U 1II dijelu ovog rada prikazati su uslovi za uniformnu konvergenciju funk-
cionalnih redova. Ovi uslovi su analogni uslovima navedenim u II dijelu.

U IV dijelu ovog rada dolazi se na osnovu principa R. Newalinn-a a uz
pomo¢ nekih obrazaca kojima je izraZenma biunivoka korespondencija izmedu
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ravni Lobadevskog i ravni kompleksne promenljive do izvjesnih rezultata. Ti
obrasci mogu se izvesti na slede¢i nadin.

1.2— Uoc¢imo u ravni Lobalevskog dvije take M(uy,v,) 1 My(u,,v,), Ciji
je poloZaj u odnosu na pravougli koordinatni sistem Ouy odreden pomocu
prvih koordinata. Rastojanje M M,=r odreduje se, kao $to je poznato, obrascem

chr=ch(u,—u;)chv; chv,—shv,shv,
Ovaj obrazac moZe se izraziti u obliku
a$n chr=W W,—-U,U,—-V, V,,
gde su U, V; i W; Weierstrass-ove koordinate:
Ui=shuchv, V;=shv, W;=chu,chy, (i=1,2).

Dakle, pomocu obrazaca (I,1) odreduje sc neeuklidsko rastojanje izmedu
dveju tataka na dvokrilnom hiperboloidu

@2 Wi U2—V2=1,
’ (U=shuchy, V=shv, W=chuchv).
Poznate relacije:
2 2
L3) wo R +{z] U= 2Rx ye 2Ry ’
Rz_lzlz Rz—’2|2 Rz—[zlz

gde je z kompleksan broj z=x + yi, odreduju biunivoku korespondenciju izmedu
tataka dvokrilnog hiperboloida (1,2) i ravni z.

Iz (1,2) i (1,3) sleduju ove relacije:

Rsh
e shuchy Rshv_ (chp=chuchv),

1,4 —_—, Y=
@4 1+chp Y 1 +chp

gde je p otstojanje tatke M (u,v) do poletka O. Odavde je
5) x%+ y? = R%th? —;~ .

Dakle, pomoc¢u relacija (I,4) odredena je biunivoka korespondencija izmedu
tadaka ravni Lobadevskog i taaka u krugu (I,5) kad p—> 0.

Ako se uzmu u obzir slijedeée relacije:

W=IZ!2+1, U:|2[2—1

, V=2 (x>0),
2x 2x X
(.6) [z[2+1 |z[2—1 x
W= , U= s V=— (y>0)’
2y 2y y
Z=x+Yi,

i relacije (I,2), tada se dobivaju respektivno ovi rezultati:
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U

x= , y=ethy;
chy Y

(%))

=e“th = ¢
x=e“thv,y=
¥ chv

Dakle, pomocu relacije (I,7) uspostavljena je respektivno biunivoka kores-
pondencija izmedu tadaka ravni Lobadevskog i tafaka jedne od poluravnina
x>0ili y>0.

1.2.1— Od obrasca (I,1) prema relacijama (I,3) dobivaju se za graniGne
lukove ovi obrasci:

Sh% R|22_'21|
R — |z |2)(RE—| 2z, ?)
19 R( [z, 1B) (RP—|z, [*)
th- = —’22——2—1|—— |zi| <R, i=1,2;

2 |RE=7Z, 7|

a prema relacijama (6) dobivaju se za granine lukove respektivno ovi obrasci:

shllBmal gr _lm-al oo i1,
2 2Yxx, 2 |Z+ 2]
L9 sht—=mal gy r 1mmal 0 o),
2 9y 2 |z—z|
(Zm=Xm~+Ymi, m=1,2).

1.2.2.— Slijedeée relacije:
1+42zw , V=i1—zw, We z+w,
Z—w z—w Z—w

(1,10) U=

pokazuju da je tacka (U, V, W) na dvokrilnom hiperboloidu (I,2) odredena pa-
rom kompleksnih brojeva z i w. Prema tome izmedu tadaka ravni Lobadevskog
i taaka dveju kompleksnih ravni z i w moZe se uspostaviti biunivoka kores-
pondencija.

Iz (1,10) sleduju ove relacije:

U V

E= , (=—— (Iw|<l, w=E+Ui
Wil " l(l l )
U V

= , Y= z|>1, z=x+yi).

w1 Y=o el yi)

Dakle, moZe se smatrati da su tacke z i w u relacijama (I,10) simetriéne u
odnosu na krug |z|=1.
Od obrasca (I,1) prema (I,10) dobiva se za graniéni luk ovaj obrazac
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sh? _r_:(zl_z)(w_wl) ($21W1|:1),
b ovai 2 (Z—-w)(E-w
1l1 ova

’ 1 _Ezm)om)
2 (z—-w)(z—w)

th? Zywizw), (|zywy|=1).

Odavde proizlazi supstitucija ovog oblika
~¥"n
Zoz+b
((a=k2]zl |=lz|™ z2o=(k*=1)e*, b=z |-k*|z |, k=th %)

Fiksne tatke ove supstitucije su simetrine u odnosu na krug |z|=1. Ova sup-

stitucija za a=1 1 b= —1, tj. supstitucija
W "%
Zyz—1 ’

je hiperboli¢na involucija za |z,|<<1 i ona &ini invarijantni krug |z|=1. Ako

se u ovoj supstituciji stavi = i ;" mjesto z i z, dobice se tada supstitucija

_R(z—-2)

L1l w
( ) Eoz—'Rz

(|z[<R),

koja preslikava krug |z|=R na |w|=1. Odavde se prema (L,8) ima

tht _ Rlz=z|

»1%Z | <R
2 " TR 5] (Zh1Rl<R)

gde je r neeuklidsko rastojanje izmedu tafaka z i z,.
Uo¢imo na dvokrilnom hiperboloidu (1,2) tacku M; (UJV,W) i tatku
M,(U+dU, V+dV, W+dW). Tatka M, leZate na ovom hiperboloidu ako je

2(WdW - UdU—VdV)=dU%+ dV2— dw?
Odavde iz (I,1) dobija se ovaj obrazac za elemenat luka u ravni Lobadevskog

dr? =dU? 4+ dV? —dw*.

1. REDOVI SA KONSTANTNIM CLANOVIMA

2.1 MoZe se pretpostaviti da &lanovi reda

zam an> Oa
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odreduju u geometriji Lobadevskog grani¢ne lukove ili povrSine CEetvorouglova
koji su ogranifeni sa koaksialnim lukovima i njihovim osama. U ovoj se glavi
pokazuje kako se shodno ovoj pretpostavci dolazi ne samo do poznatih nego
i do novih Kriterijuma za konvergenciju redova. Uzgred su data i neka geo-
metriska tumadenja postupaka zbirljivosti.

Uodimo u ravni Lobadevskog niz tadaka [10a]
dL1 M, (SwVn)s Su= t (Unt1, ¥a>0, n=0,1,2,...),
i=1

Giji je poloZaj odreden u odnosu na pravougli koordinatni sistem Oxy pomoéu
prvih koordinata. Paralela /, povudena je kroz tacku M, prema pozitivnom
praveu x ose. Koaksialni grani¢ni lukovi

N — u
A SnAl = th Yy B Sn+1 Bl =€ n+1th V,,

ovih paralela kao i njihovi segmenti S,S,,, i AB obrazuju cetvorougao A4, B,B
(SL. 1) é&ija je povrSina [17]
=(1- e_u"“) thv,.

Na taj se nalin prema nizu tadaka (1) moZe formirati ovaj red

(11,2) ' S (1—¢ 1) thy,
0

Pretpostavimo da egzistira prava x=C, C>0, koja sijee x osu u tacki
0,, a koju ¢e paralela /, sje¢i u tacki P,. Tada se ima

s -C
thOP =e # thv,<1, n=1,2,3,...
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Iz ove pretpostavke olevidno proizlazi da ¢e povr§ina koja je odredena
redom (II,2) biti ograni¢ena. Otud proizlazi ovaj rezultat:

Ako je z"
(11,3) fim eT “thv,<M,

n—>o
tada red (2) konvergira.
Uslov (II,3) pokazuje da egzistira prava x=C, jer je M =eC.

Ako je red
zum u,>0,

konvergentan, uslov (IL,3) je uvijek zadovoljen. Prema tome kad konvergira ovaj
red konvergira i red (II,2). Ako je ovaj red divergentan, tada uslov (IL3) nije
uvijek zadovoljen. Tako naprimjer, ako je

u,=0(1), n->oo,
red (IL,2) konvergira kada konvergira red

Z thv,,

ali ako je
u,=0(1), n—»o0,

tada, u sludaju kada uslov (I,3) nije zadovoljen, ne moZe se tvrditi da uodeni red
divergira. Neka od ovih tvrdenja mogu se na lijep nadin interpretirati prema sl. 2

SL 2

2.2 Neka bude rastojanje izmedu talaka 4,1 B,, n=1,2,3,..., (sl. 2)
izraZeno pomocu niza funkcija {u,(x)} koji ima slijedeée svojstvo:

aL4) u,(x)>0, limu,(x)=0w, n=1,2,3,..., za x> Xx,.
Ako je
(II»S) lim un(x)>0 Za X=Xy,

n—



Prilozi proudavanju nekih problema iz teorije redova 7

tada je odevidno .
.o -u_ . (%)
lim 2 (l—e 1Y )thv,=S5,

X —> 00 0

gde je S= thv,. Ali ako je

(1L,6) lim u,(x)=0, lim Zu,-(x)=oo, X=X,
n— o n—>® ;-

tada red

u U, 1(%)
(L7 Tx)=3 (1-e "*1"7)thy,

0
konvergira kada je

— u (x

(IL,8) im e Vo< M, x> X,

gad je M broj koji ne zavisi od x. Dakle, ako su ispunjeni uslovi (I1,6) i (I,8),
onda je red Z thv, zbirljiv po postupku (IL,7).
Ako ¢lanovi niza {u,(x)} zadovoljavaju uslov (I[,4) i uslov

ar9) U= 3 |t ) =4, )| <M, x>,
1

gde je M broj koji ne zavisi od x, tada njegovi ¢&lanovi zadovoljavaju uslov

limu,(x) >0, x> x,.
n—>w

Uslov (IL,Y) pokazuje da je maksimalno rastojanje dva granina luka koji pro-
laze kroz ma koju od taaka B,, n=1,2,3,..., za x>Xx, (sl. 2) uvijek manje
ili najviSe jednako vrednosti U(x) za x> x,.

2.3 Ako niz {u,} zadovoljava uslov

O<u,<K, n=1,2,3,...,
tada je red

(11,10) > Upsq thy,

ekvikonvergentan sa redom (IL2). No ovaj isti red bio bi ekvikonvergentan
sa redom

cada S (1—e” Urtt/Antryy  thy,, 2,>0,
ada je

0<®™ <K n=1,2,3,...

A
Prema tome red (10) konvergira ako je

L”

(IL11) lim e ! 7"')\,,“ thv, <M.

n—> o
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Dakle, ako egzistira takav niz pozitivnih brojeva {),} koji bi zadovoljavao uslov
(I1,11), tada red (II,10) konvergira, ali ako on ne bi egzistirao onda on ne bi
konvergirao. Ovo ofevidno proizlazi iz gore navedenog geometriskog posma-
tranja, jer kad je ispunjen uslov (II,11) za neki odredeni niz {%,}, onda ostatak
reda (10) teZi nuli. U protivnom ako red (10) divergira, onda ne egzistira takav
niz {A,} koji bi zadovoljio uslov (11).

Uotimo red

CP(X)= Z anq’n(x)’ a, > 0.
- .
Clanovi ovog reda pretstavljaée povriine &etvorouglova, kao 3to je prikazato
na sl. 2, ako je
—u,(x)
a,=kthv,, k=1; 9,(x)=1—-e¢ "7, x=x,, n=1,2,3,...,

gde niz u,(x) ima osobinu (IL,4). Prema tome niz {¢,(x)} zadovoljava uslove:

' =
a, 12) (?<cp,,(x)<1 za X=X,
lim ¢,(x)=1, n=1,2,3,...
Uslov (II, 9) dobija u ovom sludaju oblik
& l_cpn (x)
a1, 13) U(x)= lg ————| <M, x=x,,
21: V- ou1 (%), ’

gde M ne zavisi od x. Dakle, ovaj uslov, kao §to je pokazato u prethodnoj
tacki, izraZava da je niz {9,(x)} kongerventan za svako x>x, i da je rasto-
janje izmedu dva graniéna luka koji prolaze kroz makoju od tadaka B,, n=1,
2,3,..., manje ili najvise jednako U(x) <M, x > x,. Otud se prema Hardy-u
[8] moZe formulisati ovaj stav:

Za regularnost po metodi ¢ potrebno je i dovoljno da budu u intervalu
(x, o0 ) ispunjeni uslovi (II,12) i (11, 13). U specijalnom sluaju ovi su uslovi
zadovoljeni ako je
0 <@py1 (%) < op ().

Kod Hardy-a mjesto uslova (13) stoji uslov

T()= 2| @n1 () =0, ()| <M.
Ovaj poslednji uslov je ispunjen ako je ispunjen uslov (13), jer je

TxX)<U(x) za x> x,.
Ova nejednakost je ofevidna kad se uzme u obzir nejednakost
Sle @) S @ -n @], x>,
Tako naprimjer red Z a, bice zbirljiv po postupku

I, 14) S 4, (1=1), @@=k thy,> 0),
X
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jer niz {(p,, (x) |E{(l ——1—) } zadovoljava sve uslove gornjeg stava. Prema
X

f

tome veli¢ina ] 1
1_(“_

U= 18— n =lgx

odreduje nam rastojanje izmedu graniénih lukova A4,B, iﬁ (sl. 2).
Red (II, 14) konvergira ako je prema (11) za A,=n ispunjen uslov

o %m”m 1
lim e’ <1——

n-—> o x/

Lt S |
)

n+1

gde M ne zavisi od x. Ovaj je uslov ispunjen kada je Zma,,,~1gna, n—oo

(< 1). Ovaj uslov kad se napise u obliku :

1n 1 1
— Zma,, 14— —|n

N n 1 1 n 1 n
lim |e (1 ——) ( ) <M,
n—» o X n+ 1
bi¢e ispunjen ako je
(11, 15) i
n

n 1
ma,,—~0 sa — kad n— co.
=1

m n

Gornji rezultati prema Tauber-u mogu se na slijedeéi na&in formulisati:
Svaki red Xa,(a,>0) zbirljiv po postupku

z a,r"—S, r—1,

bice konvergentan, kada je zadovoljen uslov konvergencije (11, 15) ili wuslov

zmamrwlgn“, n—oo (2 << 1).
1

2.4 Red
(11, 16) 2 am an>0,
1
gde je prema (II, 10)
a1, 17) Up1=1, ay,=kthv, (k=1,n=1,23,..)
prema (II, 11) konvergira ako je
S
: 1 n1
1, 18) lim e <M
n-—>o )\n+1

gde je {,} jedan podesno izabran niz brojeva.
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Iz uslova (II, 18) za 7\,,=i sleduje ovaj
n

(11, 19) Tim '+ % < M,

n > o -4
jer je
n o]
Z —ngn, n—»oo,
T m
Prema tome red (II, 16) konvergira ako je u uslovu (II, 19) «>0. Tako na-
primjer red
1
Z n I+o
konvergira za «>0.
Za odredivanje niza {A,} moZe nam korisno posluZiti slijedea teorema
Abel [1] — Dini [6}
Ako red Zc,,, ¢, > 0, divergira, red

Cp &
Z S—‘: (Sn—‘ z cm)’

konvergira za w> 1, a divergira za n < 1.
Prema ovom stavu red

c, _,
ZS‘:,,'S”,,'_I “oe S,,

gde je ‘

10, 20 Sy =S Coi Sp1 =S ™ 8 =S

( ) zl 1 ZISm : ZISmsl Sm

konvergira za p > 1, a divergira za p < 1.

Ako se u (II, 20) stavi c,,=—1—, dobice se tada niz: {S",,;}. Izraz (II, 18) za
n
1

Ay
nSnal v Slt,’i

bi¢e zadovoljen ako je
a1, 21) lim 6 . S%.a, <M

n-> o
za p>1, a za u<< 1 neée biti zadovoljen. Prema tome imaée se ovaj rezultat:

Ako je ispunjen uslov (II, 21), onda red (11, 16) komvergira za p.>1, a
divergira za p.< 1.
Niz {S,;} asimptotski se ponafa kao
a, 22) Sy~ O (lgjan), n—>o0, i=1,2,3,..., (c,,=—1—)
n

de je
gde ) Igyn=1gn, Ig,n=1g(gn),..., lgn=I1g(g_1n).
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Ovo je ofevidno jer je

n 1 4 dx
S"’i=0(§k:nlgn - lg,-n)zo (,-[ xlgx... lgix>=0(]gi+ln)’ e
i=1,2,3,....
Prema tome uslov (II, 21) na osnovu (II, 22) dobija sada ovaj oblik
(11, 23) 0<n11riw(a,,n1gn1g2n...1g‘,*n)<M.

Dakle red (II, 16) konvergira ako je u (II, 23) u>1, a divergira ako je
n< 1. Prema tome ée red

konvergirati za p> 1 a divergirati za p<1.

2.5. — Geometriska interpretacija postupaka izvedenih u prethodnoj tacki
moZe se izvesti na slijedeéi nadin.

Red (II,16) prema transformaciji a,=kthv,, k> 1, moZe se napisati
u obliku

1
nlgn...lgb"n

Da,=k > thv, k>1.

Neka slijede¢i niz tataka u ravni Lobadevskog

Mn(smvn)s Sp= z € Uy (“m> Oa €= :i‘_‘l)’

m=1

le#i na paraleli thy=e—*. Clanovi niza {«,} oznafavade tada otstojanje izmedu
susjednih grani¢nih lukova koji pripadaju nizu {thv,}. Zbog toga ¢ée se ubuduée
pretpostaviti da u redu Z thv, &lanovi niza {v,} su prve ordinate ovih tafaka
koje leZe na paraleli thy=e—*. Vodeci ratuna o tome bi¢e olevidne slijedece
jednakosti
g,..{._]_: thv,,+1 =e€ocn
a, thv,

s

(11,24)
ea, = ke''thv,=k, k> 1.

Prema tome moZe se pisati

(11,25) a,=ke ™,
ili
sp—lgk
(11,26) T
a,=e
1z uslova (I1,23) proizlazi da se niz {a,} asimptotski ponafa kao

—[lgn+lgon+...+1g; 0]
a,ove , N0,
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Odavde prema (IL,25) sleduje, ako niz {s,} zadovoljava uslov

(IL,27) Sn

lim =1,
nw lg [nlgn...1g5n)

tada dati red konvergira za p >1, a divergira za n < 1.

Iz gore redenog izlazi, da konvergencija reda (II,16) kod koga je
a,=k thv,, zavisi od kondenzacije graniénih koaksialnih lukova: thv,, koji su
smjeSteni izmedu x ose i ose thy=e~*. Grani¢na vrednost te kondenzacije za
konvergenciju datog reda odreduje se prema nizu {s,}. Uslovem. (11,27) za p.>1
odredena je pribliZzno donja vrednost te granice. Tako naprimjer red (II,16)
konvergira uvjek kada je

.8
lim-2=c¢, ¢>0.
n

Ovaj poslednji uslov biée ispunjen kad god je

lim ex,=p, p>0.

Iz gore redenog sleduje ovaj rezultat:
Red (II,16) konvergira ako je

- a . —
lim 2L _1lim e r<l,
n—>® a,
ili kada je
Sn

I I n
lim ]"/ a,=lim e <1,
n—>00 n—oo

a divergira kada je
. a .
lim —** = lim e%,>1,

n—»w an n—ro
ili kada je
Sn
. n
Iim 1"/ a,=lme “>1.
n—» oo n—» o

U ovom rezultatu sadrZana su poznata pravila Cauchy-a i D’Alembert-a.

Ako je niz {ex,} konvergentan, tada su prema (II,24) 1 (IL,26) konvergent-
ni i nizovi

a _
11,28 a2l Sy
( ) { a” } {I/—a”}
i oni konvergiraju prema istoj granici, jer se prema Cauchy-evu stava [4] o

aritmeti¢koj sredini ima

. . S, n
lim ea,=lim-="-, s,,=Zeocm.
i

n—»o n—wo N
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Prema tome za &lanove reda (16) vaZi slijedea poznata teorema:
Ako jedan od nizova (11,28) konvergira, tada je

. a . n
lim —** = lim 7/ a,,.
n—roo an n-»o

Iz relacija (II,26) ogevidno sleduje
~lg(nlgn...1gkn)

—
Y a, ce n , >0,

Prema ovom uslova red (II,16) konvergira za w>1 a divergira za p<1.
Ovaj se uslov moZe napisati u obliku

n (1—- f/?z_,,)wlg?:lln, n—~oo.
lgnlgn...lgn)

Otud proizlazi ovaj stav:
Red (I1,16) konvergira ako je

. n n
lim 1-1a)>1;
e lg(nlgn. . . lg;n) ¢ )

divergira ako je

Ty n n
lim 1-ya)<1.
e lg(nlgn.. . lg;n) ( h

Ako se u izrazu (I1,24) niz {ex,} asimptotski ponala kao

A
Ed, 00—, N>,
n

tada je
2
Il e ", noo.
all
Iz ovog uslova slijedi Raabe-ov kriterijum:
Red (16) konvergira ako je
lim n(l _a_,,+1)> 1;
an

n—>ow

on divergira ako je
Tim n(l Jﬂ)gl.
. n—r o an
Iz relacija (II,25) i (IL,27) sleduje

anelg (nlgn...lgh n)_ JE@nnlen. . lg— W)+ plgisn —k, n—oo.
Odavde sleduje ovaj uslov

Tih—lg(a,,nlgn. . .lg,n)== —u,
n—ow lgH_ln
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a iz njega proizlazi ovaj kriterijjum [10a]:
Red (16) konvergira ako je
E(l +1g (a,nlgn... lgi_zn)) <0;
1g;n

n-—» oo

lim (1 _I_lg (a,,nlgn...lg;_zn_)>> 0.
lg,-n

on divergira ako je

n—>e

Ovaj kriterijum je znatno proSirenje poznatog logaritamskog kriterijuma.

2.6. — Raspored koaksialnih graniémih lukova {thv,}, koji su smjesteni
izmedu x ose i paralele thy=e—*, najjednostavnije je posmatrati kada je niz

{thv,} monoton. Ovom nizu odgovara niz talaka

Mn (Sm V,,), Sp= Oy %y >09

1

3
i M=

na paraleli thy=e —*, gde je «, rastojanje izmedu graninih
ithv,

Iz niza koaksialnih grani¢nih lukova {thv,} formirademo
niz {thv, }, koji ima svojstvo da bude niz rastojanja izmedu

niénih lukova, tj. niz

qnz+l
S, — 585, =B; = o
q
n+1 % In m=g,+1 m
ograni¢en. Ako niz {a,}={kthv,} monotono opada, dobija se
a thy, —B
qn+l__ In e

——rH_e " 0<B, <M.
a, thy, n
n n

Iz ovih pretpostavki slijedi:

—s
q
1) aqn=ke n sqn+l—sqn=(3qn=0(l), n—oo;

2) da je odevidan ovaj niz nejednakosti

Tyt

(qn+1 - qn) aqn+l<

m=q,+1

iz kojeg p'roizlazi‘ova nejednakost

(II, 29) Z (qn+1_qn) aq < Z an < Z (qn+1'—qn) aq s
g qlu+1 "

n=1n, n=n,

On<(@n+1—9nq, 7=0,1,2,...

lukova thv,_;

ovaj parcialan
susjednih gra-

tada
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3) da niz cijelih brojeva {g,4.,—

a
hm Int2—dn+1 Yan+1 f 1,

n—>o g, 1~ q, aqn

iz koga proizlazi ovaj

(11,30)

In+1— =0 (qn n—l), n—oo.

Dakle, prema uslovima (II,29) i (IL,30) redovi

(11,31)

Za" i Z (qn+1_qn) aq”

su ekvikonvergentni.
Iz gore reenog proizlazi ovaj stav Schldmilch-a [16]:
Ako niz cijelih brojeva {q,} zadovoljava uslov

i uslov (IL,30) i ako niz {a,} monotono opada,

qn<qn+1—*°° » B—=>00,

g,} treba da zadovoljava uslov

tada su redovi (I1,31) ekvi-

konvergentni.
2.6. — Odredivanje niza {),} moZe se izvr§iti po slijedeéem postupku.
Red
(11,32) > apb, (a,0,>0),
1

prema gore navedenom uslovu konvergira ako je

(11,33)

S bm 2m

e a
lime ! M.
n—>o A1

Za M=|2z[" (z=p€%), niz

konvergira za

Ovo ima smisla ako je

(I1,34) lim |/5,<lim{/S,<M; S,= Zb >0, H>00.
n—co n—> o0
Z
2 )\It:_'—l 3
Sy Sp1e. Suly;
gde je
n b n n
aL3s s,,=> =, ey Sy =
& mzl Sm ZIS Sm1 ! mngmSml

= Z bm—-’OO, n—>o0,

m=1
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uslov (IL,33) kad se uzme u obzir gore pomenuti stav Abel—Dini-a, bi¢e za-
dovoljen ako je

(11,36) 0<Iim S,%, ;S ;g - S 1Sn@n <M.
n—on

Odavde sleduje ovaj stav:
Ako je ispunjen uslov (36) i uslov S~ e, n— oo, onda red (11,32) konvergira
za n.>1, a divergira za < 1.

Iz uslova (II,34) i (I,36) sleduje da se niz {a,} u minimalnom sludaju
moZe asimptotski ponaSati kao

a,eoe P n—oo, nZ0.

Odavde prema smjeni a,=kthv, izlazi potreban uslov da je niz ovih koaksi-
alnih grani¢nih lukova, tj. niz {thv,}, rasporeden tako ismedu x ose i ose
thy=e—* §to je rastojanje «, izmedu graniénih lukova thv, i th v,,, konagno
za svako n=1,2,3,... Dakle da bi niz {«,} bio ograni¥en potrebno je da bude
zadovoljen uslov (II,34) i (I1,36). Ako niz {a,} monotono opada, tada su u
relacijama (II,34) i (1I,36) sadrZani i potrebni i dovoljni wuslovi da niz {«,}
bude ogranifen. Prema tome ako se uoti red

(11,37) 2.(Sq—Sg ) .(Sq >0, n—o0),

gde je {S,} parcijalan niz niza {S,}, a {@, } parcijalan niz monotono opada-

judeg niza {a,}, onda ¢e on prema gornjem stavu konvergirati ako je

— gk
(II,38) 0< lim Sqm iSqm i-1 o .Sqn aqn—l < M,
gde je
qn [+
=3 S
m=1 ms i—1 - m

Ako niz {S, } zadovoljava uslov:

(IL,39) lim ¥/ S, < M,
onda je u izrazu
a thv, |

an—1 oy,
—_— = =e" n=12,3,...,
a,, tthn

niz pozitivnih brojeva {«,} ogranien. Prema tome niz

(I1,40) { %an—1 }

a
In

je ograniCen.
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Ako je .
(I1.41) b,=0(1), n—o0; lim &,> 0,

n—> o

Za,, i Za,,b,,

ekvikonvergentni. Isto tako bi¢e ekvikonvergentni redovi
(a) >apb, i Z(Sqn+1—Sqn) aq,

kada niz {a,} monotono opada, 3to se vidi iz slijedeeg izlaganja. Iz
nejednakosti

tada je poznato da su redovi

qn+1
(Sqn-l-l _Sqn) aqn+l< Z ambm < (Sqn+1 _Sqn)aqn’

m—q 41

koja je ofevidna s obzirom na pretpostavku da niz {a,} monotono opada,
sleduje na osnovu (II,40) ova nejednakost

xgl(Sqn =8, Ja, < ’ZI(SM—S,,,_I) 4y <u> (S =S, ag .

m=1
iz koje proizlazi ono §to smo gore tvrdili. Dakle prema gore navedenim
uslovima red Xa, je ekvikonvergentan sa redovima (a).
Iz gore reCenog proizlazi ovaj stav: .
Ako niz brojeva {S,,}, gde je {S,,} parcijalan niz niza {S,} = >'b,, (b.=
m=1

O (1), n>oo; lim b,>0) zadovoljava uslove:

n— o

S, <S8, -, n>ow
qn qn+1 ? ’

1im /'S, <M,

n— oo
i ako niz {a,} monotono opada, tada su redovi

Zam an>0, i Z(Sqn-;-l_sqn) aqn
ekvikonvergentni.
Iz ovog stava proizlazi ovaj:
Ako niz cijelih brojeva {q,} zadovoljava uslov

9n<qpy1—> 0, B>,
i uslov

(11,42) lim 1/ ¢,<M,

n-—>oo

i ako niz {a,} monotono opada, tada su redovi
zam an>0’ 1 Z(qn+1'_qn)aqn

ekvikonvergentni.

2 Publikacije Ne 42
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Uslov (I1,42) je zadovoljen u specijalnom slucaju ako je
Ins1=01(gn), n— o0,
Ini1—In=0(gn—Gn-1), n— 0.

Otud iz gornjeg stava slijedi poznati stav Schlomilch-a.

Prema gore reCenom moZe se formulisati ovaj stav [10D]:

Neka bude funkcija f(x) u intervalu (0,0 )} pozitivna i monotona i neka
niz {a,} zadovoljava uslov

a,>0, a,=0(1), n—oo; Eria,,>0.
n— o0

Tada su redovi
S0l (S Sa= Y aw i S(S, —S,)f(5;)
m=1

ekvikonvergentni ako je
lim {/'S, <M,

n—> o

gde je {S,,} parcijalan niz niza {S,}.
2.7. — Neka bude f(x) neprekidna funkcija koja je u intervalu (0, oo)
ogranitena i pozitivna. Kad se ona napiSe u obliku

Fx)=ktho(x), k=1,

Xy Xi+q

tada na njenom grafiku (C) u ravni Lobadevskog (sl. 3) veli¢ina ;,-Z, odreduje
graniéni luk ktho(x;) kome je osa x osa.

Ako interval [a, b] taCkama x, X, ..., Xi..., Xn—3, podijelimo na n
dijelova i ako sa P; i Q, oznafimo povrSine upisanih odnosno opisanih
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&etvorouglova, a sa J; povrsmu ogranitenu sa lukom 4;4;,, krive (C) i grani¢-
nim lukovima x,A i x,+1A,+1 i x osom, onda ¢e biti olevidna ova nejednakost

Pr=k(l—e S D) tho () < J < ke TR (1o TEHR I i o - 0.

Odavde proizlazi ovaj elemenat za povrSinu J

dJ=ktho (x)da,
gde je :
da=1—e"9% x>0.

Odavde proizilazi da je Stietjes-ov integral funkcija f(x) u ovom sludaju jednak
Rieman-ovu integralu, tj.

b b
jf(x)daéjf(x)dx.

Geometriski ovaj integral pretstavlja prema slici 3 onu povr§inu J koja je

ograniena lukom AB krive (C), grani¢nim lukovima kthe(a) i kthe(b)
i x osom.
Uo¢imo na krivoj (C) niz tafaka

My(Su f(SD). Su=S .
m=1

Ako je funkcija f(x) u intervalu (0, o) pozitivna i monotona, tada prema uslovu

(I1,43) eSnf(S,)—~ o0, n>00, (@,>0,f(Sy)=ktho(S,),
bi¢e olevidan ovaj niz nejednakosti:
Sy
(1—e™Mf(S)< | fdx<en(1—e™)f(S), n=1,2,3,...,

Sn—1

ili ovaj
Sp
(IL44)  e*n(l—e~ ) f(Sp) < j f(X)dx< el %(1—e~ ) f(Sh_y),
Sn—-l
n=1,2,3,...,

gde je

S (Sa—1)

(¢ 1
A= ’ (an>0, a,,=0(1), n—*oo).

F(Sw)
Odavde proizlazi da red
(1L45) ‘ 2 (1—e~%) £(S,)

konvergira kad konvergira integral

(IL,46) [reax,
0

2%®
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a kad ovaj integral divergira onda divergira i red

(IL,47) D e (1—e~ ) f(S,—1).
Ako se uodi red
(I1,48) 2.a,f(Sn)

onda je on, kako je to ranmije refeno, ekvikonvergentan sa redom (II,44) ili
sa redom

Z (1 —_ e_an/}"n) f(S —1) 7\,,, 7‘n>09

a,=0(n,), n—oo.

gde je

Zbog toga red (II,47) konvergira ako konvergira integral (IL,45).
Isto tako red

(11,49) 2.@nf (Sa-y)

je ekvikonvergentan sa redom (IL,47) ili sa redom

3, (1= £(S0 ) M@= O (1), 1= ).

Otud u vezi uslova (I1,44) proizlazi da red (II,49) divergira kad divergira
integral (I1,46).
Iz gore relenog proizlazi ovaj stav Denjoy-a [5a].

n
Ako je a,>0, S,= Za,,,—»oo, n—oo,
m=1
i ako funkcija f(x) monotono opada, tada iz konvergencije integrala (I1,46) slijed:
konvergencija reda (II,48) a iz divergencije ovog integrala slijedi divergencija
reda (11,49).

Uodimo sludaj kada a,—>oc, n—oo. Prema slijede¢oj podjeli intervala
[S ~1s Sn]
Sn—1<x1<x2< e <x,,,<x,,,_,_1< s <Sn
iza
_Em = Xm—1
a=1-e Xm
S,

bi¢e integral Stieltjes-a funkcija xf(x) tj. integral jx f(x)d e, jednak integralu
s Sn—1
n
Riemann-a 5' f(x)d x. Zbog toga, kada je funkcija f(x) u intervalu (0, o) pozi-
Sp—1
tivna i monotona i kada zadovoljava uslov (II,43), bi¢e olevidan ovaj niz
nejednakosti:

Qn\ an

( _&') Sp—z+an/Su ( __) n
l1—e SnlS, . f(S _1)<s'f(x)dx< l—e Sa/eSnS,f(S), n=1,2,3,...

n—1
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Prema ranije reenom niz {«,} u izrazu

Suf (S _ the(S) _ -u
Sn-1F(Sn-1) the(Ss-y)

bi¢e ogranien ako je

,n=1,2,3,...,

lim 7 S,<M.

n—
Zbog toga se gornji niz nejednakosti moZe napisati u obliku

Sn—1 +anp/Sn
A (S <[ F®dx < elSna,f(S), n=1,23,...
Saos

Odavde izlazi da je red Za,, f(S,) ekvikonvergentan sa integralom (I1,46).
Iz gore reenog proizlazi ovaj stav [10b]:
Ako niz {a,} zadovoljava uslove:

(I1,50) 3,>0; S,= 3 ap~o0, n>o0; lim {5, <M,

m=1 n—w
i ako je funkcija f(x) u intervalu (0, o) pozitivna i monotona, tada su red
2.0.1(S,), a,>0,
i integral
[reodx
0

ekvikonvergentni.
Uslov (IL,50) biée u specijalnom sluaju zadovoljen ako je

Sy=0(S,_y), n—co.

Otud iz gornjeg stava rezultira stav Karamate J. [11]. Ako je 0<a,<M, tada
iz gornjeg stava rezultira stav Litlewood-a [13].

III. FUNKCIONALNI REDOVI

3.1. — Uotimo u ravni Lobadevskog niz tadaka [10c]
(1L, 1) M,,( St G+ 70 () 1), n=0,1,2,. .., (U (x)=0)
m=0

iji je poloZaj u odnosu na pravougle koordinate Oxy odreden pomocu prvih
koordinata. Polaze¢i od ovog niza tafaka moZe se, kao $to je to redeno u
prethodnoj glavi, formirati red

o

(11L,2) Z(l —e” | #n+1 (Xo)|> th , Va (%) I .

0
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Geometriski lako je uoliti da ovaj red konvergira ako egzistira prava
x=C, C>0, koja bi bila preseena sa svim paralelama koje su povudene kroz
tatke (II1,1) u pozitivnom smjeru x ose. Elementarnim putem dolazi se do
slijedeCeg uslova za egzistenciju prave x=C:

3|t (20 |
lim e th| v, (xp) |[< M.

Otud iz uslova n
2| um(x)|
lim e th|v, (%) |<M, x E[a, b],

n-—>®

gde je M broj nezavisan od x, sleduje: 1) svakoj talki iz intervala {a, b] odgo-
vara prava x=C, C>0;
2) ostatak reda

(11,3) S(1—e1m @l [y, 0]
V]

uniformno konvergira ka nuli kada je

lim | v, (%) |=0, x& [a, b].

Odavde proizlazi ovaj rezultat:

Ako je
%]”m(x)[
(1,4 Tme' =~ th|v | <M; v (-0, n>o; x&|a b,

gde je M broj koji ne zavisi od x, red (III,3) uniformno konvergira u intervalu [a, b].
Ako se uodi red

2.0, () Ba (%),

onda ¢ée on biti u intervalu [a, b] apsolutno ekvikonvergentan red sa redom
S (1-e POy o, ),
gde je prema redu (IIL,3)
[Ba )| =[thys1 X)] i [an(x)|=kth|v,(x)], k=1,

|Bax) |
Z(l—e An )]a,,(x)l)\,,,

Br () =0 (), n>oo,xc [a,b],

gde je {2,} jedan podesno izabran niz pozitivnih brojeva. Odavde prema gornjem
rezultatu moZe se formulisati ovaj stav:

ili redu

kada je
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Ako egzistira takav niz {\,} sa pozitivnim ¢lanovima da su ovi uslovi
zadovoljeni '

5 | Bm ]
(1L, 5) Tim e™ ! |Ot"i(ic)—|<M;|oc,,(x)|=o()\,,),n—>oo,Ex[a,b],

B> n+1

gde je M broj koji ne zavisi od x, tada red

(111, 6) 2, % (%) B (%)

uniformno konvergira u intervalu [a, b).

m=1

Niz {A,} treba odrediti tako da se niz{ > )\;,Iﬁm(x)l} asimptotski po-
naSa kao

> Ma|Bm(x)|=0(gn), n—>o0, x & [a,b).
m=1
Tako naprimjer ako se uo&i red

-]
z (xn___xn+.‘)
0

1 stavi

A= (&> 0); By (X)=x" i o, (x)=1—2x,
n

tada ée se, kad se pusti da x—1—0, dobiti prema uslovu (III, 5) ovaj oblik

oL n—>w n

L Tm i+ (A —x)ie, x—»l—O(x=1——~1—)-

Dakle sa «>0 uslov (IIL, 5) nije uniformno zadovoljen, pa prema tome ovaj
red ne konvergira uniformno u intervalu [0,1].

Ako je red
2 18,0

u intervalu [a, b] uniformno konvergentan, tada ¢e red (III, 6) uniformno kon-
vergirati u ovom intervalu ako je

3B

Im el %1 ()] <M.
Ovaj ¢e uslov biti zadovoljen ako je u ovom intervalu niz {«,(x)} uniformno
ograni¢en. Odavde proizlazi ovaj poznati stav:

Ako u intervalu [a, b) red Z|B,(x)| je uniformno konvergentan a niz{«, (x)}
uniformno ogranicen, tada red (111,6) uniformno konvergira u ovom intervalu.
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Prema uslovu za uniformu konvergenciju reda (6)

n
S By X
fim o' Lors O _pr 20 v 1,8,
n—r oo )\”+1
a na osnovu poslednjeg stava moZe se formulisati ovaj rezultat:
Ako je u intervalu [a,b] red Z\,|B,(x)| uniformno konvergentan a niz

{ ‘—a—"—(m} uniformno ograniCen, tada je u ovom intervalu red (II1, 6) uniformno
)‘n

konvergentan.
Tako naprimjer Dirichlet-ov red

(11L,7) Za,,e_}"’s (F=x+yi, 0<A<A<...A,> 00, ),

biée konvergentan za onu vrednost s za koju je ispunjen uslov

n
o Zhmltm| —Xpax
lim el e /)‘n+l <M

n— o

gde M ne zavisi od x. Ovaj uslov bi¢e ofevidno ispunjen za

> Al am|
R(s)> lm 1 — .
n—» o nt1
Ako se uoéi Dirichlet-ov red (III, 7) tada ¢ée on, prema re€enom u glavi
II, apsolutno konvergirati za one vrijednosti broja s u kojima je zadovoljen uslov

—~rilgn
=kth|v,(x)| ~e , im0 (k>1, r>1).

— ApS

|a,e

Odavde se dobija apscisa x=c apsolutne konvergencije ovog reda

—[1 1
c=lim [—lgla,,[ +En)

n—w| A, A,

Isto tako imaée se za Taylor-ov red
S o
ovaj uslov
~rlgn
|a,z"|=kth|v,(x)| ~e , n>o0, r>1.

Odavde proizlazi Cauchy-Hadamard-ov kriterijum za odredivanje poluprecnika
konvergencije R

R=1/lim {/ [a,] -
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1V. NEKE POSLEDICE PRINCIPA HIPERBOLICNE METRIKE

4.1. — Uokimo u ravni Lobadevskog dvije ose /; i /,. Ovim dvjema osama
neka odgovaraju graniéni lukovi AB i PQ (sl. 4).

B q
BfQ,
AR

A P

St 4
Neka bude prema (I, 8)
av,n ABosh o Rim—anl
2 JR=TxDR =]z}
(v, Fo-th -Rlz-al m
2 |R2_2122|

U I odeljku ovog rada data je biunivoka korespondencija izmedu tadaka
ravni Lobagevskog i tadaka kruga |z|=R. Ako je funkcija f (z) regularna u
krugu |z| < R i ako je |f(2)|< M za z< R, tada se i funkcijom

w=q><z)=§f(z)

postiZe takode biunivoka korenspondencija izmedu tafaka ravni Lobadevskog i
tataka kruga |w| < R. Prema tome imace se

1v,3) AB, =sh D= M (f(z9)—f(z0) ]

2 ARG (M= |f(z)| %)
— M|f(z)—f(z)]
av,3 P =th RENNRCEVACH A S VA _1,
) 10 =th M2 =T f(zo)|

gde je prema (sl 4.) 4,B, = r,. Dakle, ako funkcija w = ¢ (z) jednoznaéno preslikava
oblast |z] <R na oblast |w| <R, onda ée se ovom funkcijom jednozna&no
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preslikati grani¢ni lukovi (IV, 1) i (IV, 2) u njima odgovarajuée koaksialne gra-
ni¢ne lukove (IV, 3).

Iz gore redenog, kad se uzme u obzir princip hiperboliéne metrike [15],
sleduju ove jednakosti:

M|f(z:)—f(z) | —e—d R|zy—z|
VM=) DM~ [f(z) D) VR =]z, (R —[z,]?)

(Iv,4)
M|f(£f(21)' e’ R|zy—z, |
| M2 —f(z:) f(z2) | ’Rz" Zy 2y 1
gde je

—e~(d=AA,, d’ =PP,).
4B sh— P Q th—r—
2 2
U specijalnom slu€aju, ako je f(0) =0, ove jednakosti svode se na sledece:
M|z
Rl et—(et-1)| 2
V — (e~ )[;

@)= @ =T ez,

Odavde za d=d’' =0 sleduje u oba sludaja |f(z)|= %l Dakle d i d’ pretstavljaju

rastojanja odnosnih graniénih lukova. Ovo rastojanje jednako je nuli za funkciju
f (z)=;e°“z, a postaje beskonatno veliko ako je f(2)=f(z;) za z;5#z,. Prema

tome ovo rastojanje je uvijek komano u onoj oblasti D, u kojoj je funkcija
f(2) univalentna, dok postaje beskonaéno veliko u izvjesnim tatkama oblast D,
u kojoj je funkcija multivalentna.

Iz gore reCenog sleduju ovi rezultati

Ako je funkcija f(z) regularna u krugu |z|<R i ako ]e |f(z)] <M za
|z| <R, tada je

(1v,5) M|f(z)—f(2)] _ R|z—2z,|
VAe—[f () B) M= |f(z) )~V R~z ) (RE—2, )

ili

(V,6) M|f@—f@)| _ R|z—z|

| M2 —fG)f )| | R2—zoz]
gde se jednakost u krugu |z| <R dostife u oba slucaja samo ako je f(z) =

% e(ll'Z.
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Nejednakost (IV, 4) za z=0 i £(0)=0 svodi se na poznatu Schwarz-ovu
nejednakost :

f@<Tlzl (zl<p).
Odavde sleduje
PERLE

gde je
"
P1Q1=E‘3=e-d'(thi‘= f@V g r |2 ).
,ﬁ;l th r 2 M 1 |R|'

2

Dakle, prema Schwarz-ovoj lemi funkcija ¢ (2) = ]\_1; f(2) preslikava graniéni luk

[app . . N v - -
PQ u graniéni luk P,Q, kao §to je to na (sl. 4.) prikazato.

4.2, — U I odeljku ovog rada data je biunivoka korespondencija izmedu
tataka ravni Lobacevskog i tataka jedne od poluravnina: Re z>0 i I, z>0.

Lukovi (sl. 4):

PP e E NS 1P
2 2!’[,,,2-1,,,20 2 z—2z,

4B - ShL:_'LZ-— :ﬂ__i_o| ; A71=thL= Z—éi
2 2)R.z-R.z, 2 lz+zg)

preslikaée se funkcijom w=f(z), ako je I, f (2)>0 za J, z >0 ili ako je

Re f(z)>0 za Re z>0 i ako je regularna u odnosnim poluravninama, respe-
ktivno u slijedeée graniéne lukove:

B

2 2)I.f@) I.fG)’ 2 f@—f(zy
Fo_snii @-I@| 55 _

‘ﬁazmg, @ SE)| gy s [[OSC

(Iv,7n
S22 JA0N _ ‘ji(z_)_f(zo)
2 2fRSE RS0 f(@) +1 o)

Iz gore refenog i principa hiperboli¢ne metrike sleduju ove jednakosti:

4%
2

f@—fGE)| _ 4 12—2]
™o Vi@ 1nf G Vntlnzo
(IV,8) @) =S| _ w225 .

F@—£(z) zZ—2z4 |
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DG izl

VR.S(2) R f(z) VR.z Rzy
(Iv,9) if(z)—&)) e z“i"‘
\f(2)+1(2) 242, |

gde je d i d’ otstojanje izmedu odnosnih grani¢nih lukova. Odavde sleduje:

Ako je funkcija f (z) regularna u poluravnini I,z>0 ili u poluravnini
R,z>0 i ako je I,f (z) >0 za 1,z>0, ili ako je R,f (z)>0 za R,z>0,
tada se respektivno ima

avioy OTE@| _ (zm5n  O-fGE)] |2z,
’ VI @ It Go) | Inzlnzy” ([ —S )| |22

(IV,11) [f(z)_f(zo)f <**]i_20[_ @ —f(zp) z_i)
| IRF@RSG) VRzRzy f@+f@)| |z+72

gde se jednakost u poluravnini dostife fumkcijom f(z)=M. z.
Poslednja od ovih nejednakosti je poznata kao osnovna nejednakost Julia.
4. 3.— Grani¢ne lukove (IV, 1) 1 (IV, 2), kao §to je to reCeno u tacki 1.,

jednoznaéna analiti€ka funkcija ¢ (z) = % @ (1f(@)|<Mza|z|<R) preslikava

u granine lukove (IV, 3). Isto tako granine lukove (IV, 3) ova ista funkcija
~
preslikava respektivno u granine lukove A;Bz i PyQ,. Dakle, funkcija

Rf (Z))

<PI~<P(<P)——f1( o

preslikava grani¢ne lukove A B, 1P @, u grani¢ne lukove A,B B2 i ]’2Q2 gde je
d, i d’y njihovo odgovarajuce rastojanje. Prema tome je

~~ ~~ o ~
AB=e¢ @t 4, B,  PQ=e"@+®P,Q,.
Ako se ovaj postupak iterira n-puta, tada se dobija niz funkcija
R /R
(v, 12) Pn =2 (Pn-1) =;l—f (anq)
i njima odgovaraju¢i niz graniénih lukova:

M fn(ﬁf(zz))’ -ﬂ,(ﬁf(zo)I

Vet Yoo o

(AV,13)  A,B,=

2)’

AOY
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_ M'f,,( R fn(—f(zl))
1V, 14) 50— il

M2, f(zl)) (37 f(zz))
Iz gore refenog sleduju Jednakos‘u.

A~ s L
AB=¢€e"A,B, Sp=d+d + - +d,_y),

1v, 15)

3 s’/' 5> 7 ’ ’ ’

PQ= PnQn (sn:d +d15+"'s+dn—l)7

. . . . . . . N . =

gde je d; i d’; otstojanje respektivno izmedu graniénih lukova A4;B; i A;yBiiq,
P —
P, Q; i P;iy10;,q; Niz grani¢nih lukova (IV, 13) ili (IV, 14) &ini jedan monotono
opadajuci niz — — P,
Aan<An—1Bn—1; PnQn<Pn—1 Qn—l'

Prema tome ovi nizovi graninih lukova konvergiraju. Ako bi granice ovih
nizova bile razligite od nule, tj. ako bi bilo

A~ N
llmA B A Bo, hm P Qn P QO (AoBa’ POQnio)’

n-yco n—oo

tada bi prema (IV, 13) i (IV 14) bilo

R
lim 2 —a [
i ”f,, (Mf(zo) O<|a|<R),

R R
fim = (377 C9) =8 ©<Is|<n)

Tacke « i B bile bi tada fiksne tadke funkcije o (z) = —% f(@):

M . M
f(oc)—Eoc lf(B)‘EB

i to atraktivne taéke. Niz (1V, 13) i (IV, 14) za z; =« i z, = ne bi bio monoton,
tj. ne bi bio uslov (IV, 15) zadovoljen, §to je prema principu hiperboliéne
metrike nemogude. Isto tako uslov (IV, 15) ne bi bio ispunjen kada bi, recimo,
tatka « bila indiferentna ili repulzivna tadka funkcije ¢ (z). Dakle, nizovi (IV, 13) i
IV, 14) konvergiraju uniformno ka nuli, jer je

tim 21,/ o)) = im0 z0) )=

n—>o0

(z; # 25, || < R).

Funkcija f (z) =e%z &ni invarijantnim graniéne lukove (IV, 1) i (IV, 2).
Tako i funkcija

flz)=exi “ZE (7<)
1—2z,z

&ini invarijantnim graniéne lukove (IV, 1) i (IV, 2) za R=11 z,=z,
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Iz gore reéenog sleduje ovaj

Stav 1. — Ako je funkcija w=f(z) regularna u krugu |z|<R, ako ona
nije oblika

av, 1s) flz)=ekiz, f(z)=eri -T2 (12,]< ),
l—zyz
i ako je |f(z)|<M za |z|<R, tada niz iteracija funkcije q:(z)=71;f(z)zj.niz

{(i@}(|z]<B),
gde je

f1=§f(-§f(z)), f2=£f(§f1>,...,

konvergira odredenoj konstanti o koja le?i u krugu |z|=R ili na njegovom rubu.

Fiksne tacke ove funkcije za |z|<R lefe na rubu kruga |w|=M izuzev
atraktivne tacke «, gde je |a|<R.

Fiksne tatke makoje od supstitucija

z—2z,

= (|z,|<1, p=1,2,...)
l—z,z

nalaze se na rubu kruga [z|=1 od kojih nijedna prema gornjem stavu nije

atraktivna. Prema tome fiksne tatke racionalne funkcije

7% (|R@)|<1za|z]<]1),

I—zz

R @)=T
p=1

leZe na rubu kruga |z|=1 od kojih jedna je prema stavu 1. atraktivna. Ako
se uoli racionalna funkcija oblika Fatou-a

n-1 7_z
(v, 19) w=R(z)=pz II P (jel<])
p-ll pZ

tada je fiksna tatka z=0 atraktivna talka, dok ostale fiksne tacke za |z|< |
mogu da lefe samo na rubu kruga | w|=1. Niz iteracija ove funkcije, tj. niz
{R, (2)}, uniformno konvergira ka nuli. Funkcija

n—o

K(z)= lim Ro(2) (K'(0)=1),
Sn
gde je 1

Sp= 11 (—Zp) (f5|)<l),

p=1

zove se funkcija Koenigs —a. Ako je funkcija definisana redom
' f@=Sa,z
0

@y, Now; | f, (2)|<M za [z|<R),
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.. R N . o
tada funkcija cp(z)=74 f(z) moZe u krugu. |z|<R prema gornjem stavu imati

samo jednu fiksnu tatku, dok na rubu kruga |z|=R ne moZe imati nijednu
fiksnu tacku.

Funkcija

f@=

—al)

(4#0,i=0,1,2,..))
a, 2" '+...ta,z+a

je regularna u krugu |z|=R, gde je z=Re* nula polinoma a,z"+...+a,.
R . .
Fiksne tatke funkcije ¢ (z)= o (@) (| f(z)|<M za | z|<R) nalaze se rjeSenjem
jednadine
a,z"+...+az+a 5— =
e 1 OM .
Prema stavu 1. ova jednaina moZe imati jedan i to samo jedan koren

u krugu |z| <R. Ako su kod polinoma n-og stepena sledeci koeficijenti jednaki
nuli: ¢,=0, m=2,3 ..., n-1, tada se jedan i to samo jedan koren jednacine

1

ar
lan

4.4.— Ako je |f(z)|<M za |z|< ], tada funkcija ¢ (z)=f—A(;—)ima prema

n-
a,.z”+alz+a,,%=0 nalazi u krugu |z|<

stavu 1. u krugu |z|=1 ili na njegovom rubu atraktivnu tatku z=«, sve ostale
fiksne talke leZe na rubu ovog kruga. Ako je tatka z=a (j«|<1) atraktivna

f@

tatka funkcije ¢ (z)=—A7, tada ¢e njen Taylor-ov razvoj glasiti

f@= ia,,(z—wt)" (z—a|<r, a,=Mux)
0

(r je polupreénik konvergencije ovog reda). Prema tome funkcija
f@)-Ma
z—a)f"()

je regularna u krugu |[z—«|<r. Ako se uodi na rubu kruga |z—a|=p (p<<r)
tatka z=§,, tada ovoj tatki i taki z=a odgovara grani¢ni luk

MY @)-Y()|
VME=T¥ () ) (M2 [F (B
Odavde prema (IV,5) sleduje nejednakost

M?|4—a— @ —a)f @ RPN
(M2 f" (@)~ |4 — Ma]?) (M?—1) rz—pz( S@ie<n),

b @)=

(¥@| <M).

(IV,22)
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a iz ove sledeta _
M2(|A~Ma|—p|f (0)])* < °
(M2 f" () P~ | A— Mo ) (M2 —1) r2—p?’
ili na kraju ova
(M2r2—o?) | A—Ma 2 —2M"2(r*—0®) | f («) || A—Ma|+
+ M2 f' () 202 (r2— M2 p?)<O0.
Poslednja nejednakost bice zadovoljena ako je

Mo|f ()| (r—pM’) Mo |f (0)|(r—pM)
Mr—o <|A—Mu|< Mrio

av, 23)
Neka bude funkcija w=f (z) univalentna u krugu |z—a«|<p (p<<r) i neka
bude na rubu kruga |z—«|=p tatke 8; i B, u kojima je
f(Bl) =f(Bz) =A
za funkciju f (z) mjesto nejednakosti (IV, 22) ima se slededa ..

Mf (a)IA—-Mal-lﬁz~ﬁ1l< "“32“"!31]
M'202 f' (@) 2—| A —~ Ma |2 r2—pt

ili u obliku
rlA—MeP+ M (r2—e»)|f (@) | | A—Me|—M?re?|f' («) [2<O0.
Ova nejednakost zadovoljena je ako je

lA__Ma,<w.
r

Iz ove nejednakosti i nejednakosti (IV, 23) sleduje ova nejednakost
Mol|f’ (<°t)l(r—s>M’)< M'f @) e*
' Mr—p r

Ova nejednakost, kad se napiSe u obliku

p?—2M'rp +r:<0,
bi¢e zadovoljena ako je

rM =y M2—1) < p<r(M'+yYM —1).

Iz gore refenog proizlazi ovaj
Stav 2. — Ako je funkcija f (z) regularna u krugu |z |[<1(|f(z)|<M,|z!<1),

1
ako je z=o (|a| <1) atraktivna tacka funkcije ]l_l f (), tada je ona univa-

lentna u izvjesnoj oblasti A, koja sadrZi talku z=a. Ako je

Za,(z—a)" (@g=Ma;|z—a|<r)
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Taylor-ov razvoj funkcije f (z), tada je ona univalentna u krugu
p=}z—oc|=r(M"——VTl—’Zl_)

(IV, 24) (f@)—Ma|<|f' @| M |z—a|; |z—a|<r)

gde se jednakost dostiZe funkcijom

M (z—a)f’ (oc)(r—z—!-a)'_*_M
Mr—z+a

f@)=

Poslednja jednakost iz ovog stava sleduje iz nejednakosti (IV, 23) kada
se ista napiSe kao jednakost pa potom zamijeni svuda p sa z-—a.

Ako je =0, tj. ako je f (0)=0 i ako je f’ (0)=1, tada je u gornjim
obrascima M’ =M. Otud iz gornjeg stava proizlazi ovaj stav Montel [14] —
Landau [12]:

Ako je funkcija

f@=z+az+ - +az"+-
holomorfna u krugu |z|<1 i ako je |f(z)|<M za z<1, tada je funkcija f(z)
univalentna u krugu o
o=M— yM2_1

gde se jednakost dostife funkcijom

_ Mz (1-M2)
f(2)= [y

4.5. — Posto niz (IV 13) kao i niz (1V, 14) uniformno konverglraju
prema stavu 1. ka nuli, to ¢e u Jednakostlma IV, 15) s,—~> o0, n—> oo, is, " — o0,
n—oo. Ovi nizovi se asimptotski ponafaju kao

Sy —O(lgA ), H—00; S, —O(lgP 0,), n— oo,
Redovi
konvergiraju za svaku tacku z;, z,=z i « koja leZi u krugu |z |<R, zato $to
uniformno konvergira red

F@=|z-z]+ 3

f,.(%f)(Z) ~f, (%f (zl)) ,

koji geometriski pretstavlja parcijalnu sumu strana izlomljene linije koja kon-
vergira ka tacki «. Kad se uzmu u obzir relacije (IV, 15), ovaj se red moZe
napisati u obliku

‘ 1
\"O R e T Bae 17 B =17 Gt
v, 25)

i % -
! Falzal ez 3o M @R G]

3 Publikacije Ni 42



34 Lazar Karadzi¢

Odavde izlazi da je red

v, 26) S (5f<z))‘(fo(z>=f(z); 2] <R
0 M
ekvikonvergentan sa redom
S oms M—7 (R k .
S e f,.(Mf(Z))’(!Z|<R),

jer je prema (IV, 15)

X ( A%f(z))
-1, (%f(z)) :

Posto poslednji red konvergira, jer konvergira red (IV, 25), to i red (IV, 26)
uvjek konvergira.

"Iz gore Tedenog proizlazi ovaj rezultat

Ako je funkcija f(z) regularna u krugu |z |<R, ako je |f(z)|<M za |z|

R

R—|z|?

=5
n

<R i ako je « (|a|<R) atraktivna tacka funkcije ¢ (z)= % f(z), tada red
Sr ( f6)) o) =12))

apsolutno konvergira u krugu |z |<R.
Ako je f (z) homografija

f@=- b (ad—be=1; |f|<Rza|z|<R),
koja ima atraktivnu tacku « i ako je niz iteracija ove funkcije
fi= a,z+b,
: " oez+d,
to ¢e red
Sl eme, dymd)
0 (C,,Z-I—dn)z

prema gornjem rezultatu apsolutno konvergirati u krugu |z |<R.
Uodimo konalan niz koaksijalnih grani¢nih lukova

Z—Zm

O<|zmj<l; m=12,..., p).

PmQm= |1 —Zp—2Z
Funkciju ‘
Z—Zpy

Tm(z)= sm=12,..., Ds

1-z,z
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kao $to je to gore reCeno, Cini invarijantnim samo jedan od ovih graniénih

N :

lukova i to P,0,, dok ostale graniéne lukove pomerace u pravcu u
kome koaksijalne ose konvergiraju. Ako se ovim funkcijama nastavi uzastopno
pomjerane datih graniénih lukova, dobi¢e se tako jedan beskonalan niz gra-

ni¢nih lukova P,0, koji konvergira ka nuli tj. biée
lim Tn (V=T Zm
n—> 00 1 - Tn (Zm) Tn (Z)

Na taj nadin se dobija od p datih funkcija niz iteracija {7, (z)} koji konvergira
konstanti «, tj. bice

=0 (m=12,...,p).

im 7y —a (jal<1).

n—>o0

Kako je prema gore refenom

55, | T@=T. G
1-T.C T.)

2 7.0,

konvergirati. Odavde a na osnovu ranije reCenog sleduje apsolutna konvergen-
cija reda

’

— p—S

zZ—7,

1—z,2

1)

to ¢e red

ST .
1
Zbog toga ¢e O-funkcija, tj. funkcija
0@)=35SHTNT, () ((HT)|<M za [z]|<R),
1
gde je H(z) racionalna funkcija, apsolutno konvergirai u krugu |z|<R.

Prema gore refenom moZe se formulisati ovaj

Stav 3. — Neka budu d¢lanovi niza {f,(z)} regularne funkcije u oblasti
D,, neka bude |f,(2)|<M za z & D,. Ako je zadovoljen uslov

IV, 27) AR ACA] - a1 (D) =1 (20) |
’ V=[P P =17,G)P ~ V= | O D =/, @ P
(n=23,...; 20,2 Dy} fu(Z)F#fu-1(25) ),

ili §to je isto uslov

o @ =faC | a1 (D) =fa1 (o) |
| M2 —f, (2 fa(2) | | MP—fm1 (25) fa1 (2) |
(f;x (Zo) %fn—l (Zo); Zos Z E Dz)‘
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tada je
li_r)n Ja (@)= (2).
Ako je f(z) konstanta w, (|w,|<M) tada je red
ZH(D)S (),

gde je H(f,) regularna funkcija za z € D,, apsolutno konvergira u oblasti D,.

Neka su &anovi niza {a,z"} u izvjesnoj oblasti D, po apsolutnoj vrije-
dnosti ogranifeni i neka zadovoljavaju uslov (IV, 27). Prema ovom uslovu a
na osnovu ranije refenog sleduje ova relacija

]an[ [Z"—Zo"l _ |d1HZ zo]‘
Zo;éO’ - - =@ ~n —
/(M2 —]a,2"[®) (M2 —]a,z,"|") | (M?~|aiz|?) (M*~]|a,z,[?
Otud je '
nja,| || |4

M?—|a,z"|2  M?—|a;z|?
ili

—n(Mz——lalz,,[)]z,,”“‘[+v’n2(M2—!alz‘,]2|za"“"2+4M2|a1[|zo|2—_"
2[a;] [z,[*

la,|<
[1+2M2|ali |z, |?
_—n(M*—|az7, |} |z, [+ n(MP—|ayz, |} |z n? (M*—layz,|)?

2| ay| |z|* B

M|z,
N[z, [z,]"

Odavde je
M2z, |

n(ME—|a,z,1%) |a, .

[2,]"<

ili na kraju
1

lim /] a,|

n—»oo

=R.

lz,]<

Dakle prema stavu 3. funkcija F (z)= X f,(2) je analititka u krugu |z|<<R.

Ako se uodi niz
{ane—}""s}

M <A< - <A, Bow; s= X +Yis |ae"tas| < M, s & Dy)
tada ée uslov (IV, 27) biti zadovoljen u onoj oblasti s & D, u kojoj je u isto
vrijeme zadovoljen uslov
M?| e |
Ay (ME—|@re~his 2) | a, |

letns | <
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Ovaj se wuslov dobiva po istom postupku kao i u prethodnom primjeru.
Odavde proizlazi da je prema stavu 3. funkcija

F(s)= i a,e” lns
1

regularna u onoj oblasti D, u kojoj je
Re s >1i71- l,g‘ﬂ .

n—o A,

Apscisa apsolutne konvergencije reda F(s) nije uvijek prava

_ el I
(IV, 29) x~ Tim 1%“—‘

Ovo nastupa zbog toga S§to smo u jednakosti

]| e~tas — e~ ] ems— et

—e—Sn—

[(M? = |a,e=2as2) (MP—|aebaso )02 [(M2 = [aye=2as) (M2 — | e o ) ]
gde, na osnovu refenog u II glavi, nil {s,} se mora asimptotski ponasati bar kao
s,oolg(nlgn- - -lgin), nsoo (a>1).

Kad se ovo uzme u obzir, ako se dolazi do zaklju¢ka, da razlika izmedu
apscise konvergencije i apscise apsolutne konvergencije reda F(s) ne prelazi broj

Tim 18(nlgn---1g;n)

n—»w A

n

Odavde o&evidno izlazi, da se apscisa apsolutne konvergencije odreduje formulom
(IV, 29) kada je [17b]

RS 04
im 18(nlgn---lgy™

n—»w Ay

4.5. Neka bude f(z) regularna funkcija u krugu |z|< R i neka je
If(?)|< M za |z|< R. Uolimo u krugu |z|< R takve dvije tatke B; i B, u
kojima je f(By)=Sf(Bs)=A4 i krug poluprednika p sa centrom u tacki «,, koji
ée prolaziti kroz ove dvije taCke, a u kome ¢e funkcija f(z) biti univalentna.
Egzistenciju ovakvog kruga nije teSko ustanoviti, poSto moZe biti samo konacan
broj taBaka, koje leZe u krugu |z|< R, u kojima funkcija f(z) moZe dobiti
vrednost 4. Polupreénik p prema stavu 2. dat je relacijom

p=r(M' —|M?—1),

gde je r polupreénik konvergencije reda

i a (Z - o('1)“’

0
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a M’ je pozitivna konstanta koja zadovoljava relaciju
ff(z)—f(“l)‘< M 'f,(al)’ |Z_°‘1§
(aozf(al)> I Z— 0 |< r)'
Kako j¢ M’ >1, to iz ove nejednakosti slijedi ova

1@ —f (@)
z

—oy

If (@) <

’

a iz ove sledeéa
| lim f(2)—f(x)

Z=%y Z— 0y

f ()| =

Odavde proizlazi ovaj uslov konformnosti na rubu

lim f(2)~MeM|

v, 28) SR I= | Reri ™, ~ en

4.5.1. — Neka bude funkcija w=f(z) holomorfna u krugu |z |< R i neka
bude |f(z)|<M za |z|< R. Kad z u krugu |{z|< R opiSe krivu (C), tada ée
funkcija f(z) opisati u krugu |w|< M njoj odgovarajuéu krivu (C;). Ovim
krivim odgovaraée u ravni Lobalevskog krive (C’) i (C';). Odnos izmedu
elemenata lukova krivih (C) i (C,) i njima odgovarajuéih elemenata dr i dr, u
ravni Lobadevskog dat je prema (IV, 1) i (IV, 3) ovim obrascima

dr R dry M

— = -, = (|z]< R).
|dz| RE—|z [ {dw| M:—|f(2)]?

Odavde o&evidno sleduje
2 __ 2
av, 29) =R 40 Molf@F
M dr RE—|z[?
gde je

dny =e~4(d >0).
dr

Iz gore reCenog sleduje:
Ako je funkcija f(z) regularna u krugu |z|< R i ako je |f(z)|< M(|z|<R),
tada je
, R M*~|f(@2)?
)< = =2
7@ T

U atraktivnoj tacki o(|a|<< R) funkcije ¢ () =% f(z) ima se

: M
lf()I<R.
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Ako se atraktivna tatka o nalazi na rubu kruga |z|=R, tj. ako je «=Reri,
tada ée niz :

=Y s - - R 1 ( % )

| RS,
| M

niz biée nula-niz kad god je

gde nam }pretstavlja niz iteracija funkcije ¢ (z)= % f(2), bitinula-niz. Ovaj

< —

li_n{ (fn—p), Sn—p+1 M

|

(p=0; foo ﬁiloc, n— o).
R
Dakle, kad se atraktivna tatka « nalazi na rubu kruga|z|=R, tada je

Tim |1 ()| < 3 (|2l <R 2, Retd, > 0),

4.6. — Ako je tacka z= ReM fiksna tatka funkcije <p(z)=§ f(2), gde je

|f(z)|< M za |z|< R i ako niz talaka {z,} konvergira ka talki Re}, tj, ako je
lim z, = Re}M, tada se prema (IV, 29) ima

2 __ 2 —
av, 30) i |f' )| <X tim M@y MoLSG@ o 51<
> e R*—|z,? = R—|z,]
Isto tako iz relacije (IV, 4) u tacki f(ReM)= MeM proiziazi ovaj rezultat

’Mehi_f(zn) |2< £ ' Re)\i_znl2 lim M_'|f(zn) l

—fE)E "M R—|z,P e R-|z|

1z relacija (IV, 30) i (IV, 31) a u vezi (1V, 28) proizlazi ovaj stav Julia
[91 i Bieberbach-a [2].

Ako je funkcija f(z) regularna u krugu |z|< R, ako je |f(z)|< M za
|z]< R i ako je f(ReM)= Meli, |f'(ReM)|=k, tada je
| MeN—f@)]_ R, |Reti—z]?
Wolf@F "M R—|zp

(IV, 31)

av, 32)

2

gede je broj k konacan i ima jednu od sledeéih vrijednosti

k=11_m |f(zn)[ |f (Re?\l)’

n—r o _‘ ’ll

(12:|< R; z;~ReM, n— ).
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Iz gore navedenih uslova sleduje: ako je funkcija f(z) regularna u krugu
|z|<R, ako je |[f(z2)|<M za |[z|<R i ako je f(Rer)=MeM, tada, ako
egzistira jedna od granica

. . MeNi—f(z,)
lim f(z,), lim ——=*
n—o0 ( ) n—s  ReM— Z,

(|z,|< R; z,~Reti, n—~ o),

egzistira i druga. Da bi se imalo pretstavljanje konformno na granici z = Re},
potrebno je i dovoljno da su ove granice jednake, konagne i razlidite od nule.
Detaljnija obaveStenja mogu se naéi u knjizi pod [7].

Ako je funkcija f(z) regularna u krugu |z|< R, ako je |f(z)|<< M za
[z|<R i f(ReM)=Rel, gde je tatka z=ReM atraktivna taka funkcije

cp(z)=-]§ f(z), tada relacija (IV, 32) ima oblik

| MeXi—f(z) |2< | ReMi—z |2
M—|f)[*  R—|zp

’

jer je, prema re¢znom u prethodnoj talki, |f’(ReM)|< % .
Uo&imo funkciju f(z) koja je definisana redom
av, 33) f@=3 az
0

koji je konvergentan u krugu |z|=1. Autor je pokazao [10d]: ako se uzme
za F(t) funkcija

n

i ako je A""1(a,exi)—~0, n—o; a,—~0, n—oo, tada je

Fr(1)

=°° n_ < n—1 ol
f@ %anz ao+ZA (ale)(n_l)!

=a,+ i Ar-1 (ale“i)( z )
1

ei—z

(lz]<1; A1 (ale“i)=ane"“i“‘(n_ll) a,_1e” "D - - . - gjend).

n—o

Odavde za z=—exi(1 _1 ), kada je lim {/[A"~1(a;e%) =0, ima se
e
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® . 1\~ X .
(Iv, 34) > a,,e"“l( I—— ) =a,+ > A" l(aend) (p—1)" =
o P T

=3 A, (o 1) = f(exi), g0 (5,= 3 apemai).
0 0

Ako je lim ]"/"E—T(EIE&T)=O, tada funkcija f(z) pretstavljena ovim redom ima

na rubu konvergencije jedini singularitet (esencijalni) tafku z=ex/. Prema tome
¢e u ovoj tacki biti f(ex))=Mexi, gde je |f(z)|< M za |z|< I

Iz gore refenog sleduje ovaj rezultat:

Ako je |f(2)|< M za |z|< 1, gde je f(z) funkcija definisana redom (IV, 33)
koji je konvergentan za |z|< 1, ako je red

o0
Z a, enai
)

zbirljiv po postupku (IV, 34), gde je lim 1/ A"~ (q,e%i) =0, tada je tacka z-—evi

n—w

fiksna tatka funkcije ¢ (z)= fLMZ) » t. f(exi)= Mewi,

4.7. — Uo¢imo funkciju f(z) koja je regularna u poluravnini Rez> 0
i Ref(z)>0 za Rez > 0. Prema nizu iteracija ove funkcije, tj. prema nizu
£, @ =f(f,—1) moZe se formirati ovaj niz grani¢nih lukova

AR A }
[/ Ref, (z,) Ref (z,)

gde je Rez;>0(i=1,2). Ako je broj ¢lanova ovog niza u oblasti D, (z; & D,,
i=1,2) koja leZi u poluravnini Rez > 0, u izvjesnim tatkama konalan, tada je
ova funkcija multivalentna u ovoj oblasti. Ako je broj ¢lanova ovog niza u
oblasti D, beskona¢no veliki, tada je ova funkcija univalentna u ovoj oblasti.
Svi su ¢lanovi ovog niza tada razliCiti medusobom, sem u sluéaju kada je data
funkcija homografija sa indiferentnom tackom u ovoj poluravnini.

v, 35)

Prema ranije re€enom niz (IV, 35) monotono opada kad god data funkcija
f(2) nije homografija. Zbog toga on konvergira, a kad on konvergira onda
konvergira i niz iteracija ove funkcije. Ovde kao i u prethodnom sludaju
izlazi: 1) da funkcija f(¢) ima samo jednu atraktivnu tacku « koja leZi u
poluravnini Rez >0, 2) da postoji izvjesna oblast D, koja sadrZi u svojoj
unutra$njosti ili na rubu tacku o« u kojoj je ova funkcija univalentna. Dakle,
od invarijantnih tadaka: «;, «, ..., funkcije f(z), koje se nalaze refenjem
jednatine f(z)=2z, samo se jedna i to atraktivna nalazi u poluravnini Rez > 0.
Prema tome nizom iteracija {f,(z)} (Rez > 0) konvergira uniformno ka tacki
o (Rea > 0). Ostale fiksne tatke leZe na pravoj Rez=0 ili u beskonaénosti.
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Prema gore reCenom a na osnovu . i 2. moZe se formulisati ovaj

Stay 4. — Ako je funkcija f(z) regularna u poluravnini Rez > 0, ako ona
nije homografija sa indiferentnom tackom u ovoj poluravnini i ako je Ref > 0 za
Rez > 0, tada niz iteracija ove funkcije, tj. niz

Ja @) =f(fa-1(2)) (Rez > 0),
uniformno konvergira odredenoj konstanti « koja leZi u poluravnini Rez > 0, ili
na rubu Rez =0 ili u beskonacnosti.
Fiksne tacke ove funkcije za Rez>0 lee na pravoj Rez=0 ili u bes-
konaénosti izuzev atraktivne tacke a (Reo >0 ili a=o0).
Ova funkcija je univalentna u onoj oblasti D, koja sadrfi atraktivnu tacku
o. Ako je

f@=3a,c-ay (@=a |z—a|<r)
0
Taylor-ov razvoj ove funkcije u okolini tacke «, tada je ona univalentna u krugu
o=z |=r (M-} FE=T)
(|[f@-a|<Miz—a|lf @] |z—a| <)

Ako je a=w, onda se univalencija ove funkcije proteZe poclev od |z|> R, gde
e R vrlo veliki broj, u sektoru |y|=kx (k > 0) do beskonacnosti.

U ovom stavu sadrZan je pored stava Valiron-a [17 c] i stav Wolff-a [19]
i Denjoy-a [5b] koji prema formulaciji Valiron-a [17 ¢] glasi:

Ako je funkcija f(z) regularna u poluravnini Re z > 0, ako je Ref(z) > 0 za
Rez >0 i ako ona nije homografija sa indiferentnom talkom u ovoj poluravnini,
tada niz iteracija ove funkcije uniformno konvergira bilo prema beskonalnosti bilo
prema jednoj konstanti o (Rea > 0).

Prema nizu graniénih lukova koji odgovaraju poluravnini Rez > 0 ili
Imz >0 moZe se stav 3. na ovaj nalin formulisati:

Neka budu &lanovi niza funkcija {f,(z)} regularne funkcije u oblasti D,.
Ako su ispunjeni uslovi:

. If;r (2) =/ (20) [h < lfn—l (2)—fu— (Zo)L ,
VRef,(z)Ref,(z)) | Refue1(2) Refuey(z)
(Ref, (2) >0 za 2 € Dy; f,(2) # fr1 (2))

ili §to je isto uslovi

IV, 36)

[ @ =fo )| _ | foma &) =S @) ] .
[1@+f0@)| 1 @ +Fmt (20)|
@—fa@) | _ | fo1 @ o1 (20|
Vimf,@)Imf(z) | Imfo_1(@)Imf,(z,)
(Imf,(2) >0 za zED,; £,(2)) # fr-1(20)),

<
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ili §to je isto uslovi

Jn (@) —fa(20)

< 1@ ~foma @)
Fa (@) ~Fa (20)

fum1 @D —fums @) |

tada je

lim £, (2) =/ (2).

Ali ako je f(z) konstanta a(Reo >0 ili Ima > 0), tada je red
SH(f)f @) (|H,(f)| <M za z& D)

apsolutno konvergira u oblasti D,.
4.8. — 1z obrazaca (IV, 8) i (IV, 9) sleduje

- aRef @
Rez

@)= (Ref(z) >0 za Rez > 0),

Imf (2)

|lf (@) |=e" (Umf(z)>0 za Imz > 0),

Idf(Z)\ 44 4@
Ref(z) Y Imf()

Lobadevskog. Odavde sleduju ove nejednakosti:

. dr
gde je e—d=a—1<1 (dr1=

) je elemenat luka u ravni
r

If' (@] <M€)— (Ref(z) >0 za Rez > 0);
Rez

v, 37)

Imf( )

If @) <——= (Imf(z) >0 za Imz > 0).

Iz ovih nejednakosti sleduje |/ («) |< 1 (Re« > 0 ili Im o > 0) gde je « atraktivna
tacka date funkcije f(z).

4.9. — Neka je funkcija w=f(z) holomorfna u poluravnini Rez > 0 i
neka je Ref(z) >0 za Rez >0 i neka je f(o0)= o0
Tada iz (IV, 36) sleduje

av, 370 hm If (z)|<llm% (z=x+yi, |y|<kx, k>0).

X—roC

Ovu funkciju moZemo smatrati kao linearnu transformaciju funkcije ¢ (z), gde
je |92 |< 1 za |z|< 1, @(ex)=exi. Transformacija oblika
e

exi—

preslikava krug |A|=1 u poluravninu Rez > 0. Prema tome taka z= oo bice
invarijantna ta¢ka funkcije
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(¢ (ex) =exi, z=x+yi).

v, 38) /)= f(“ew) e

exi—¢ (2)

Odavde, kada je ¢ (exi)=exi, proizlazi ovaj rezultat

— el

i —lo(n im 1—le®|® .
lim .l lo( )|= lim ._J_Q;( )f_: lim Ref(z) Zz (lyl<kx, k> 0).
I—eal 1__’)\] A—end 1_!)\‘2 x>» Rez f(Z)
Ako ovi nizovi konvergiraju uniformno ka broju p, tada je
tim 2/ _ i | £ () (p>0).
X—>00 ReZ X—>o

Zbog toga izraz (IV, 37) dobiva u ovom slucaju ovaj oblik

av, 39 lim |f'(z)| < plim p>0.

X—>00 X—>®

Uslov konformnosti funkcije ¢(2), koja je data relacijom (IV, 38) u tatki
»=eai izrazava se prema (IV, 39) slijedeCom relacijom

v, 40) lim f' (z) = llmf( )—C,, (|y| < kx, k >0).

X—>00

Odavde izlazi, kada je uniformno ispunjen uslov
f() =C (C>1,|y|<kx, k>0)
x—)oo z
tatka z=oo je atraktivna tatka funkcije f(z), jer je tada lim f'(x) >1, (|y|
s 1]

< kx, k>0). Detaljnije o ovom sluc¢aju kao i slucaju C=1 moZe se nadi kod
Valiron-a [17c).
U ovom sludaju relacija (IV, 40) moZe se napisati u obliku

limf’ (z)<p llHl(f()) p>0.

X—>00 - X—>00

1z ovog uslova kao i uslova (IV, 40) sleduje ovaj rezultat

l:]im[ Rez (@)2J<a
p x| Ref()\ =z

Odavde proizlazi ovaj kriterijum Caratheodory-a [3]:
Da bi uglovni izvod C bio veéi ili jednak od C,, potrebno je da postoj
takav niz brojeva z, da je
lim z,=c, limf(z,)=o

_Rez, [fE)[
Ref@z)| z, |~
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RESUME

CONTRIBUTIONS A I’ETUDE DE LA THEORIE DES SERIES A TERMES
POSITIFS ET A LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES
UNIFORMES A L’AIDE DE LA GEOMETRIE DE LOBATCHEWSKY

Lazar Karadzicé

Envisageons dans le plan une suite de points
{M,(Sp, a,)} (S,= z b..; a,, b, > 0).
1

D’aprés cette suite on peut former la série
Za,b

dont les termes représentent une suite de surfaces de rectangles {a,b,}. Dans
la 1I¢ partie du présent travail on a démontré comment on peut, d’aprés la
suite de points dans le plan de Lobatchewsky, c. & d. d’aprés la suite (IL1),
former la séric correspondante (II,2). Les termes de cette série sont ces qua-
drilatéres-1A qui sont limités par les arcs limites coaxiaux et leurs axes ou bien
ce sont, dans le cas spécial, des secteurs. Pour les séries obtenues de cette
fagon-ci on a trouvé, a 'aide de l'observation géométrique, les condisions de
leur convergence, comme par exemple:

Si la condition (11,3) est satisfaite, la série (11,2) convergera.

De la série (11,2), par voie de substitution (IL,17), on obtient la série (11,16).
Pour cette série-ci la condition susmentionnée de convergence peut étre formulée
de la fagon suivante:

Si la condition (I, 21) est remplie, la série (Il,16) convergera alors pour
w > 1 et divergera pour u<1.

Nous pouvons considérer les termes de cette série, lorsque ceux-ci sont
positifs, comme arcs limites, disposés entre deux paralléles. D’aprés la conden-
sation de ces arcs limites on obtient, outre les critéres connus, tels que ceux
de Cauchy, de D’Alembert, de Raabe et des autres auteurs, aussi les criteres
suivants:

La série (11,16) converge si

lim n
e lg(nlgn ... 1gn)
ﬁnm-—(l -1 Z{)<1~
oo g lgn. .. lgn\ Van
La série (II, 16) converge si

Ig(a,nlgn- - -1gi, n))<0
lg,-n

-tep
et diverge si
n

’li_m"(1+

n—»e
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et diverge si

lim (1

n—-o

+lg(annlgn' ) '1g1—2n))>0'
Ig;n

Si la condition (1I,35) et la condition S,= Z bu— o0, n—>oo, sont remplies
I

la série (II,32) converge pour p>1, et diverge pour p< 1.

Pour les séries dont les termes forment une suite monotone, on a déduit,
selon la méthode géométrigue sus-mentionnée, les critéres suivants:

Si une suite de nombres {S, }, out S, est une suite partielle de la suite

{Sa} = z" b, (b,=0(1), n—oo; limb, > 0) satisfait aux conditions
1 .

—00,n>0; Tim VS, <M,

n—a

Sqn < Sqn-i-l

et si la suite {a,} décroit d’une fagon monotone, les séries
> a, (a,>0) et 3 (S, —S;,) 4,

sont alors équiconvergentes.
De cette proposition résultent les propositions suivantes:
Si la suite de nombres entiers {q,} satisfait aux conditions

Gn <gni1— 0, n—>oo, et lim 1/ g, <M,
n—-®
et si la suite {a,} décroit d’une fagon mgnotone, les séries

Zan (an>0) et Z(qn+1_qn)aq"
sont alors équiconvergents.
Soit la fonction f(x) positive et monotone dans intervalle (0, ) et que la
suite {a,} satisfasse a la condition
a,>0; a,=0(1), n>o0; lima,>0.
n—o

Les séries

/ n
2 a,f(Sn) (Sn => am) et
1
Z (Sqn-h '—Sqn)f(sn)
sont équiconvergentes Si
lim {/S, <M
lim /5,
ou (S, } est une suite partielle de la suite {S,}
D’aprés la méthode exposée ci-dessus (voir Fig. 1) il convient d’inter-
préter la sommabilité des séries aux termes positifs selon un procédé déterminé.
Ainsi, d’aprés Hardy, on peut formuler la proposition suivante:
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Pour la régularité d’aprés la méthode ¢ il est nécessaire et suffisant que
les conditions (II,12) et (II, 13) soient remplies dans Iintervalle (x,, ). Dans
le cas spécial ces conditions sont satisfaites si

0<up ()<, () (x> xp);

et d’aprés Tauber cette autre proposition:
Toute série X a, (a,>0) sommable selon le procédé

>a,rt—>S, r->1,

est convergente lorsque sont satisfaites la condition de convergence (II, 15) ot la
condition

Z ma, ~ lgn* («>1).
1

En appliquant le calcul intégral de la maniére ci-dessus exposée, on arrive,
outre les propositions connues, aussi & la proposition suivante:

Si la suite {a,} satisfait aux conditions (II, 50) et que la fonction f(x)
est positive et monotone dans lintervalle (0, ), la série

Za,f(S)

et lintégrale

j f(x)dx
sont alors éguiconvergentes. 0
Dans la III* partie du présent travail on a présenté les conditions de
convergence uniforme des séries fonctionnelles. Ici, de méme que dans le cas
précédent, on part de la suite de points (ITLI) et 'on obtient ainsi la série
(I1I1,2). Pour de telles séries le critére suivant est valable:

Si la condition (1IL,4), ot M représente un nombre qui ne dépend pas de x, est
satisfaite, la série (111,3) converge uniformément dans Pintervalle.

D’aprés cette proposition, il est facile de démontrer la proposition suivante:

S’il existe une telle suite de nombres positifs {1,}, out les conditions (I1I1,5)
seraient satisfaites et que M représente un nombre qui ne dépend pas de x, la
série (I11,6) converge alors uniformément dans lintervalle {a,b].

Dans la 1V partie du présent travail on arrive, en vertu du principe de
la métrique hyperbolique et & 'aide de certaines formules par lesquelles, comme
on vient d’exposer dans la I¢ partie, I’on exprime la correspondance biunivo-
que entre les points du plan de Lobatchewsky et les points situés dans le
cercle |z|=R ou les points dans le demi-plan fmz >0 ou dans le demi-plan
Rez>0, on arrive 4 une suite de résultats. Ainsi, par exemple, pour la fonction
holomorphe dans le cercle |z| <R on peut former des arcs limites (IV,3) et
pour la fonction f(z), holomorphe dans le demi-plan Rez > 0 et ayant Ref(z)>0
pour Rez>0 ou bien dans le demi-plan Imz>0 et ayant Imf(z)>0 pour
Imz>0, on peut former les arcs limites (IV,8) et (IV,9) respectivement. Si
I'on envisage Parc limite dans le plan z, le rapport entre cet arc et l'arc
limite correspondant a celuici dans le plan de la fonction f(z) peut &tre for-
mulé de la fagon suivante:
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Si la fonction f(z) est bolomorphe dans le cercle |z | <R et que [f(z) | <M
pour [z|<R, on a alors (IV,5) ou bien (IV,6) ou I’égalit¢ dans le cercle

. . . M .
|z| <R est atteinte par la fonction dans les deux cas seulement si f(z) =-—e*z.
r

Mais si la fonction f(z) est réguliére dans le demi-plan /mz >0 ou dans le
demi-plan Rez >0 et que Imf(z) >0 pour Imz >0 ol bien si Ref(z) >0 pour
Rez >0, on a alors (IV,10) et (IV,11) respectivement, ou 1’égalité dans le
demi-plan est atteinte par la fonction f(z)=Mz.

En observant la suite d’arcs limites coaxiaux (IV, 13) et (IV, 14) on arrive
i la proposition suivante:

Si la fonction w=f(z) est holomorphe dans le cercle |z| <R, si elle n’est
pas de forme (IV, 18) et si |f(2)| < M pour |z| <R alors la suite d’itérations

de la fonction cp(z)=»]~§ f(2), c.ad. la suite

L@} (zI<B)

ou flzj%f(%f(z))’f?:%f(%ﬂ)“”’

converge uniformément vers la constante déterminée o, située dans le cercle | z|=R
o1 4 son contour.

Le nombre de termes dans la suite (IV, 1:3) ou (IV,14) peut étre aussi fini
dans ce domaine Dz du cercle |z|<<R dans lequel la fonction f(z) n’est pas
univalente. Le domaine d’univalence dans le cercle [z|<<R est déterminé selon
la proposition suivante:

Si la fonction f(z) est holomorphe dans le cercle |z|<1(|f(z)|< M pour
|z|< 1), si z=a|a|< 1 est le point attractif de la fonction ¢ (z) =£%, celle-

ci est alors univalente dans un certain domaine D, qui renferme le point z=o. Si
. ) |
> @—a)"  (aGo=Mu; [z—a|<r)
0

est le développement de Taylor de la fonction f(z), elle est alors univalente dans
le cercle

p=r(M ~|M?-1),

o M' est donné par le rapport (IV, 24) et o I’égalité est atteinte par la fonction

_ME-f @C-zta)

/@ Mr—z+a

De cette proposition résulte, dans le cas spécial, la proposition de Montel
(14) — Landau (12).
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Si au lieu de la suite d’itérations de quelque fonction on place la suite
de fonctions {f,(z)}, pour elle est alors valable la proposition suivante:

Soient les fonctions holomorphes dans le domaine D, les termes de la
suite {f,(2)}, soit |f,(z)|<< M pour zeD,.Si la condition (1V,27) ou (IV, 27a)

est satisfaite, alors lim f,(z)=f(z). Si f(z) est une constante, la série
n—-oo

F@)=X H(f)f . (2)
ot H(f,) est une fonction holomorphe pour z € D,, converge alors dans le domaine D,.

Le point fixe d’une fonction située au contour peut étre quelquefois
déterminée selon le procédé suivant:

Si |f(2)|< M pour |z|< 1, ot f(z) est la fonction définie par la série
(1V,33) qui est convergente dans le cercle |z|< 1, si la série Za,exi est som-
mable selon le procédé (IV,34) ou

lim {/ [A"T gjexi) | =0,

n—>eo

z=eui est alors le point fixe de la fonction ¢ (z)= f—;lz—)c. ad. f(ex)= Mexi.

Certains résultats susmentionnées pour le demi-plan Rez > 0 peuvent
étre formulés de la fagon suivante:

Si la fonction f(z) est holomorphe dans le demi-plan Rez >0, si elle
n’est pas une homographie @ point indifférent dans ce demi-plan et si Ref(z) > 0
pour Rez > 0, la suite d’itérations de cette fonction, c.ad. la suite

fn (@) =f(far(2) (Rez>0)

converge alors univormément vers une constante déterminée «, située dans le demi-
plan Rez >0 ot bien au contour Rez=0 ou a linfini. Les points fixes de
cette fonction pour Rez > 0 sont situés sur la droite Rez=0 ou a linfini d
Pexception du point attractif « (Rea > 0 oft « =00). Cette fonction est univalente

dans un certain elomain D, qui renferme z=«. St
f@=3 a,@—oy (@=u]z—a|<7)
0

le développement de Taylor de cette fonction dans [I’entourage du point attractif
o, celle-ci est alors univalente dans le cercle (IV,36), ot Iégalité est atteinte
au contour par la fonction (IV,37). Si a=oco, [univalence de cette fonction
s’étend @ partir de |z| > R, ot R est un nombre trés grand, dans le secteur
|y |=kx(k > 0), jusqu’a Uinfini.

Cette proposition renferme aussi la proposition connue de Wolff (19) et
de Denjoy (5b).
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