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ELEKTRICNE MREZE KOJE SE PONASAJU KAO IDEALNI
GENERATORI PREMA JEDNOJ GRANI

Mirko M. Mili¢

Sadriaj. — U clanku se razmatra mogucnost dobijanja napona i struje
u nekoj grani slofene mreZe kaoji ne zavise od impedanse ili admitanse te
grane ili neke druge grane. U prvom sluéaju, pomodu teoreme I, pokazuje
se da se problem svodi na iznalaZenje sopstvenih kompleksnih ulestanosti
mreZe sa doticnom granom u prekidu ili u kratkom spoju. Pod ovim uslovima
celokupna mreZa se ponasa prema ovoj grani kao jedan idealan strujni odnosno
naponski generator. U drugom slucaju, teorema II daje uslove nezavisnosti
napona ili struje u jednoj grani od impedanse neke druge grane. Medutim,
poSto su ovi uslovi dati nulama prenosnih admitansi i impedansi, oni ne
stoje ni u kakvoj vezi sa sopstvenim kompleksnim ucestanostima date mrefe.

Uvod. U jednoj linearnoj mreZi sa konstantnim parametrima, u kojoj su svi
pobudni izvori prostoperiodiéne ili eksponencijalne funkcije vremena, kompleksna
struja ili kompleksni napon neke grane j su bilinearne funkcije kompleksne im-
pedanse ili admitanse neke druge grane k. Ovo je razumljivo ako se ima u vidu
da se kompleksna struja ili napon grane j mogu pretstaviti kolicnikom dveju
determinanata, pri éemu kompleksna impedansa grane k, Z,, ulazi kao aditivni
¢lan u sastav elemenata ovih determinanata. Lo
azZ+b . .
~—, da se ona identi-
¢Z+d

¢ki svodi na jednu konstantu ukoliko je ostvaren odnos —;—=

U skladu sa osobinom bilinearne funkcije Z,

¢
d
da je pod izvesnim uslovima moguéno posti¢i takvo stanje u mreZi da napon
ili struja grane j ne zavise od parametara koji karakteriSu granu k. U takvom
rezimu razlikova¢emo sluéaj kada struja ili napon grane k ne zavise od impe-
danse ili admitanse ove grane, od sludaja kada oni ne zavise od impedanse ili
admintanse neke druge grane j.

1. Posmatrajmo jednu elektritnu mreZu koja moZe da sadrZi sve vrste
linearnih, ali od vremena nezavisnih, elemenata. Neka u njoj ima m grana koje
ne pripadaju jednom utvrdenom stablu. Tada, kao $to je poznato [1], svaka od
ovih m grana — spojnica, kada se pridruZi stablu mreZe, definiSe na jedinstven

, pokazademo
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nadin jednu konturu takvu, da je struja u njoj istovremeno i struja u doti¢noj
grani — spojnici. Struje u ovim granama -— spojnicama obrazuju jedan neza-
visan skup konturnih struja u mreZi.

Pretpostavimo da su sve elektromotorne sile duZ pojedinih kontura, pse-
udoperiodiéne funkcije vremena jedne iste kompleksne udestanosti p (p=o +jo),
oblika

en = Re {Epert). 6y

Ako sa WM (?), (w,v=1,2, ..., m) oznalimo sopstvene (n=v) i medusobne
(+#%v) impedanse kontura, a sa J, odgovaraju¢e kompleksne struje kontura,
jednacdine ravnoteZe po konturama su

zuv/}lv(ﬁ)i\l:EVIp ([.L=1,2, e ,m). (2)
v=1
Struja u grani k data je izrazom
Jo- 33D g, 3)
v=1] 8(p)

gde je 3(;2‘) determinanta sistema jednaéina (2), a Sox (p) kofaktor v-te vrste
i k-te kolone ove determinante. Napon na krajevima k-te grane je

Up=2 I, 4)

Posto je grana k, po pretpostavci, nezavisna — spojnica — u mreZi, Z; ulazi
kao sabirak samo u sastav izraza za sopstvenu impedansu konture k, Wi.
Imajuéi ovo u vidu, izrazi za napon i struju mogu se pretstaviti u obliku

Zkl:i Sve (B) Ev]
Up= =l (%)
°(P)+Zi- Sk (D)

> 8w (B) Ey
v=1
(P + Ze- S (B)

U ovim izrazima §° (p) oznalava determinantu sistema za Z=0, a S »
kofaktor k-te vrste i k-te kolone determinante & (p).

Napon U, neée zavisiti od: impedanse grane k ako je zadovoljen uslov

L Feme ¢

Isto tako, da bi struja 'u ovoj grani bila nezavisna od Z; potrebno je

da bude zadovoljen uslov \

L

(6)

$1x (5)=0. ®)

§° () pretstavlja determinantu sistema jedna&ina (2) kada je-grana k u krat-
kom spoju. Kako je ona prema (7) jednaka nuli, to ona ujedno pretstavlja elimi-
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nantu sistema (2) kada su sve elektromotorne sile £y jednake nult, tj. homogenog
sistema jednadina ravnoteZe po konturama u slobodnom reZimu sa kratko spo-
jenom granom k. Prema tome, za ovako dobijenu mreZu, koreni p;, p,, . ..
jednacdine (7) pretstavljaju sopstvene kompleksne ucestanosti.

Sli¢no ovome, Si (P) moZe se shvatiti kao determinanta sistema jedna-
dina ravnoteZe po konturama kada je grana k uklonjena, tj. u otsustvu k-te
konture. Kako ona prema (8) mora biti jednaka nuli pa da struja u grani k
ne zavisi od njene impedanse, to i ona pretstavija eliminantu za homogeni
sistem (2) ali bez k-te jednadine i sa I,=0. Na ta_] nadin jednacina (8) odre-
duje sopstvene kompleksne udestanosti mreZe py’, p,’, . .. sa prekinutom gra-
nom k. Ovim je dokazana sledeca teorema:

Teorema I. U svakoj sloZenoj mreZi napon neke grane k ne zavisi od im-
pedanse te grane ako se kompleksna ulestanost svih generatora poklapa sa
Jjednom od sopstvenih kompleksnih ucestanosti mrefe sa granom k u kratkom
spoju; ako je pak wudlestanost ovih generatora jednaka jednoj od sopstvenih
kompleksnih ucestanosti mrefe sa uklonjenom granom k, struja u ovoj grani
ne zavisi od njene impedanse.

To znaé: da, ako je data jedna linearna mreZa u kojoj se posmatra jedna
grana k, pri demu su p,, p,, ... sopstvene kompleksne udestanosti date mre-
Ze, a py’, p,’, ... sopstvene kompleksne udestanosti mreZe kada je grana k
uklonjena, na osnovi gornje teoreme moZe se zakljuditi sledeée: Ako je kom-
pleksna udlestanost generatord p jednaka jednoj od sopstvenih komleksnih
udestanosti p;, pPs, ... , napon na krajevima jednog proizvoljnog prijemnika
umetnutog u bilo koju granu mreZe neée zavisiti od njegove impedanse, a ako
je kompleksna udestanost generatori jednaka jednoj od kompleksnih udestano-
stt B,y P,y ... , struja u prijemniku umetnutom u granu k bife nezavisna od
njegove impedanse. Medutim, ako se ovaj prijemnik premesti u neku drugu
granu / a grana k prekine, napon na njegovim krajevima za istu udestanost

generatora (Pp=p,’, Py’, ...) neée zavisiti od njegove impedanse jer su sada
b4 ~ w . w . . .
D'y P’ ... sopstvene kompleksne ucestanosti mreZe sa kratko spojenim pri-
jemnikom. Na isti nalin, za ulestanosti generatora p,, p, ... , struja u pri-

jemniku, prikljuéenom izmedu bilo koja dva ¢vora u mreZ:, ne zavisi od nje-
gove impedanse jer su sada ove ulestanosti sopstvene kompleksne ufestanosti
mreZe sa uklonjenim prijemnikom. O¢igledno je da isto stanje nastupa i za
ulestanosti generatora p=p,", p,', ... ako je grana k prekinuta. Ako se za
posmatranu mreZu defini$u jo§ i sopstvene kompleksne uéestanosti f,”’, p,”’, ...
kada je grana k u kratkom spoju, tada je za ove udlestanosti generatora na-
pon na krajevima ove grane uvek isti bez obzira kakav joj se prijemnik pri-
kljuuje. Za iste udestanostt struja u prijemniku prikljuéenom izmedu dva
proizvoljna &vora u mreZzi neée zavisiti od njegove impedanse ako je pri tome
grana k kratko spojena.

U sluéaju kada se akcije pobudnih izvora u mreZi menjaju po prosto-
periodi¢nom zakonu (J =jw), jasno je da kruZna udestanost ovih izvora o moZe
biti jednaka samo jednoj od sopstvenih kruZnih ulestanosti nepriguSenih osci-
lacija mreZe pa da jedna od jednadina (7) ili (8) bude zadovoljena. Drugim
reéima, u prinudnom reZimu prostoperiodi¢nih akcija, uslovima teoreme I udo-
voljavaju samo cdisto reaktivne mreZe.
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Ukoliko postoji dualna mreZa za posmatranu, na slican nadin se moZe
pokazati da jednacina (7) izraZava uslov nezavisnosti struje u grani k od admi-
tanse te grane Yj, s tim §to sada §° pletstavlja determinantu sistema Jednacma
ravnoteZe po metodi napona izmedu ¢vorova za uslov Y. =0, tj. kada je grana
k uklonjena. Isto tako jednalina (8) izraZava uslov nezavisnosti napona grane
k od Y,. Ovde Skk pretstavlja determinantu sistema jednaCina ravnoteZe po
metodi napona izmedu &vorova ali sa granom k u kratkom spoju.

Teoremi I moZe se dati jedno prosto fiziCko tumacenje. Zaista, iz jedna-
¢ine (5) se vidi da, u sluCaju ispunjenja uslova (7), napon U, ima istu vrednost.
kao kada je Z,=o0. To znadi da izraz

mooy . . 1 . o
Ukyoo=v8 Z 8vk(l’)Ev=Ek-*-.'8— Z dvi (D) Ey ®

pretstavlja napon praznog hoda grane k, ili, §to je isto, ekvivalentnu elektro-
motornu silu naponskog generatora koja zamenjuje uticaj svih pobudnih izvora
u mreZi prema ovoj grani. S druge strane, §°/8;, pretstavlja ulaznu impedansu
mreZe gledane iz grane k, a u Thévenin—Nortonovom smislu, ili, §to je isto,
unutra$nju impendansu ovog generatora. Uslov (7) oznadava tada &injenicu da
se celokupna mreZa odnosi prema grani k kao jedan idealan naponski generator
ija je elektromotorna sila data izrazom (9). Struja u ovoj grani je direktno
srazmerna njenoj admitansi Y, §to znali da se pri konstantnom naponu ona
moZe lako menjati promenom ove admitanse. Posebno, u kratkom spoju, ova
struja je beskonaéno velika jer je dobijena iz idealnog naponskog generatora.

Na isti naéin se moZe zakljuditi da jedna&ina (6), u sluaju kada je
ispunjen uslov (8)

jk,o 3° v) Z gvk([’)Ev (10)

pretstavlja struju kratkog spoja za granu k(Zk=0), ili, §to je isto, ekvivalentnu
struju strujnog generatora koji napaja ovu granu i koji zamenjuje dejstvo svih
pobudnih izvora u mreZi na nju. Kako je, prema jednadini (8), §kk/§° nula,
ulazna admitansa mreZe gledane iz grane k a u Thévenin — Nortonovom smislu je
nula. To znadi da u ovim uslovima celokupna mreZa ispoljava svoj uticaj na
ovu granu kao jedan idealni strujni generator &ija je struja data izrazom (10).
Napon na krajevima ove grane je tada direktno srazmeran Zk §to znadli da se
pri konstantnoj struji on moZe lako menjati promenom ove 1mpedanse Posebno,
u praznom hodu, ovaj napon mora biti beskona&no velik jer je dobijen iz ide-
alnog strujnog generatora.

2. Sve 3to je do sada refeno odnosilo se na dobijanje napona i struje u
nekoj grani k mreZe koji ne zavise od impedanse Zj ili admitanse ¥j te grane.
Izvedimo sada uslove za dobijanje napona ili struje u nekoj grani j mreZe koji
ne zavise od impedanse neke druge grane k. Pretpostavimo da se mreZa po-
buduje samo iz grane / generatorom elektromotorne sile E; tj. da je

E“, ={E{ za y.:l
0 za ps#l
pri demu neka je I#£k+~j. Tada moZe se iskazati sledeéa teorema:

(11
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Teorema II. Ako je u jednoj linearnoj mreZi, pobudenoj iz grane I jednim
naponskim generatorom, prenosna admitansa izmedu grane I i k ili prenosna
admitansa izmzdu grane k i j nula, struja i napon grane j ne zavisi od impe-
danse grane k.

Iz sistema (2) i (11) struja u grani j data je izrazom

Y
bngl (12)
koji se moZe razviti u obliku
. 8+ 7.8, .
j 17+ L8y K E (13)

U8°+Zk.§kk

Ovde je S,}’ kofaktor [te vrste i j-te kolone za sludaj Z,=0, a 3,,-, e kofaktor
diugog minora u prvobitnoj determinantt dobijen izostavljanjem [-te i k-te
vrste 1 j-te 1 k-te kolone. Izraz (13) neée zavisiti od Z, ako je ispunjen uvslov

817 S —3°8 1 =0. (14)

Ali poito su kofaktori koji ulaze u ovu jednaCinu vezani relacijom [3]

to se jednadina (14) svodi na

Si 8i5=0. (16)
Hi, posto ?831&0, podelivii (16) sa 32, dobija konatno

Y- V=0, (17)

gd: su Y i f’,-k prenosne admutanse izmedu grana / i k, odnosno k i j. Kako
je napon ove grane U;=Z; [, jasno je da ce isti uslovi (17) vaZiti i za nje-
govu nezavisnost od Zk, gime je tecorema dokazana.
Ako je §, ili ¥, nula, struja u grani k je takode nula. Posebno, za
[=j, imamo
Y- Yy =0. (18)
Ako je mreza blateralna ;= ¥j, tako da jedini moguéni uslov ¥;, =0 zahte-
va da struja u grani k£ bude nula.
Ocigledno da su za dualnu mreZu isti uslovi izraZeni nulama prenosnih
impedansi ..
Zkl ij=09 (19)
pri &emu je u sluaju Z,,=0, napon grane k nula.
U slu€aju /=k+j, struja u grani j je

ékj Ek o
3+ Zk'ékk

iz Cega se vidi da se uslov nezavisnosti od Z; svodi na jednainu (8), rezultat

= (20)
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inade sasvim u skladu sa principom recipro¢nosti za bilateralne mreZe. Ovim
je medutim pokazano da, ako struja u_grani k neke linearne mreZe koja po-
tice od e. m.s. u grani j ne zavisi od Z,, tada ni struja u grani j, a isto tako
ni napon ove grane, koji poticu od e. m.s. u grani k, ne zavisi od Z; bez
obzira da li je mreZa bilateralna ili ne.

Interesantno je na ovom mestu napomenuti da, ako je zadovoljena jedna-
¢ina (8), ulazna admitansa mreZe raunata iz ma koje grane, linearna funkcija
od Z,. U sluaju kada je zadovoljena jednacina (18), ulazna admitansa mreZe
Yy (ili impedansa Z; = Y;~!) ne zavisi od Z,, tj. prijemnik u ovim uslovima ne
deluje povratno na generator, Cinjenica koja moZe biti od interesa u kolima
sa pojacavackim elementima.

Na kraju, istaknimo jo§ razliku izmedu uslova koje daju teoreme I i II.
Uslovi teoreme II su isti i za napon i za struju, $to nije sludaj kod teoreme I
gde su ovi uslovi razliditi. Medutim, dok su uslovi koje daje teorema I nepo-
sredno vezani za sopstvene kompleksne udlestanosti date mreZe ili mreZe sa
jednom prekinutom odnosno kratko spojenom granom, uslovi koje traZi teorema
Il izreZeni su nulama prenosnih admitansi i impedansi. Samim tim oni ne
stoje ni u kakvoj vezi sa sopstvenim kompleksnim ucestanostima date mreZe.

Primer 1. Sopstvene kruZne ucestanosti reaktivnog kola na sl. 1 su:

11
® _ [(L1C2+ LyCy+ L Cy) & [(LyCy + LgCy+ Ly Cy )~ 4 L, Cy L3Cy) 7]? 2n

(.02 2L1C2L3C4
a sopstvene kruZne ucestanosti kola sa granom a—0 u kratkom spoju:
[{ [J a o L_l_—*— L3 : "o
V Ll)l = m 1 (.02 —0. (22)

Na osnovi teoreme I, pri prostoperiodi-
¢noj e. m. s. generatora FE,, za ulesta-
nosti (21) napon na krajevima prijem-
nika umetnutog na pr. u granu 2 (na
sl. 1 mesto oznadeno sa b) ne zavisi od
njegove impedanse. Za iste udestanosti, struja u prijemniku prikljuéenom na pr.
izmedu &vorova a—0 (na sl. 1 ovaj prijemnik impedanse Z; je tatkasto na-
crtan), ne zavisi od njegove impedanse. Za ucestanostt (22) napon na krajevima
ovog prijemnika je nezavisan od Z;. U sluaju L,=0 i C,=0 dobija se
poznato Boucherotovo kolo {2] u kome, pri kruZnoj ulestanosti generatora
1

(LsC,) 2, struja u prijemniku ne zavisi od Z.
Ako je potrebno da struja u grani 3 ne zavisi od Z;, na osnovi teore-
me II, prenosna admitansa

i} ot
o l—wfLl,C, _ 23

JoGy( P57 - W LiLa) + L [(1 = 0Ly (1= 6Ly Cy)— 0Ly C]
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mora biti jednaka nuli, iz Zega sledi
1 -
VLG,

(Uslov 5’51=0 daje samo ucestanost « =o0 za koju je naravno, f5=0).

W =

249

Primer 2. Posmatrajmo jedan d&etvorokrajnik (sl. 2) zatvoren na izlazu
jednim potrosacem impedanse Z,. Iz a — sistema jednaéina

A N o )

Ul=all U2+012 IZ (25) F—L—-——o e *2

Iy =dy Uy +dyl, &, A Z,
se vidi da su mu sopstvene kom- i ol

pleksne ucestanost: za uslove u; =0

i iy=0 odredene sa

} d;=0 (26)

a one za uslove u; =01 u,=0, sa :
di,=0. 27)

Prema tome kada na ulazu deluje naponski generator zanemarljive unutrasnje
impedanse, u prvom sluéaju struja I,, a u drugom slu¢aju napon U, ne zavi-
si od Z,.

Ako bi na pr. &etvorokrajnikom bio pretstavljen jedan vod bez gubitaka

duZine / [2], jednadina (26) 4, =cos 9~l=0 bi odredivala udestanosti genera-
v

tora w,=(2n+1) g%, (n=0, 1, 2, ...) za koje struja u prijemniku ne

zavisi od njegove impedanse. Po§to ovih uclestanosti ima beskonadno mnogo a
sve stoje u nizu neparnih brojeva, to kad bi na ulazu delovao generator slo-
Zenoperiod:éne €. m. s. sa poluperiodnom simetrijom wudestanosti osnovnog

harmonika ;—‘;, struja u prijemniku takode ne bi zavisila od njegovih parametara.

Iz y — sistema jednacina
L=pn ﬁl +712 [‘72 (28)
Iy =g Uy + Yo, U,y

Y]

lako se zakljuluje da struja [, ne zavisi od Z, ako je
5’12 '}“’h =0, (29)
Ako je samo j,,=0, tada 1z sistema (25) 1 (28) sledi da je
dy, dzz - ﬁlz dy = 0 (30)

uslov ostvarljiv samo u d{etvorokrajnicima koji sadrZe unilateralne elemente.
Ulazna mmpedansa &etvorokrajnika je pri tome j,,~%, tj. nezavisna od Z,.
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SUMMARY

ELECTRICAL NETWORKS WHICH EXIBIT IDEAL-GENERATOR
CHARACTERISTICS TOWARD A BRANCH

Mirko M. Mili¢

The first part of the paper is concerned with the conditions of obtaining
branch-voltage and current in a linear network, that do not depend on para-
meters which characterize that branch. By means of theorem I, this problem
is proved to consist of finding the natural complex frequencies of the network
with that branch removed or short-circuited. Under these circumstances the
over-all network behaviour toward that branch is like that of an ideal-current/
voltage generator.

In the second part of the paper, theorem II gives the conditions under
which the voltage or current of a branch is independent of another branch-
impedance. These conditions being general, are valid for reciprocal as well for
non-reciprocal linear networks. However, since these conditions involve zeros
of the transfer impendances and admitances, they may not be related to any
natural complex frequencies of the given network.

Two examples illustrate the application of these theorems.
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