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Soit P un anneau commutatif it element unite. Designons par pm l'ensemble
{(Xl' X2,

'"

, xm)} de tous les ensembles ordonnes de m elements de P. Appelons .

brievement vecteurs les elements de l'ensemble pm. Les elements de l'anneau
P seront designes par Xi, Yj, X1.

Nous definissons dans pm les operations suivantes:
I. L'addition

(Xl,X2' ..., Xm)-I-(Yl'Y2' ..., Ym)=(xl-l-Yl,X2+Y2' ..., xm+Ym);

II. La multiplication par scalaire pEP

P(Xl,X2'"'' xm)=(pxl' PX2'"'' pxm)

III. Vne operation k-iaire qJ, de la fal.(on suivante:
Soient ai=(x;' x~, ... , x~) (i= 1, 2, ... , k) elements quelconques de P.

Alors qJ (aI' a2, ... , as> ... , ak) = (Xl' ... , xm), OU les Xi sont donnes par
les equations suivantes:

(1) (i = 1, 2, ... , m),

OU S (l ~ s ~ k) est un nombre natUlel fixe. Les Aij Ep dependentdes vecteurs
aI' a2, ... , as-I, as' ... , ak et ne dependent pas du vecteur as'

Nous allons definir les "puissances" des elements comme il suit:

(2) al=a, an+l = qJ(a, a, ... , an, ... , "a),

OU an occupe la s-ieme place. Si nous posons an = (Xl (n), ... , Xm (n)), nous
pouvons conclure de (2) que

(3) Xi (n -I- 1) = Xl (n) Ail -I-X2 (n) Ai2 -I- . . . -I-Xm (n) Aim (i = 1, 2, ... , m)

ou, d'apres la definition de l'operation qJ, les Aij sont fonctions de Xl' X2, ... , Xm'
Designons par A la matrice

II Aik II
et par fer) = IrE - A 1= rm -I-IXlrm-l -1 -I-IXm

son polynome caracteristique. Nous avons alors Ie theoreme suivant:
Un element quelconque a de P satisfait d l'equation

am+l -I- IXl am -I- . . . -I- IX'IIa = O.
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De m 0 n s t rat ion. Le systeme (3) peut etre eerit sous la forme

I!
Xl (i)

1

'

1

X2 (i)

Xn+1 = A . Xn avec X-I =

II x~ (i)

Nous en deduisons que

Xn+1 = An Xl (n = 1, 2, 3, ... )

D'apres Ie theoreme de Cayley - Hamilton, la matrice A satisfait a l'equation

Am+lXlAm-l+... +lXmE=O.
On en tire

e'est-a.dire

d'ou il vient

Xi (m + 1) + 1X1Xi (m) + . . . + IXmXi (1) = 0 (i = 1, 2, ... , m).

Ii s'ensuit enfin

Le theoreme est done demontre.

S'il existe un element fa dans pm tel que

q;>(a, ... , fa' ... , a) = a,
on admet alors

Notons que Ie theoreme ei-dessus peut etre demontre sans utiliser Ie
theoreme de Cayley - Hamilton.

REZIME

o CAYLEY - HAMILTON-OVOJ TEOREMI
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Neka je P komutativni prsten sa jedinicnim elementom. U skupu

pm={(Xl' X2' ... , xm)},

gde je Xi EP, definisimo sledece operacije:
1) sabiranje

(Xi, YiEP);
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2) mnozenje skalarom pEP

P (Xl' X2' ... , Xm) = (pXt, PX2' ... , pxm)

3) jednu k-tarnu operaciju <p na sledeCi naCin:

Neka je

(i = I, 2, ... , k)

bilo kakav skup od m elemenata (vektora) iz pm.
Tada je

gde je
xi=xf Ail +X~ Ai2+ ... + X:" Aim

dok su Ail' Ai2, ... , Aim funkcije vektora at, a2, ... , as-t, as' ... , ak, a
nisu funkcije vektora as'

Neka je a = (Xt, X2' ... , Xm) bilo koji vektor iz pm. Definisimo njegove

potencije pomocu:
at = a, an+l = <p(a, ...

gde je an na s -tom mestu. Tada vazi stay

Element a E p zadovoljava jednacinu

, an, ... , a),

gde je

Navedeni stay pretstavlja prosirenje Cayley - Hamilton-ovog stava na pm,
kad su u njemu definisane operacije I), 2), 3). Svodi se na njega ako je
m = 12 (I prirodan broj) i ako je <pbinarna operacija mnozenje matrica.


