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NEKOLIKO PRILOGA TEORIII
SVUDA-GUSTO NEPREKIDNIH FUNKCIJA

Simon Cetkovi¢

uvopbD

Problem integracije i problem izvodljivosti funkcija bili su i ostali medu
glavnim problemima kako Teorije funkcija i Analize tako, moZe se slobodno
reéi, i celokupne matematike.

Smatram da je problem integracije, u svom razvoju, mnogo brZe i uspe-
$nije reSavan od problema izvodljivosti. Problem integracije neprekidnih funk-
cija reSen je relativno lako i brzo od Riemann-a, Cauchy-a, Cantor-a i Dar-
boux-a koji su pokazali da egzistira odredeni integral svake neprekidne funkcije.
Ali i problem integracije svuda-gusto neprekidnih funkcija a i svuda-prekidnih
funkcija razraden je i moZe se reéi uspe$no reSavan preko Lebesgue-a, Stieltjes-a,
Perron-a, Denjoy-a, a pored njih i od mnogih drugih. MoZda bi se moglo re-
¢i da je problem integracije u potpunosti i reSen Denjoy-ovom totalizacijom.

Problem izvodljivosti koji je bio vrlo lak kod elementarnih funkcija,
pokazao se je komplikovanim Kod skupa neprekidnih funkcija. Mnogi su sma-
trali a 1 pretpo.tavljali da svaka neprekidna funkcija mora imati izvod bar u
jednoj tacki. Smatra se da je puno truda utroSeno na pokuSajima da se dokazZe
ta pogreSna pretpostavka a mozda bi i viSe da Weierstrass 1861 godine nije
dokazao egzistenciju neprekidnih funkcija koje nemaju izvod ni u jednoj talki.
U svetlu svega toga jasno nam je zaSto je ovaj Weierstrass-ov dokaz izazvao
iznenadenje kod mnogih matematicara i zaSto Cak i veliki Hermite nije krio
svoje Cudenje zbog toga dokaza. Nas danas viSe interesuje zasto je trebalo da
prode C&etrdeset pet godina od Weierstrass-ovog otkrica da bi Koch tek 1906
godine dao prostu krivu bez tangente. No sa ovim je bilo samo zapoteto
proucavanje diferencijabilnosti neprekidnih funkcija, i proslo je jo§ prili¢no
vremena dok je Banach-u poSlo za rukom da dokaZe slededu teoremu:

»Skup svih neprekidnih realnih funkcija od kojih je svaka diferencija-
bilna bar u jednoj tacki &ini skup prve kategorije u funkcionalnom prostoru
svih neprekidnih funkcija definisanih u nekom zatvorenom intervalu [a, b].
Nasuprot tome skup svih onih funkcija koje nisu diferencijabilne ni u jednoj
" tacki €ini skup druge kategorije‘.
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Sa ovom Banach-ovom teoremom svakako je dat dobar prilog prouca-
vanju diferencijabilnosti neprekidnih funkcija. Napomenimo da je i Jysun pi-
tanju diferencijabilnosti neprekidnih funkcija dao znalajne priloge. On pored
ostalog u radovima [5], {7] i [8] dokazuje teoremu:

,,Ne postoji neprekidna funkcija F (x) koja ima F' (x)= + o0 1 F'(x)= — o0
na skupu tataka &ija je mera veca od nule‘.

Pitanju proulavanja diferencijabilnosti funkcija prislo se je i sa jednog
drugog stanovista pri ¢emu je glavni cilj iznalaZenje osobina izvodnih funkcija.
U tom pravcu radi i Darboux i on uspeva da dokaZe teoremu:

,lzvodna funkcija koja je kontinuirano definisana ne moZe preci sa jedne
vrednosti na drugu a da pri tome ne prode i kroz sve vrednosti izmedu njih*.

Sa ovog stanovi§ta nastavlja i francuska i ruska §kola Teorije funkcija da i
dalje poetkom ovog veka ispituje izvodljivost funkcija povezujuéi je sa teorijom
mere i profirujuéi pitanje izvodljivosti i na svuda-gusto neprekidne funkcije.
Obzirom da su neprekidne funkcije specijalna klasa funkcija koje su neprekidne
u svuda-gusto rasporedenim tatkama, jasno je da se problem diferencijabilno-
sti komplikuje ako ga proudavamo u skupu funkcija neprekidnih u svuda-gu-
sto rasporedenim tatkama. Napomenimo da je ovo i najsiri skup funkcija za
koje ima smisla proudavati pitanje diferencijabilnosti jer funkcije prekidne u
svim tat¢kama nisu ni u jednoj tatki diferencijabilne. Teoriji izvodljivosti, za
ovako najopstije uzeti skup funkcija, dali su moZda najbolje rezultate Denjoy u
(111 7ysun u [5], [6] i [7). Aysun u pomenutim radovima dokazuje i teoremu:

,,Ako je izmerljiva funkcija f(x), (0<x< 1), konacna u svima tatkama
izuzimajuéi eventualno jedan skup mere nula, tada postoji takva neprekidna
funkcija F(x), (0<x<1), koja ima funkciju f(x) za obian izvod u svima
tatkama izuzimajuéi opet moZda jedno mnos$tvo tafaka mere nula‘“.

Mi u ovom radu imamo isto tako za cilj proulavanje izvodljivosti funk-
cija, samo mu prilazimo sa ne§to drugadijeg stanovi§ta. Nama je cilj da otkri-
jemo izvesne zajedniCke osobine skupa svih funkcija koje su neprekidne u
svuda-gusto rasporedenim tackama i istovremeno prekidne u svuda-gusto ras-
poredenim tackama. Uzimamo funkcije prekidne u svuda-gusto rasporedenim
tatkama jer za neprekidne u svima talkama smatramo da je pitanje diferenci-
jabilnosti u potpunosti reSeno Banach-ovom teoremom. Sem toga mi posma-
tramo i realne funkcije od konafno-mnogo a i od beskonatno-mnogo nezavi-
sno promenljivih. Mi isto tako imamo za cilj proudavanje izvodljivosti funkcija
kompleksne promenijive kojc su istovremeno neprekidne u svuda-gusto raspore-
denim ta¢kama i prekidne u svuda-gusto rasporedenim tackama.

U cilju postizanja postavljenog zadatka mi smo u prvoj glavi ovog rada
dokazali egzistenciju i formirali izvestan broj klasa funkcija kod kojih dolazi
§to viSe do izrazaja s jedne strane nezavisnost a sa druge povezanost izmedu:
neprekidnosti, prekidnosti, diferencijabilnosti,  nediferencijabilnosti funkcija.
Pitanje diferencijabilnosti funkcija u prvom paragrafu povezujemo sa jednim
skupom svuda-gusto rasporedenih transcendentnih brojeva. U drugom paragrafu
konstruiSemo jedan skup svuda-gusto rasporedenih iracionalnih brojeva koji
imaju neke specijalne osobine. Ove brojeve koristimo u nekim dokazima treceg
i letvrtog paragrafa. Pomenuti skup iracionalnih brojeva ima osobinu da se
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mogu na jedan specijalan naéin aproksimirati jednim odgovarajué¢im nizov'ma
racionalnih brojeva. U treCem paragrafu pitanje diferencijabilnosti i izvodlji-
vosti proudavamo kroz nekoliko klasa realnih funkcija koje zavise od besko-
naéno-mnogo nezavisno promenljivih. Egzistencija ovakvih klasa funkcija uveliko
nam otkriva i osobine u vezi diferencijabilnosti i izvodljivosti realnih funkcija
koje zavise od prebrojivo beskonatno-mnogo nezavisno promenljivih. U &etvr-
tom paragrafu dokazujemo egzistenciju nekih klasa kompleksnih funkcija gde
pitanja diferencijabilnosti, izvodljivosti, neizvodljivosti, prekidnosti i neprekidnosti
povezujemo sa Cauchy— Riemann-ovim jednadinama pri ésmu dobiveni rezultati
uvkazuju da egzistiraju 1 funkcije &ije su osobine, na prvi pogled, u suprotno-
sti sa nekim poznatim teoremama. U prvoj glavi koristili smo se racionalnom
aproksimacijom algebarskih brojeva C&iju je teoriju zapoleo Liouwville a pored
ostalih razradili je Thue, Siegel, I'eavgpond. Prvu konstruisanu funkciju koja bi
nas u izvesnoj meri potsecala na klase funkcija koje formiramo u prvoj glavi
nalazimo kod F. Lukacs-a u radu [4] a zatim ih moZemo naéi i kod Denjoy-a
u [2], no ima ih i kod drugih matemati¢ara.

Smatramo da treba ista¢i da je glavni rezultat ovog rada sadrZaj druge
glave. Tu imamo nekoliko teorema koje nam ukazuju na izvestan broj titaih
zajedni¢kih osobina svih funkcija koje su nzprekidne u svuda-gusto rasporede-
nim ta¢kama. Otkrivene osobine s¢ odnose nz na pojedine ili diskontinuiranc
niti prebrojive tatke nego na svuda-gusto rasporedene tatke kojih ima u sva-
kom intervalu kontinuum-mnogo. Prva od ovih teorema sa odgovaraju¢m
dokazom publikovana je u radu: S. Cetkovi¢c — Un théor m:2 de la théorie des
Sfonctions, Ccmptes Rendus de I’ Académie des sciences de Paris, t. 245, 1957.
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PRVA GLAVA

EGZISTENCIJA NEKIH KLASA FUNKCIJA

§ 1. Transcendentni brojevi i diferencijabilnost jedne familije funkcija

U ovom paragrafu cilj nam je da formiramo $to prostije funkcije, i to
funkcije od imenioca racionalnih brojeva koji ¢e imati sledee neobilne osobine:
prekidne su u svima racionalnim talkama a diferencijabilne u unapred datom
konaénom skupu transcendentnih brojeva kao i u jo§ svuda-gusto rasporedenim
tackama. Zatim nam je cilj da obrazujemo svuda-gusto rasporedene transcen-
dentne brojeve u kojima ove funkcije nee biti diferencijabilne i ako su
neprekidne.

1, 1. — Svakom realnom broju a formiracem> njemu odgovarajuci niz g,(n)
na slededi nacin:

g.(m)=min|dn—a|, gde se d menja u skupu celih brojeva tako da je
din#a; n je prirodan broj. Ovaj niz nazvademo: niz gustoée broja a.

Svakem g,(n) odgovaraju dva cela broja d, i d,+2 takva da je

pa je d/n<a<<(dy+ 2)/n,

(1. 1 gs(n)=min|dn—a|<1/n->0, za n-oo.
Znaéi da je niz g,(n) nula niz za svako a.

Napomenimo da ovaj niz gustode uveliko karakterise jedan transcendentan
broj u odnosu na skup racionalnih brojeva.

1,2. — Oznacimo sa S konafan skup transcendentnih brojeva koji su dati
unapred.

1, 3. — Uokimo niz f(n) definisan na sledeéi naéin:
(1.2) S (n)=min (g; (n), n~"),

gde se & menja u skupu S.

2. — Obrazujmo realnu funkciju F,(x), na slede¢i naéin:

1
F ) =—-f(@,
q
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kada je x racionalan broj oblika plq (p je ceo broj, p i q uzajamno prosti
brojevi) ; -
F, (x)=0, za x iracionalan broj.

3. — Ovde de biti pokazano da je funkcija F; (x) diferencijabilna u una-
pred datom konacnom skupu transcendentnih brojeva S kao i u jos svuda-gusto
rasporedenim brojevima i ako je prekidna u svima racionaln’'m tackcma.

4. — Neka je & jedan od brojeva skupa S.

4, 1. — Ako je x iracionalan broj razli¢it od % tada je
F, —F, (¢
(1. 3) Fi (%) - : &) _ 0 0
x—3 x—$

jerje i F,(x)=01 F,(3)=0.
4,2. — Kada je x racionalan broj oblika plq imamo

L G| R ,q SO0 rw 1

-3 | lx—sl |p/q—~7 q ;P/‘I*n[ q

jer je prema (1.1) i (1.2) F(x)=1/q-f(9)>0 i 0<f(9)< p/q—5]. Kako
oko svakog realnog broja a postoji jedna okolina (a6, a-+39), gde je 6>0,
u kojoj se ne nalazi nijedan racionalan broj p/q, takav da mu je imenitelj
manji od unapred datog proizvoljno-velikog broja N (videti [11] strana 54),
proizilazi da

(1. 4) |

)

(1.5 g-»oeo kada x->&
Prema tome
E0-F@ |

x—3

-»0 kada x-¢,

jer je

, F &
| ("i F(){\ 1/g>0, kada - s.
! e |

4,3. — Iz 4, 1. — i 4, 2. — sleduje da je

lim Fs @7 EG)
x5 ) X—5

a iz toga sleduje dalje da je zaista funkcija F,(x) diferencijabilna u svima
tackama skupa S.

5. — Da bi pokazali da je zaista funkcija F(x) diferencijabilna i u al-
gebarskim iracionalnim tackama koristicemo se Liouville-ovim stavom: Ako je
plg racionalan a Z algebarski broj reda k tada nejednakost

| C—plg|<1/g""

ima samo konano-mnogo reSenja po nepoznatoj p/q.
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Iz ovog stava sleduje da svakom algebarskom broju Z reda k odgovara
jedna okolina (Z—38 (%), £+ 38(0), u kojoj vaZi nejednacina
[C—plgi>1/g,
za sve racionalne brojeve te okoline. No kako je

g% < 1l/gkt!, za g>k+1,
to je i .
L-plai=1]q", za [L-plq|<8(@®) i g>k-+1

Uogimo 1i sada onu okolinu broja T u kojoj je

g=>k+1 i [L-plg|>1]g-+t
i oznadimo je sa &, ({) imaéemo da je
(1. 6) L-plg|>1q" za |L-plg| <3 (©).
Kada je x iracionalan broj imacemo da je
l’fs(_xl:f_s,(?)‘

x=1

=0, jer je F,(x)=0 i F,()=0.

Ako je x racionalan broj i ako je

. | x—C<3, (@)

tada je 1_@92;5,@;&(’()———1/q'f(q)<1/
x—7 ! x=<l iplg—t T

jer je /(9

f@<1/¢°<ip/g—%| odnosno ‘ <l
I P/QAJ

lim F;@LFL(C_) =
x5 x—C

Prema tome je
0,

a iz toga proizilazi da je funkcija F,(x) diferencijabilna i u algebarskim ira-
cionalnim tafkama koje su svuda-gusto rasporedene (videti slitne dokaze
u {12]).

6. — Kako je F,(x)=1/g-f(9)>0, za x racionalan broj, i kako se u
svakoj okolini takvog x nalazi bar jedno x, iracionalno za koje je F(x;)=0,
to je funkcija F,(x) prekidna u svima racionalnim.tatkama.

7. — 1z 4. —, 5. — i 6. — sleduje da je tvrdenje pod 3. — zaista tatno.

8. — Formira¢emo sada neke transcendentne brojeve u kojima funkcija
F, (x) neée biti diferencijabilna i ako je neprekidna.

8, 1. — Oznalimo sa h(n) najveti broj oblika n~™ (m i n prirodni

brojevi n> 1), koji nije veéi od 1/n-f(n). Neka je
hy(my=h(1/h(n)) § heq(ny=h(1[h (n)),
gde je k prirodan broj.
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Obzirom da je i 1/a~"=pn" prirodan broj to je i 1/h, (n) prirodan broj
veéi od 1, jer je i n>>1. Uzimajuéi u obzir (1.2) imaéemo:

h(my<lin-f(my<lm-n—"=1[p"t1<1/2,

pa je i
L7 h,(n)<1/2 odnosno 1/h, (n)>2.
Iz
hyq (W) =h (1/hy (n))
sledi i
by ()< —— (1A ~1he () h () - B
k'l(n)<1hk(n) (1/he (n)) k (1) ( 1 ,‘,;1*(,,)
odnosno hy (n))
1
(L.8) Piiq (n)<?’hk (n)

jer je 1/h, (n)>2.
Napomenimo da je i, (n)>0, Sto je jasno iz same definicije za hy (n).
Iz (1.7) i (1.8) sleduje

th(n)<1, za svako n>1.
k=1

Drukéije rc€eno postoji niz brojeva

o (n)=lim il h, (n), n>1

. i>0 k=

i ¢lanovi toga niza pripadaju intervalu (0, 1).
8, 2. — Pokazademo da su ¢&lanovi niza o (n) transcendentni brojevi.
8,21. — Uzmimo jedno konstantno ni njemu odgovaraju¢i broj « (n).

Uogimo zatim njemu odgovaraju¢i niz brojeva a (/) (j prirodan broj) defini-
san na slede¢i naédin:

a(j)= kzzlhk (n).

Clanovi niza a(j) su racionalni brojevi jer je h, (n) racionalan broj.

Uogimo ¢&lan a (j) niza « (j) i pokazimo da je njegov imenilac 1/h; (n)-
(Kad govorimo o imenitelju nekog racionalnog broja pretpostavljamo da je
taj broj napisan u obliku p/g, p i ¢ uzajamno prosti celi brojevi).

Kako je h(n) oblika 1/w" to je h,(n) oblika 1/n™ ™ odnosno #h (n)
oblika

l/n'"'”"---"'k,
proizilazi da je
j
"M'Hm~ m-Hm

1

a(j)=lzll/n =t =1/n ! -ani:l /n'


Miroslav


8 S. Cetkovi¢

ili

R )
a(j)=(2n n +1])/n
k=1 /

Iz gornjeg proizilazi da su

J k J
I, I m-Tm.

il i i
>n /n +1 i n
k=1

uzajamno prosti brojevi, jer kad ne bi bili morali bi biti deljivi nekim &ini-
ocem broja n, a to je nemoguce, jer prvi od ovih brojeva nije sa njim deljiv.
(Kad govorimo o ¢iniocima nekog prirodnog broja mislimo na &inioce razli-
dite od 1).

Prema tome imenitelj racionalnog broja a (j) je 1/h; (n).

8,22 — Iz

% (1) =@ (/)= 2 I (n) < 2hygy (m) = 2k (1l (m) <

proizilazi 2hi (n) - (1/h; (m)) =115 = 2 by (n) - 1/(1 /by (m) Y 175

(1.9) a (n) —a (j) << 1/(h; (n))2 100,
I i

’ x(n)=lim > h, (n)
i k=1

sleduje da se u svakoj okolini broja «(n) nalaze skoro svi ¢lanovi niza a (j),
pa o (n) ne moZe biti algebarski broj, jer bi (1.9) bilo u suprotnosti sa (1. 6)
Prema tome dolazimo do zaklju¢ka da su svi &lanovi niza « (n) transcenden-
tni brojevi.
8, 3. — PokaZimo da funkcija F;(x) nema izvoda u &lanovima niza « (n).
Za o (n) &an niza « (n) i za x € niza g (j) imamo
| Fo(x) — F(a(n) F@()) |_ K@) - F@) o
E x—o (1) a(j)—a(n) z by, (1) 2h ()
k=j+1

= h (ki (M)[2 sy (1) =hiin (D)[2h 1y (1) =1/2,

F,(x)— F(=(n)

odnosno

(1. 10) >1/2, promenljiva x€a (j),

konstanta o (1) € niza « (n).
Za x € iracionalnih brojeva imamo

F0)-F,@m) _,
x—a(n) .

(1.11)
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Prema (1. 11) i (1. 10) zakljuCujemo da ne postoji
fim P = Fx()
; x-30L(n) x—a (n)
to jest funkcija F, (x) nema izvoda u tatkama niza x (n).
9. — Clanovi niza
B (n)=a(n) + m/n™,

gde su n, i n, ma koja dva prirodna broja, takode su transcendentni brojevi.
Uo&imo li niz racionalnih brojeva

b (j)=a(j) + nmy/n
F®-F@®)_ FGG) _ EGO) _
x B b()-Bm a()-x(n)

:a%)(_“% za x€bG) i 1h(n)>nm,

pa prema tome funkcija F, (x) nefe imati izvoda u talkama niza B ().

imamo da je:

10. — Iz gornjeg sledi da pcmocy nizova p (n) mafemo obrazovati svuda-gusto
rasporedene transcendentne brojeve u kojima funkcija F,(x) nele biti diferenci-
Jabilna i ako je diferencijabilna na skupu transcendentnih brojeva S kao i u
algebarskim iracionalnim taékcema.

§ 2. Formiranje jednog skupa svuda-gusto rasporedenih iracionalnih brojeva

1. — Uzmimo dva proizvoljna realna broja m i a koji zadovoljavaju
uslove:

m>1, meprirodnih brojeva, o> 1.
U zavisnosti od m i a formiraéemo broj « na sledeéi nacin:
© 1
(= —,
Z mE@+1)"

n=1
Pri ovom formiranju broja «, E(a) znadi najveéi ceo broj koji nije veéi od a.
Da smo na ovaj nadin zaista formirali neki broj dovoljno je pokazati da red

i 1
2.1 -
D ,Zl mE@+"

konvergira a red (2. 1) zaista konvergira jer je

1 mE@y+1y 1

. = —< < |
mE@+1H! 1 MmE@+1)? . E)

(2.2)

Prema tome egzistira broj o koji smo na ovaj naéin formirali.
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Ako se uzmu dva cela proizvoljna broja r >0 i p njima ¢e odgovarati
broj
(2.3) plm.
Kad r >0 i p prolaze skupom celih brojeva, to njima odgovarajuci skup (2. 3)
postaje svuda-gust, jer pomodéu

o pi/m < py[mr
moZemo obrazovati brojeve
prmr +kjm-(py/m”s —py[mr) = (py-mretl+
+k(p2 .mn - D1 ,mr;-))/,"rrlw-g t l’

(k € celih brojeva), koji pripadaju skupu (2. 3) i &iji je razmak m puta manji
od razmaka brojeva py/m" i p,/m".

Pomodéu skupa (2. 3) obrazovacemo skup brojeva
(2. 4) p/m +a
i oznaliti ga sa Q. Pojedine elemente skupa Q oznadicemo sa B, to jest
@) b~ pl
gde su r>0 i p konstantni celi brojevi. Kako je skup (2. 3) svuda-gust to je
i skup Q isto tako svuda-gust jer su njegovi elementi postali od elemenata
skupa (2. 3) uvecanjem za .

Kako svakom proizvoljnom paru brojeva (m, a) odgovara jedno o (m, a)
to svakom paru (m, a) odgovara i po jedan skup Q (m, a) koji bi na pomc-
nuti nadin formirali.

PokaZimo da je broj « iracionalan. NapiSemo li ga u brojnom sistemu
sa osnovom m, on ¢e biti ispisan pomocu cifara 0 i 1 i beskonadan. Redna
mesta cifara 1 iza ,,desetne zapete‘ daje nam niz

{(E(a)+ 1)"}.

Iz ovoga sleduje da ¢e se cifre 0 javljati izmedu cifara | u grupama. Tako
izmedu n-te cifre 1 i (n+ 1)-ve cifre ima cifara O:

(E(a)+ 1y 1—(E(a)+ 1y'— L = (E(a)+ 1y E(a)— 1.
{(E@+1y-E@-1}

je celobrojni i rastuéi pa prema tome broj «, pretstavljen u brojnom -sistemu
sa osnovom m beskonaCnim razlomkom, nije periodi¢an pa iz toga proizilazi
da je iracionalan broj. 1z iracionalnosti broja o i racionalnosti brojeva skupa
(2. 3) proizilazi da su brojevi skupa @ iracionalni.

Niz

2. — Broj « je grani¢na vrednost rastuceg niza

k 1
(2. 6) {a) E{ Zl mE@+ 1! } :

n=
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Clanovi niza (2. 6) su racionalni brojevi i ako a, napiemo u obliku

i = Pil4k-
gde su p, i ¢, uzajamno prosti brojevi, potraZiéemo g.

1z (2. 6) imamo

k k—1
a, = Z 1/mE@+" — z 1/mE@D" L 1/,1,(E(a)n)’<=
n=1 n=1i
1 , k=1 p(E@)+1F
= [ 14 S ).
m(E(a)+1)k( & mE@+)" )
Obzirom da je
pEta+ H¥ [mE@+1!
deljivo sa m to je i ,
k—1
Z m(E(a)+l)k/m(E(a)+1)"
n=1
deljivo sa m a iz toga proizilazi da

k—1
1+ Z mE@+1 [mE@+1"

n=1

nije deljivo ni sa jednim Ciniocem broja m razli¢itim od 1. Prema tome ime-
nitelj g,, racionalnog broja «, napisanog u skra¢enom obliku pi/g. (pr i g
uzajamno prosti), je

@7 o= m @V

Kao §to smo u odnosu na Dbroj « uolili niz «,, tako ¢emo broju 3
uoditi odgovarajuci niz {3:} na slede¢i nadin

{Bey = {p/m 4 o}

odnosno
k
2.8) {Be) :-{ plmr S l/mwww)"},
n=1
pa je
k=1
Be=p/m + S 1mE@0" 1 ] [mE@+ 1
n=1
ili _
: 1 (p . mE@+ Dk k=l E@+nF )
2. AR ————— S —— R _—
(2.9) Pk mE@+Hk\ m’ ! 7= mEG@H

Za (E(@)+ 1Y<>r
(2. 10) p - mE@+V [y
je deljivo sa m. Sem toga je

m(E(a)+1)’</m(E(a)+ )
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za n<k, isto tako deljivo sa m pa je deljivo sa m i

k-1
(2. 11 Z mE@+VF [ E@+ 1"

n=1

1z (2. 11) i (2.10) proizilazi da

k1
(2. 12) p-mE@ i 1 4 > mE@ -+ [y (E@y+1y"

n=1

nije deljivo ni sa jednim Ciniocem broja m, razli¢itim od 1, za (E(a)+ 1) >r,
jer (2. 12) moZemo napisati u obliku K-m, +1 to jest

k—1 !
(2. 13) p-mE@ N e 1 S mE@ D [ E@ )" g, ],

n=1
gde je m; makoji od Cinitelja broja m a K njemu odgovarajuéi prirodni broj.

Na osnovu (2. 13) i (2.9) zakljulujemo da je imenitelj broja

Br =P/ ak
(px 1 g uzajamno prosti brojevi), za (E(a)+ 1)f>r,
(2. 14) g = mE@ vk,
3. — Od interesa ¢e biti u daljem izlaganju i vrednosti | —ay, |B— Pk .

pa ¢éemo dati jedno njihovo ogranienje. Obzirom da je o >y, proizilazi

o
fo— == 1/mE@+0",
n=k-+1

Polaze¢i od konstatacije

1 m EG@- 1" I _b 1
m E@+ 1yt 1 mE@+V-E@ 220 4
imamo 1 1 4 1 2
Q. 15) a— g S A B
mE@FT g3 i E@n mE@=1)

Analogno gornjem nalazimo

(2.16) B=Bkl=B-Bk—=a— ;< 2/m(E("” ])Hl.

§ 3. Egzistencija nekih realnih funkcija koje zavise od prebrojivo
beskonacno-mnogo nezavisno promenljivih

U ovom paragrafu dokazacemo da egzistiraju klasa funkcija G, G.q i G,
i formirati Sto prostije funkcije koje pripadaju tim klasama.

I, 1. — Sa G,, oznacili smo klasu svih realnih funkcija koje zavise od pre-
brojivo beskonacno-mnogo nezavisno promenljivih i od kojih svaka ima istovremeno
sledece osobine:
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1°. Svuda je prekidna;

2°. U svuda-gusto rasporedenim talkama ima sve parcijalne izvode i ako je u
svima tim tackama prekidna;

3°. U svuda-gusto rasporedenim tackama ima parcijalne izvode po i samo po
unapred proizvoljno uolenoj grupi nezavisno promenl/zwh i ako je u svima tim
tackama prekidna.

1,2. — Sa G,, oznacili smo klasu svih realnih funkcija koje zavise od
prebrojivo beskonacno-mnogo nezavisno promenljivih i od kojih svaka ima istovremeno
sledeée osobine:

1°. U svuda-gusto rasporedenim tackama je prekidna;

2°. U svuda-gusto rasporedenim tatkama je neprekidna ali u njima nema
nijedan parcijalni izvod;

3°. U svuda-gusto rasporedenim tackama je neprekidna i u njima ima sve
parcijalne izvode;

4°. U svuda-gusto rasporedenim tatkama je neprekidna i u njima ima parci-
Jalne izvode po i samo po unapred proizvoljno uolenoj grupi nezavisno promenljivih;

5°. Nije diferencijabilna ni u jednoj tacki.

1,3. — Sa G,, oznalili smo klasu svih realnih funkcija koje zavise od pre-
brojivo beskonacno-mnogo nezavisno promenljivih i od kojih svaka ima istovremeno
_sledece osobine:

1°. U svuda-gusto rasporedenim tackama je prekidna;

2°. U svuda-gusto rasporedenim tackama je neprekidna ali nema izvod ni
po jednoj od promenljivih;

3°. U svuda-gusto rasporedenim tackama ima parcijalne izvode po i samo po
unapred proizvoljno uoCenoj grupi nezavisno promenljivih;

4°. U svuda-gusto rasporedenim talkama je diferencijabilna.

2. — Da bi dokazali egzistenciju klasa G,,, G, G, dacemo jedan princip
Sormiranja takvih funkcija. Neka imamo beskonadan niz nezavisno promenljivih:
Xy, Xgo Xoy.vr), Xp ... ={x,}. Neka su a, b i R tri realna broja. Formirajmo
realne funkcije Fu ({x,}) na slede¢i nacin:

Fu({x,}) =0, kada su svi ¢lanovi niza {x,} iracionalni brojevi;

Fa ({x)} = 1/q% kada jedna i samo jedna od nezavisno promenljivih ima
racionalnu vrednost, i neka je q imenitelj te racionalne vrednosti;

Foo ({x,})=1/(min(q;, q,))’» kada dve i samo dve nezavisno promenljive uzi-
maju  racionalnu vrednost, i neka su q; i q; imenitelji tih racionalnih vrednosti;

Fa ({x,}) =R, ako vise od dveju nezavisno promenljivih uzimaju racionalnu
vrednost.

Na ovaj nacin formirali smo jedan skup funkcija. Svakom paru vrednosti
(a, b) odgovara po jedna funkcija. Mi ovde imamo funkcije od prebrojivo besko- .
nacno-mnogo nezavisno promenljivih ili mogli bi ih nazvati funkcije niza ili funkcije
u prosirenom Hilbert-ovom prostoru (kaZem u prosirenom jer uzimamo i nizove sa
divergentnim modulima). Pojedina od ovih funkcija je u stvari preslikavanje skupa
svih realnih nizova, konvergentnih i divergentnih, ogranicenih i neogranicerih, na
sxup realnih brojeva.
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Iz skupa funkcija (Fa ({x,}), a € realnih brojeva, b € realnih brojeva) for-
mirajmo tri sledece familije funkcija:

G. 1 (Fap ({x}), a € (2, ), b€ (— 0,0], RE(— oo, x));
(3.2) (Fap ({x.}), @ € (2, o), b € (0,1], R=0);
(3.3) (Fap ({x,1), @ € (2, o), b € (2, »), R=0).
3. — Iz skupa beskonalnih realnih nizova izdvoji‘emo i kratko oznaditi

neke skupove koji ¢e mam trebati u daljem izlaganju. U tom cilju oznacimo sa.

P skup svih nizova ¢iji su svi Clanovi realni brojevi (skup svih realnih
nizova),;

P, skup svih realnih nizova koji imaju po jedan i samo po jedan raciona-
lan ¢lan; )

P, skup svih realnih nizova koji imaju po dva i samo po dva racionalna
flana;

P, skup svih realnih nizova koji imaju po tri ili po viSe od po tri racionalna ¢lana;

P, skup svih realnih nizova ¢iji su svi Clanovi algebarski iracionalni brojevi
reda manjeg od a;

P, skup svih realnih nizova ¢iji su svi Clanovi algebarski iracionalni brojevi
reda manjeg od b;

P, skup svih realnih nizova ¢iji su svi clanovi brojevi koji pripadaju skupu
iracionalnih brojeva Q koji je definisan pod (1. —, §2.);

P; skup svih realnih nizova Ciji su svi ¢lanovi iracionalni brojevi.

4. — Koristeci Cinjenicu da se u svakoj G8-okolini realnog broja ¢ nalazi i
racionalnih i algebarskih iracionalnih brojeva reda manjeg od a(a>2) i transcen-
dentnih brojeva lako je pokazati da su svi navedeni skupovi pod (3. —) svuda-gusti.
Ako je dat jedan niz {c,} moZemo da mu uolimo odgovarajuéi niz {c,+3,} gde je
8 < (1/2%) 8. Niz {c¢,+3,} ralazi se u S-okolini niza {c,} jer je

Vsl | Seoer- |/ Sor Sz
i=1 i=1 i=1

U 8-okolini niza {c,} nalazi se i svaki niz {x,} koji zadovoljava uslov

xi€(ci, ¢;+8).
5. — Da bismo dokazali egzistenciju klase G,, pokaza¢emo da je
(3 4) (Fab({xn})a a E (2’ OO), b E (—OO ’0]9 R E (—OO, OO)) E Gwp‘

5,1. — Funkcija (Fup ({x,}), a € (2, o), b € (—, 0]) u nizovima {x,}
koji imaju po dva i samo po dva racionalna &lana, to jest za x, € P,, uzima
vrednost

Fab ({xn}) = ]/(min (qia qj))b> 1’ (a>2, b< 0),
gde su ¢; i ¢; imenitelji ta dva racionalna ¢lana. U nizovima x, € P; funkcija
uzima vrednost

F, ({x,,})=0, (a € 2, ), b€ (— 0,0}, RE (- oo, x)).



Nekoliko priloga teoriji svuda-gusto neprekidnih funkcija 5

Kako su i skup P, i skup P, svuda-gusti to funkcija (3,1) je prekidna u svima
tatkama skupa P, pa iz toga proizilazi da ima osobinu (1,1.—,1°) klase G,,.

5, 2. — Uotimo jedan fiksirani niz {c,} €P,, i promenljivi niz {x,} izmedu
kojih postoji slededa veza

X;#¢;, Xj=¢;, gde j prolazi skupom prirodnih brojeva razliCitih od 7 (7
fiksirani broj). Iz te medusobne veze nizova {c¢,} i1 {x,} proizilazi
Fab ({xn}) - Fab ({cn}z :O

Xi— G ’

za x; € skupu iracionalnih brojeva, jer je

Fab ({xn}) =01 Fab ({cn}) = 0’
za {x,} € P;, {c,} € P,
Za x; € skupu racionalnih brojeva imademo
Fa (5D~ Fa (e | _
l Xi— ¢

(3.5)

1
(3. 6) ;]—;/ Ipila; —ci|<

/
< l_ [ = Mi . 1
‘Iia/ M;-q° /A
U gornjem izrazu ¢; oznafava imenitelj racionalnog broja x;, s osnafava alge-
barski red algebarskog broja ¢;, M, oznafava jedan konstantan broj koji
odgovara algebarskom broju ¢; tako da bi bila, prema Liouville-ovom stavu,
zadovoljena nejednacina

—0, za x;,—>¢;.

Pl ol > —
ifYi— 4 s
) ) M[ . q,'s
za sve racionalne brojeve p;/q;.

1z dobivenog pod (3.5) i (3. 6) proizilazi
lim &b ({xn}) B Fab ({xn} E Pa)

X Xi—Cj.
to jest: Parcijalni izvod funkcije (3.1) u tafki {c,} €P, po makojoj od pro-
menljivih jednak je nuli, pa iz toga i onog iz (4,1.—) sleduje da funkcija
(3. 1) ima osobinu (1, 1.—,2°) klase G,,,.

5,3. — Niz nezavisno promenljivih {x,} razdelicemo na proizvoljan
na¢in u dve grupe: D; i D,  Uzmimo jedan konstantan niz ¢, i neka su u
tom nizu vrednosti nezavisno promenljivih grupe D, algebarski brojevi reda
manjeg od g, a vrednosti nezavisno promenljivih grupe D, brojevi koji pripa-
daju skupu Q definisanom u (§2, 1.—).

5,31. — Za slucaj kada je nezavisno promenljiva x; iz grupe D, a kao
posledica toga c; algebarski broj reda manjeg od a, imamo da je kao i pod
(5,2.—)

(3. 8) hm Fab (Cl9 v ey ci-l, Xis Ci+l’ .. )_ Fab ({CL}) - 0

X Xi—C;

za a € (2,00), b € (—0,0].

3.7 =0, za x;=g,

>
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5, 32. — U slu€aju kada je nezavisno promenljiva x; iz grupe D, a kao
posledica toga ¢; pripada skupu @, dobivamo
(3 9) Fab (cp e ﬂci——-]; Xjs Cj.,‘.y .. )M Fab ({C,,}) =0
Xj— ¢

ako je x; € iracionalnih brojeva, jer je
Fab({xn} 6 Pz) =0.
No kako je ¢; € Q, odnosno

¢ € plor Y L[ mEH,

10 za

% €l 3 1o

i prema (2.14), za (E(a)+ 1)¥>r, imamo

Fab(cl’ cee s Ciogs Xps Ciggs )_‘E‘ab({cn})
(3.10) =l e
Xi— & 1
1 i | / 2
R kva | kg | mimaqdkel
(m(E(a)H) )“ J ”=k+1m(E(a)—rl) (m(E(a)fl) )a / mE@= k!

m(E(a)H)"” 1 mE@+nF (E@ih

TmE@Y 0 2 L E@yF 7

_ ; mE@+HF - E@+i—a) < 1/2.

Prema (3.9) 1 (3. 10) ne postoji
(3. 11) tim Fab (Crn oo Ga X Gy e )~ Fas ({en)) )
xj—>cj xj”‘ Cj

za a € (2,w), b€ (—o, 0]

Prema dobivenom pod (3.9) i (3.11) proizilazi da funkcija (3. 1) ima
osobinu (1, 1. —, 3°) klase G,,.

1z takaka (5, 1. —), (5,2. —) i (5, 3. —) proizilazi da je zaista
(3 12) (Fab({xn})ﬁ at (2’ °°)9 b€ (—-—oo, 0]’ R€ (“wv oo)) € Gwp’

a iz toga da zaista egzistira klasa funkcija G,,.

6. — Da bismo dokazali egzistenciju klase G,, pokaza¢emo da je
(3.13) (Far ({xn}), @ € (2, ), b €(0,1], R=0) € G,,.

U izlaganju pod (6, 1. —), (6, 21. —), (6, 22. —), (6, 3. —), (6, 4. —), (6, 51. —),
(6, 521. —), (6, 522. —), i (6, 523. —) podrazumevaéemo da je, ako ne bude
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drukéije re€eno, a € (2, ), b € (0, 1], R=0, i u mesto funkcije (3, 2) pisace-
mo samo F,,({x,}).

6, 1. -~ Kako je
Fap({x,) € P)=1/¢°>0 i F,;({x,} € P)=0
i kako su skupovi P; i P; svuda-gusti to je funkcija (3.2) svuda-gusto preki-
dna i prema tome ima osobinu (I, 2. —, 1°) klase G,,.

6, 21. — PokaZimo da je funkcija F, ({x,}) neprekidna u svima nizovi-
ma x, € P;. Da bi to bilo istinito dovoljno je da postoji jedna okolina >0
niza {x,} € P; tako da bude zadovoljena nejednadina

' Fab ({x,,} E Pl U.P2)— Fab ({x,,} 6 P,) l <9>0,
odnosno
[ Fap({x,} € PLUP,)| <e>0.

Takva §-okolina niza {x,} € P; postoji i to je ona za &ije je sve talke ispu-
njen uslov
3.14) 1/(min (gq;, g)))’ <e, 1/g°<e,

gde su g¢; i g; imenitelji racionalnih ¢&lanova niza x,€ P, a g imenitelj racio-
nalnog ¢lana niza x, € P;. Uslov (3. 14) bi¢e ispunjen ako je istovremeno

(3.15) g:>(1/e)t1%, ;> (1[e)!1%,  q>(1/e)!/7,
a uslov (3. 15) bide ispunjen ako je
(3.16) min (¢;, g, q)>max ((1/e)1/3, (1/e)!/9) =M.

Da bismo ispunili uslov (3. 16) dovoljno je uzeti onu 8-okolinu niza {x,} € P; u

kojoj se ne nalazi nijedan niz sa racionalnim ¢&lanom &iji je imenitelj] manji
od M,, a takva okolina, prema (4. —), postoji. Iz toga proizilazi da je funkcija

(3. 17) (Fap ({xn})’ a€(2,,), b€(O, 1], R=0)

neprckidna u svima tatkama {x,} € P;.

6, 22. — Uzmimo jedan fiksirani niz {c,} € P,. Tada je za x; € iracio-
nalnih brojeva
(3.18) Fap(ers oo+ iy Xin €y - )= Fa(en})
X;— C;

jer je i Fap(Crs oov s Cigs Xir Cings -2 )=0 i Fa({c,})=0.
Obzirom da je ¢; € Q, odnosno

cizp/m" + i l/m(E(a)'i-l)”
n=1
to je za

k
x; € plm+ > 1/mE@+"
n==1

2 Publikacije
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prema (2. 16)
Xi— ] = “z 1 mE@+1y _ z 1 mE@+1 Z 1 jmE@+ 1) <

n=1 n=1 n=k+1
<2/mE@ T
Iz ovog a na osnovu (2. 13), za (E(a)+ 1)*>r, proizilazi

Fab(cl» e ci—l’_ﬁ_’ Ci+1’_;4'_'_7)7”Fab’(f{fn}EPa) ‘>

Xi— C;

(3. 19)

1/m(E(a)+l)k-a 1

2/mE@+ T o

Iz (3.18) i (3.19) proizilazi da funkcija F, ({x,}) nema nijednog parcijalnog
izvoda u tatkama {x,}€P, i ako je u tima tafkama neprekidna, odnosno
funkcija (3.2) ima osobinu (1, 2. —, 2°) klase G,,.

6,3. — Ako je {c,}€P, onda se na isti natin kao pod (5,2. —) poka-
zuje da u toj talki postoje parcijalni izvodi po svima nezavisno promenljivim
niza {x,). Sem toga prema izloZenom u (6, 21. —) funkcija Fg, ({x,}) je nepre-
kidna u tatkama {c,}€P, pa na osnovu toga i (4. —) funkcija (3.2) ima
osobinu klase G, iz (1, 2. —, 3°).

6, 4. — Na isti nadin kao pod (5,3.—), (5,31.—), i (5,32.—) a uz
to koristeéi (6, 21. —) 1 (4 —) pokazujemo da funkcija (3.2) ima osobinu
klase G,, iz (1,2. —

6, 51. — Ako je fiksirani niz {c,}€P,UP, tada je funkcija F,,({x,})
prekidna u toj talki, pa prema tome nije diferencijabilna.

6, 521. — Ako je fiksirani niz {c,} € P;U P, tada je

- mE@+* @k a2,

hFab (cl.l,f,_';,,.’ Ci—1s Xis Cig1s - - )‘— Fab ({Cn}) =0
M
X;—Ci

za x;€ iracionalnih brojeva, pa prema tome ako egzistira neki od parcijal-
nih izvoda funkcije F,;({x,}) u tagki {c¢,}€P;UP,;, on mora biti jednak nuli,
odnosno ako svi egzistiraju onda svaki od njih mora biti jednak nuli.

6, 522. — Ako u fiksiranoj tafki {c,} € P;U P, ne egzistira bar jedan od
parcijainih izvoda, tada funkcija F,,({x,}) nije diferencijabilna u toj tagki.

6, 523. — Pretpostavimo sada da bar u jednom fiksiranom nizu {c,} €
P,V P, egzistiraju svi parcijalni izvodi. Da bi funkcija F,, ({x,}) bila diferen-
cuabllna u toj tatki moralo bi biti

ab ({xn}) Fab ({C })
(3. 20) {x"}hj“{c"} =0
3 (i
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PokaZimo da jednaina (3. 20) ne moZe da egzistira. U tom cilju uzmimo da
promenljivi niz {x } variramo tako da zadovoljava sledece (e) uslove:

{x.} €Pys  X;=pilas  Xu=pulan, | x—c|<1/g,
(e) Fxp—cn| <1/qn, (xx—c)?<1/(2%-(max(qg;, gn)?),
k #(j, h), kg€ prirodnih brojeva,

a to moZemo ako za g; i g, uzmemo prim-brojeve; i kada bude {x, }—»{c,,}
tada ée i gj— o0 i gy— o0. Ako niz {x,} zadovoljava ovim uslovima tada je

Fa (%)) — Fap ({ea))
(3.21) .
VZ (x,~— C,')2

 Umin(g @)V

V(x, SR et 3 (e
k(#£j, h)=1

1/(min (g;, gn))® o 1/g" = /i _ 1 b 1)2
[ 1]q2+ 1]+ 1/(max (g;, gu))* V_s ¢ q 2 -
q':

Kako je (3. 21) u suprotnosti sa (3.20) proizilazi da jednatina (3. 20)
ne moze egzistirati, odnosno funkcija (3.2) nije diferencijabilna ni u jednoj
ta¢ki pa prema tome ima osobinu (1, 2.—, 5°) klase G,,.

Iz dokazanog pod (6, 1.--), (6,2.—), (6,3.—). (6,4.-) i (6,5.—) proi-
zilazi da je zaista

(3.22) (Fap ({x,}). @ €(2,00). b€ (0,1], R=0)€ Gy,

odnosno: klasa funkcija G,, nije prazna.

7,0. — Pod (7,...—) dokazati ¢emo da funkcija (3.3) pripada klasi
G,,. U izlaganju smatrati ¢emo da je a € (2, ), b € (2, ), R=0 ukoliko ne
bude drukéije istaknuto.

7, 1. — Na isti na€in kao Sto se u (6, 1.—) dokazuje za funkciju (3. 2),
pokazuje se i za funkciju (3. 3) da je prekidna u svima tatkama {x,} € P,UP,
te prema tome ima osobinu (1, 3. -, 1°) klase G,,.

7,2.—Kao $to u (6, 21.—) 1 (6, 22.—) pokazujemo da je funkcua (3.2)
u svuda-gusto rasporedemm nizovima neprekidna- nelzvodluva na isti nafin
pokazujemo tu osobinu i za funkciju (3. 3), to jest da ima osobinu (1, 3. —,2°)
klase G,,.

7,3 — Na isti nadin kao pod (5,3.—) (5,31.-), (5,32.—), a uz to
koriste¢i i (4.—), pokazuj: se¢ da funkcija (3.3) ima osobinu iz (1, 3.-,3°)
klase G,,.

2%
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o T4 — PokaZimo sada da je funkcija (3. 3) diferencijabilna u svima
nizovima {c,} € P,NP,. U tom cilju uzmimo jednu proizvoljnu fiksiranu tatku
{c.} € P,N P, i ispitajmo §ta se defava sa kolicnikom

Fab ({X,,}) - Fcb ({cn})
(3.23) Vw e
,Zl (xi—¢)

kada {x,}- {c,}.
7,41. — Ako je {x,} € P,UP, tada je
~Ij—'ab ({xn}ké_flup:g) - Fabr({cn}) -

(3.24) Vfi“ (x’__;)z_
i=1

jer je i Fup ({x,} € PiUP)=-0 i F,({c,})=0.
7,42. — Kad je {x,} € P, imamo
Fap ({xa} € P~ Fap(fea)) _1/(min (g g _

(3. 25) Vi("" e ]/ S (i)
=1 i=1

b 1
< ’1_/97 =M-—--0, za {x,}>{c,}-
1/(M - ¢°) g~

(g=min (g;, gs), s je algebarski red onog izmedu x; i x, koji ima manji ime-
nitelj, M je njemu odgovarajuéa konstanta tako da bude zadovoljena veé
pomenuta Liouville-ova nejednadina),

7,43. — Kad je {x;} € P, sleduje

Fap (x4} € Py) ~ Fap (e _ gl/ ¢
(3.26) Vi(xl'*ci)z “/>§)(xi_ci)2
i=1 i=1

< M0 (o )
qa Mq-‘

Na osnovu pokazanog zakljuéujemo da funkcija F,,({x,}) ima sve par-
cijalne izvode jednake nuli u tatkama {c,} € P,N P, kao i da je u tima tac-
kama diferencijabilna, to jest ima osobinu (1,3.—,5°) klase G,,.

Na osnovu dobijenog pod (7,1.-), (7,2.-), (7,3.-)i(7,4.—) zaklju-
¢ujemo da je zaista

(Fab ({xn})’ a E (27 °°)e b E (2, 00), R= 0) E th-

a iz toga proizilazi da egzistira klasa funkcija G,,.

0,

<
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§ 4. Egzistencija nekih klasa kompleksnih funkcija

U ovom paragrafu dokazacemo egzistenciju klasa: H,, H, i H, i formirati
Sto prostije funkcije koje pripadaju tim klasama.

1, 1. — Sa H, oznacili smo klasu svih kompleksnih funkcija koje zavise od
Jedne kompleksne nezavisno promenljive i od kojih svaka ima istovremeno sledede
osobine:

1°. U svima tackama je prekidna;
2°, Egrzistira skup svuda-gusto rasporedenih talaka u kojima su zadovoljene
Cauchy- Riemann-ove jednacine ali ni u jednoj od tih tadaka nema izvoda.

1,2. — Sa H, oznacili smo klasu svih kompleksnih funkcija koje zavise od
Jjedne kompleksne nezavisno promenljive i od kojih svaka ima istovremeno sledece
osobine.

1°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka u kojima je funkcija
prekidna;

2°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka u kojima je funkcija
neprekidna, u svakoj od tih tacaka zadovoljene su Cauchy-Riemann-ovz jednacine
ali opet ni u jednoj od tih tacaka ne postoji izvod;

3°. Nema izvod ni u jednoj tacki.

1, 3. — Sa H, oznadili smo kilasu svih kompleksnih funkcija koje zavise od

jedne kompleksne nezavisno promenljive i od kojih svaka ima istovremeno sledece
osobine:

1°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka u kojima je funkcija
prekidna;

2°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih talaka u kojima su zadovoljene
Cauchy-Riemann-ove jednacline ali ni u jednoj od tih tacaka ne postoji izvod,

3°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka u kojima postoji izvod.

2,1.— Da bi dokazali da klase H, H, i H, nisu prazne, formiracemo
izvesne funkcije za koje demo pokazati da pripadaju pojedinim od tih klasa.

Formirajmo kompleksnu funkciju koja zavisi od jedne kompleksne nezavisno
promenljive F,(2)=F,(x+iy)=P(x, y)+iQ(x, y), na sledeéi nacin:

P(x,y)=0, kada su i x i y iracionalni brojevi;

P(x,y)=1/(min(qy, 2))° kada su i x i y racionalni brojevi razli¢iti od
nule (q, i q, su imenitelji tih racionalnih brojeva pri éemu su brojitelj i imenitelj
uzajamno prosti brojevi; a proizvoljan fiksirani realan broj);

P(x,y)=0, kada je samo x ili samo y racionalan broj;

P(x,y)=0, kada je bar ili x ili y jednako nuli;

Q(x,y)=1, za svako (x, ).

2, 2. — Iz skupa funkcija koje smo formirali izdvojicemo sledece tri familije:
(k. 1) (Fa(2) za a<0);
(k. 2) (F,(z2) za a€(0,1});

(k. 3) (Fo(2) za a>2).


Miroslav
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3. — Oznabimo za ovaj paragraf sa R skup svih racionalnih brojeva razli-
Citih od nule; sa I skup svih iracionalnih brojeva i jos$ nula; sa A skup iracionalnih

algebarskih brojeva (Ciji je algebarski red manji od a; sa Q skup brojeva koji je
tako oznacen i definisan u (§ 2.). Svaki od skupova taaka definisan na ovaj
nacin je svuda-gusto rasporeden. Skup talaka z=x-+iy, koji zadovoljava jedan
i samo jedan od sledeéih uslova:

(x€R, yER), (x€R, y€I), (x€ER, y€A), (x€ER, y€0),

(x€I, y€R), (x€I, y€I), (x€I, y€A), (x€I, y€Q),

(x€A4, yER), (x€A4, y€I), (x€A, y€EA), (x€A, y€Q),

(x€Q, yER), (x€Q, y€I), (x€Q, y€4), (x€Q, y€Q),

takode je svuda-gusto rasporeden.
4,1. — Prema (2, 1. —) imamo da je za a<<O0:
F,(z)) =i, za (x,€ 1, y,€1);
F,(z,)=1/(min(gy, g5))° +1, za (x,€R, ¥,€R),

a odatle proizilazi
F, (22) —F, (Zl) = 1/(m1n (ql’ qz))a =1

Obzirom da su tatke (x€I, y€I) kao i tatke (x€ R, y€ R), svuda-gusto
rasporedene, konstatujemo da je funkcija (F,(z), a < 0) prekidna u svima tatkama.

4,2, — Uotimo fiksiranu ta¢ku z; za koju je (x;€1I, y,€1). Na osnovu
prethodnog imamo da je u tacki z,:

f)P(x9y): llm P(x’ y3)"P(X3,Z;§l =0,
0x XX X~ Xz
jer je 1 P(x,y5)=0 i P(x5,y,)=0;
OP(x,y): 11 P(x3a y) P(X _})i) —
oy Yoy Y—Ys
jer je 1 P(x3,1)=01 P(xy,,)=0;
00(x,)) _o. 920 _q
0x oy

Sem toga ne egzistira

’

jer je Q(x,y) =1

)~ Flz)

>

lim
Z>2Z;3 Z'_Z3
jer je za svako (x¢R, y¢R),

F(2) - F(zg) = 1/ (min (q,, ) > 1,

a tatke (X€R,y€R) su svuda-guste. No da u talki z; ne egzistira izvod
proizilazi i iz &injenice da je funkcija prekidna u svima tadkama.
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Iz gornjeg proizilazi da funkcija (F,(2),a<<0) u tacki z, (x;€1, y,€1),
zadovoljava Cauchy- Riemann-ove jednacine ali u toj tacki nema izvoda, pa
prema refenom pod (4, 1. —) i (4,2. —) proizilazi da je

(Fa(2), a<0)CH,,

odnosno klasa H, nije prazna.
5. — Da bi dokazali egzistenciju klase H, pokazatemo da je

(Fa(z)a ac(0, 1) CHq.
U izlaganju pod (5,1.—), (5,2. —) i (5, 3. —) pretpostaviCemo da je
ac(0,1].

5, 1. — Uogimo fiksiranu tatku z, za koju je (x,€ R, y,€ R). U svakoj
okolini tadke z, nalazi se bar jedna tatka z;, (x,€71, y;€I), pa je

Fo(zy) — Fa(z5) =1/ (min (g, g2))*> 0,

a iz toga proizilazi da je funkcija F,(z) prekidna u svima tatkama z za koje
je (xéR, y€R) a te su tatke svuda-gusto rasporedene pa je funkcija F,(2)
prekidna u svuda-gusto rasporedenim ta¢kama.

5,2. — Uzmimo fiksiranu tatku z4 za koju je (xs€I, yg€I). Na isti
nadin kao u (4, 2. —) za talku z;, pokazali bi da su i u tacki z; zadovoljene
Cauchy-Riemann-ove jednaline. TaCke z za koje je (x€I, y€lI) takode su
svuda- gusto rasporedene.

5, 3. — Pokazimo sada da funkcija (F,(z), a€(0, 1]) nema izvod ni u
jednoj tatki. U taCkama z,(x;€ R, y;€R) nema izvod jer je u tim tatkama
prekidna.

Uogimo li jednu fiksiranu taCku zg, tada je:

Mﬁzfﬂi&_yﬁio za (xg€l, yg€1);

lim
xrxs, WZW) 2 Zg ox

lim f_(f)_:_P_(_zB)__.f)_P_(ZC},’_yi):o, za (XSER’ ysel)’
o x, O Z—Zg ox

lim P(z)—P(zQ):OP(xB,yS)ZO: za (x€1, y3€R).
¥y, G=x) Z—Zg oy

Sem toga je
llm Fa (Z)_ Fa (ZS): 11 P(Z) P(ZS)
iz, Z—1Z4 27 Z—1zg
Iz ovog proizilazi da ako je funkcija (F,(2), a€(0, 1]) neprekidna u jednoj
tacki zg, izvod u toj tacki ne moZe biti razliCit od nule.

PokaZimo sada da izvod u tatki z, ne moZe biti ni nula. Mi u svakoj
okolini tatke z; moZemo uogiti tatku z, koja zadovoljava uslove:

» Jer je Q(2)=1.

Zp=Xpt+ iyn; xn=pn1/qn; Yn :pnz/qn;
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Pa, i g, uzajamno prosti brojevi; DPn, 1 g, uzajamno prosti brojevi;

| x5 = P, 1901 <1/dn5 | Y= Pny/ 92| <1/4s-
Tada izmedu tafaka zg i z, postoji sledeca veza:

Fa (Zn) - Fa (ZS)
Z,— Zg

(e ] B G S RIS
V(yn—ys)z + (xn_x8)2 a." U

1z gornjeg proizilazi da ne egzistira
hm Fa (Z) - Fa (ZB)

Z—rZzZs Z—Zg

to jest funkcija (F,(z), a€(0, 1]) nema izvod ni u jednoj tacki.

Iz svega dokazanog pod (5,1.—), (5,2.—) i (5, 3. —) izvodimo zaklju-
gak da je

(Fa(2), a€(0,1])C Hy,

to jest egzistira klasa H,.

6. — U daljem izlaganju pod (6, 1. —), (6, 2. —) i (6, 3. —) pretpostavi-
¢emo da je a>2 1 pokazacemo da je

(F,(2), a>2)CH,.

6, 1. — Uzmemo li makoju fiksiranu tacku zy za koju je (x4€ R, y,€ R),
funkcija F,(z) bi¢e prekidna u toj tacki. To bi dokazali na isti naéin kao S§to
smo za tatku z, u (5, 1. —). Obzirom da su tacke z, svuda-gusto rasporedenc
proizilazi da funkcija F,(z) ima osobinu (1° iz 1, 3. —).

6, 2. — Uzmimo makoju fiksiranu tatku z,, za koju je (x,,€ Q, y;,€ Q).
Na isti nacin kao pod (4, 2. —) za tacku z,, pokazujemo da su zadovoljene
Cauchy-Riemann-ove jednadine i u tacki z,,.

Pokazimo sada da funkcija (F,(2), a>2) nema izvod u tacki z,,. Prema
re¢enom u (5, 3. —) imamo

(4‘ 1) lim F(Z) —QF(ZIO): lim P(Z) _P(210)=0

2230 (=210) zZ— ZlO X-¥ X10(¥ =V10) zZ— 210
Iz ovog proizilazi: Kad bi egzistirao izvod u tadki z;,, morao bi biti jednak
nuli. Ali kako je prema (2.8) :

00
Xy = Py[m" + Z 1/ mE@+D7,

n=1

Y10 =Pa/m" + Z 1/ mE@+17,

n=1
to svakoj okolini broja z;, odgovara jedno k tako da se u toj okolini nalazi
broj z za koji je
k
x=p1/m’1 + z I/m(E(ﬂ)+1)",

n=1
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k
y :pz/m’z + Z I/m(E(a)‘i'l)"’

n=1

i pri &emu je (E(a)+ 1)*>max(r;,r,).
Izmedu z,, i z postojace tada veza
(4. 2) }F u(2)—F, (210) IP(Z) P (z4)
; Z— 2y I Z—Zy !

_ P(x,»)

l/(x - x1o)2 +(¥ =102
/ (i 1/(E(a) + 1)) + ( i V(E(a)+ D)M2:>

(E(a)+i)k -a
m ! n=k+1 n=k+1

P(x y)— P(xlo’J’m)
Z—2Zy

S /2 z 1(E(a)+ 1y >

\k
m\E(aH 1 a neh 1

- 1 1 B
mE@+Dk.a " mE@+Dk+1 ]

= i - mE@+DF(E@+1-0a) ~, 1/4.
4
Iz (4. 1) i (4.2) proizilazi. da ne egzistira izvod u taCki z;,, a odatle
da funkcija (F,(z), a>>2) ima osobinu 2° iz (1, 3. —), jer su take z;, koje
zadovoljavaju uslov (x€ Q, y€ Q) svuda-gusto rasporedene.

6, 3. — Uzmimo fiksiranu tacku z;; koja zadovoljava uslov (x,;€4,
quA), i pokaZimo da egzistira izvod funkcije (F, (z), a>2) u tacki z;,.

Primetimo prvo da je:
P(2)—P(z1)

4.3) 22 =0, za (x€1, y€D),
z—z;,
4.4 P@)—-Pn) =0, za (x€I, y€R),
z—zy4
(4.5) POZPED | o 44 (xer, yer).
Z—zn
Ako je (x€ R, y€R) imamo
(4. 6) IP(Z)“P@ P,(x’ »)—P (X1, y11)
Z—2zy [ (x— %10+ (0 =y,

:(miT(q— W) / V(x“x11)2+(y—J’11)2<
1> 42
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1 /V i 2 1\ 1 1
VT el <t v
q° | M, -9 M, - g, ¢/ M-¢

1

= M-

-0, za z-z,;, pri emu je

qa—S
g=min(qy, 45), M=max(M;, M,), s=max(s,s,).

Ovde smo sa ¢, oznalili imenitelj racionalnog broja x, sa g, imenitelj
racionalnog broja y, sa s, algebarski red broja x4, sa s, algebarski red broja
Y11, sa M, fiksirani broj koji odgovara broju x;; tako da je zadovoljen uslov
| X;,—m/n| > 1/(M,-n*), za svako celobrojno m i n (n#0), sa M, oznatili
smo fiksirani broj koji odgovara broju y,; tako da bude zadovoljen uslov
|yiyn—m/n| > 1/(M,-n%), za svako celobrojno m i n (n#0).

Pri zakljuéivanju u (4. 6) koristili smo se slede¢im nejednakostima

= X0+ (7 =y >V (A/(M, - g2 ) P+ (1/(My - go50)) 2>
>max (1/(My-q%), 1/(My-q,2))>1/(Mg).
Iz (4. 3), (4. 4), (4.5), (4. 6) proizilazi da je
tim T A =PCEW _

Zrzu Z—Zn

odnosno
limFe @~ Faz)_
2>z, zZ— 211
a to znali da egzistira izvod funkcije (F,(z), a>2) u tacki zy; i jednak je nuli.
Iz (6, 1. —), (6,2. —) i (6,3. —) proizilazi da je (F,(2), a>2)€H,, ato
zna¢i da egzistira klasa H,.
7. — Ako je f(z) analiticka funkcija tada je takode:

(F,(2), a<0)+f(2)€H,,
(Fa(z)9 aE(O’ 1])+f(Z)EHq’
(Fa(2), a>2)+f(2)€H,,

to jest svakoj analitickoj funkciji jedne kompleksne promenljive moZemo uoéiti
odgovarajucu funkciju, odnosno familiju funkcija, iz makoje od klasa H,, H,, H,
sa kojom se obostrano jednoznalno povezuje a iz toga proizilazi da kardinalni
broj skupa funkcija makoje od klasa H,, H,, H, nije manji od kardinalnog broja
skupa svih analitickih funkcija jedne kompleksne nezavisno promenljive.

’

Napomena u vezi prve glave

U prvoj glavi koristili smo se na viSe mesta aproksimacijom algebarskih
brojeva pomoéu racionalnih. Mi smo se tom prilikom posiuzili Liouville-ovim
stavom o aproksimaciji algebarskih brojeva pomodu racionalnih i ako su mnogo
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precizniji stavovi do kojih su do3li Thue u radu [10], Siege/ u radu [9] i
Teavgpono u radu [1], jedan iza drugog u izvesnim vremenskim razmacima.
Thue je 1909 dokazao stav:

,»»Ako su: { proizvoljan fiksirani algebarski broj reda k, k>2, a e>g
proizvoljan fiksirani realan broj tada nejednakost

gl <1/

ima samo konacno-mnogo reSenja po celobrojnim nepoznatim p i g>> 0°.
Siegel 1921 dokazuje i stav:

»Ako su: [ proizvoljan fiksirani algebarski broj reda k, £>2, ¢>0
proizvoljan fiksirani realan broj, a s celobrojna promenljiva koja zadovoljava
uslov 1<{s<Ck— 1, tada nejednadina

‘:*p/ql < l/qmin(k/(y+l)+s)+e

ima samo konacno-mnogo reSenja po celobrojnim nepoznatim p i g, g> 0%
Teavghono je 1943 dosao i do preciznije aproksimacije. No i da smo se koristili
Thue-ovim ili Siegel-ovim stavom mesto Liouville-ovim ne bi se niSta izmenilo
u formulaciji rezultata dobivenih u prvoj glavi. Da smo se koristili Thue-ovim
stavom tada bi, na primer, mogli da tvrdimo da funkcija (3. 1) ima sve parci-
jalne izvode jednake nuli ne samo u tatkama {c,}€P, nego i u tackama
{cn} € Py(a—y—(Strana 15, 22—24 red odozgo). No takva konstatacija ne otkriva
nam nista novije. :
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DRUGA GLAVA

NEKOLIKO TEOREMA O IZVODLJIVOSTI FUNKCIJA KOJE SU
NEPREKIDNE U SVUDA-GUSTO RASPOREDPENIM TACKAMA

§ S. Izvaodijivost svuda-gusto prekidnih realnih funkcija koje zavise od jedne realne promenljive

U ovom paragrafu dokaza¢emo dve teoreme koje se odnose na diferenci-
jabilnost realnih funkcija jedne nezavisno promenljive, koje su istovremeno
svuda-gusto prekidne i svuda-gusto neprekidne.

Teorema (I): Ako je realna funkcija f(x), x € (a, b), svuda-gusto prekidna
i istovremeno svuda-gusto neprekidna tada postoje svuda-gusto rasporedene talke
u kojima je funkcija f(x) neprekidna ali u njima nije izvodljiva.

Dokaz. — 1. — Neka je f(x), x € (a, b), realna funkcija koja je svuda-
gusto prekidna i istovremeno svuda-gusto neprekidna na intervalu (@, b).
Uzmimo ma koja dva broja ¢; € (@, b) i ¢, € (¢, b) i neka je ¢;<<c,. U vezi
brojeva ¢, i ¢, konstruisaéemo jedan niz brojeva {3,}. Obzirom da j= funkcija
S(x) svuda-gusto neprekidna postoji broj «; € (¢;, ¢,) takav da je funkcija f(x)
neprekidna u «;. Uzmemo li proizvoljan broj £, >0 tada ¢e brojevima «; i ¢,
odgovarati bar jedan broj 8, >0 takav da budu ispunjeni uslovi:

(oy =3y, oy +8)) C ey, €3)s
(X)) —f ()| <ey za x € (23—, oy + ).

Posto je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna postoji broj p, € (¢, —3;, o +38;)
takav da je funkcija f(x) prekidna u B,. Broju B, odgovara bar jedan broj
; € (0,2¢)) takav da u svakoj okolini broja B, postoji bar jedan broj v, takav

da je f(r)—f(By)>}. Sem toga je
FO)—f(B) < 28y za x € (0, —3y, oy +3y).
Analogno gornjem postoji broj
ay € Br—4h, Bi+h)N (e —3y, oy +38y),

takav da je funkcija f(x) neprekidna u «,. Uzmemo li broj ¢,>0, koji zado-
voljava uslov ¢, € (0, /;/4) tada ée brojevima «, i &, odgovarati bar jedan broj
3, >0 koji ima osobinu (o, —38, oy+3) CBr—0, By +l)N(xy—3y, a+3y),
Sy —flag)<ey za x € (2g— 8y, o5+ 3p).

Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna postoji broj B, €
(2—3y, y+38,) takav da je funkcija f(x) prekidna u B,. Broju B, odgovara
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bar jedan broj /, € (0,2¢,) takav da u svakoj okolini broja 8, postoji bar
jedan broj v, takav da je

F(ra) —f(Bs) >
f(xX)—f(B)| <22y za x € (xp—8y, ay + 3y).

ProduZavajuéi na gornji nain sa formiranjem brojeva, pretpostavimo da
ve¢ imamo brojeve o, &, S, Bm 1 I, gde je m € prirodnih brojeva. Uo&imo
zatim jedan broj

Sem toga je

%m 1 6 (am_Sm’ O(m—*"gm)m(ﬁm“lms Bnt+1m)

takav da funkcija f(x) bude neprekidna u tagki w, ;. Uzmimo neki broj
eq+1>>0 koji zadovoljava uslov

(5. 1) Emir € (0, [n/4).

Brojevima a,,;, i ¢,,, odgovara bar jedan broj 3,,.,>0 tako da zadovoljavaju
uslove

(5 2) (am+1 - 8m~}-19 Oty + 8mJ.—l) C (Bm - lm s Bm + lm) n ((Y*m - Sm’ Oyt am)s

(5.3) ) —f (@) | <Emia 28 XE(Cmyr—Bmirs Opg+Omiq).
Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna postoji broj
(5 4) Bm—H E (”~m+l - 8m—:»l > Uy + 6m-{vl) 4

takav da je funkcija f(x) prekidna i u 8,.4.

Broju B3,.., odgovara bar jedan broj

(5.5 1 €00, 28,4)
(5. 6)

takav da u svakoj okolini broja B,,, postoji bar jedan broj v,
l takav da je

lf(YnH»l) _f(5m+1) l > [m+1'
Sem toga zadovoljen je i uslov

f(X) _f(Bm*rl) < 2 Fmprs Zd X E (W'M—‘rl - SM-H > Tmyq + Sm-l-l) .

ProduZavaju¢i na ovaj nalin formirali bi beskonaan niz brojeva {3,}.

2. — PokaZimo da je niz {3,} konvergentan. Prema (5. 2) je:
(5.7 (Ctp1—=8n11s Oy +8,49) C(a,—38,, t,+35,).
Iz (5. 4) i (5, 7) sleduje da se van intervala (o, . — 8,4, Cupq+
5 8 +8,4+1) moZe nalaziti najviSe n ¢lanova niza {3,}, odnosno da se
(5. 8) l skoro svi ¢lanovi niza {B,} nalaze u intervalu
(Cnp1 = Ons1> O+ Onyn).
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Iz (5. 5) sleduje

(5.9) [, <2s,
a prema (5. 1)
(5. 10) Eao < 1,/4.
Iz (5.9) i (5.10) proizilazi:
(5.11) 2e,>4¢,,,, odnosno =&, ,<g,/2.

Prema (5. 2) je
(1= Opr1s Oy ¥ 00y ) CBn—1lus But o),
a odatle sledi da je
(5.12) 8, 1<,
Iz (5.9) i (5. 12) proizilazi da je
(5.13) Sy <<l <2s,.
Iz (5. 11) proizilazi da je niz
(5.14) {e.}

monotono opadaju¢i i nula niz, pa su, tim pre, prema (5.13), i nizovi {/,} i

{8,} nula nizovi. Kako je niz {3,} nula niz proizilazi da duZina intervala
(4185415 %pyq+8,.4) teZi nuli kada n-»oo. Iz ovog i tvrdnje

(5.15) { (5. 8) proizilazi da je niz {8,} konvergentan. Oznadimo njegovu
graniénu vrednost sa (3.

3. PokaZimo sada da je funkcija f(x) neprekidna u tac¢ki B. Uzmimo
proizvoljno mali broj ¢>0. Kako je prema (5. 14) niz {¢,} monotono opada-
juéi i nula niz, proizilazi da on ima é&lan e, <¢/2 pa ¢e na osnovu
(5. 3) biti

)=o) | <o <ef2, za x€(up -k, ok + ),
a posto je
BE(d’k_Sk’ a’k+8k)v
imamo da je
S —f(B) < 2 <&, za x€(o— Sy, ap -+ 8y)

Iz ovog proizilazi da je funkcija f(x) neprekidna u tadki B€(cy, c,).

4. — Pokazimo da funkcija f(x) ne moZe imati konalan izvod u tacki 8.
Kad bi postojao konafan izvod u tatki f on bi bio neki broj kojeg éemo
oznaliti sa M. Pretpostavimo sada da funkcija f(x) ima izvod u tacki # to
jest da je

(5. 16) eRAG A Y

x> x—B
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Iz pretpostavke (5. 16) sledilo bi da proizvoljno malom broju 6€(0, 1/2) odgo-
vara jedan broj ¢ >0 tako da bude ispunjen uslov:

fE)—f® _fC)=f®)| _g . ¥1€@-08+9)

2

x,—B Xy — B %€(B—0,B+o)

PokaZimo da uslov (5.17) ne moZe biti ispunjen. Uolimo B, ¢lan niza {B,}
koji zadovoljava uslov

(5. 17)

ng(B_'(P, B+(P)9 Bk#ﬁ’
a to moZemo prema (5.15). Prema (5.6), (5.2) i (5.4) broju B, odgovaraju
tri broja I, v, i » koji zadovoljavaju uslove
he>[Be—B1l, €@ —9,B+9) 1H#B,
BB el BB
=B ‘ 2 fxv)—Sf®

Da postoje brojevi v, 1 A jasnije nam je ako primetimo da su ispravne (5. 18)
i (5.19) relacije:

(5.18) 1;&5"‘@41, kad v, - B,
Ye—B
B—B B —B .
(5.19) > =const, za v, €(a; — 3, o, +8;).
I —f(ﬁ)! 2¢, | cromn

Prema tome za v, moZemo uzeti makoje v, koje zadovoljava nejednacinu

BB _ 1!< 1 fﬁk*ﬁl.
Ye—B ! 2 l 2¢
Pomoéu tako uzetog v, imamo
e
T B
Ako je f(vx)= f(B) treba mesto
— |
Bl | Bep
: 2 S-S0
uzeti
| 2{€(0, 0).

Iz gornjeg proizilazi
i fE—1®) _fe)=S® | _ fE— SO~ +N (S-S ®)]
Bi—B Ye— X | B —B |
@)= S =2 ()~ S @) | S@I = S(0)| | S 1@
t Be—B Be—B | Br—-B |
>1-1/2>10.




32 S. Cetkovié¢

Znadi
]f(ﬁk) -f@®) S — f(ﬁ)’>e BkE(B‘(P,B“*"P)‘
b BB xk—B ’ 7€EPB—o, B+o)

Kako je (5.20) u suprotnosti sa (5.17), znadi da pretpostavka (5.16) nije
tatna a odatle proizilazi: Funkcija f(x) ne moZe imati konacan izvod u tagki p.

(5. 20)

Na osnovu izloZenog zakljuCujemo da je na poéetku navedena teorema
zaista tatna.

Teorema (lI): Ako je realna funkcija f(x), x€(c,, ¢p), svuda-gusto nepre-
kidna i istovremeno svuda-gusto prekidna tada je u svakom intervalu (cy, ¢y,
((c3, ¢) S (cq, €o)), potencija skupa svih tacaka u kojima je neprekidna-neizvod-
ljiva jednaka modi kontinuuma.

Dokaz 1. — Neka je f(x), x € (¢, ¢,), realna funkcija koja je svuda-
gusto neprekidna i istovremeno svuda-gusto prekidna na intervalu (¢;, ¢,).
U vezi proizvoljno uzetog fiksiranog podintervala (cz, ¢,), ((c3, ¢ &
(c1, ¢3)), formirademo izvesne nizove brojeva i intervala na sledeéi nadin:

Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto neprekidna postoje dva broja
ay € (c5, (c3+¢9)(2) 1 a, €((e5+¢4)/2, ¢y), takva da je funkcija f(x) neprekid-
na i u broju a; i u broju a,. Uzmemo li dva proizvoljna bl‘O_]a g, >0 1 €50,
tada ¢e brojevima a,, a,, &, &, odgovarati dva broja d, i d, takva da budu
ispunjeni uslovi:

(ay—dy, a,+dy) Cles, (e3+¢,)[2),
| f()—f(ay) | <e. za x€(a;—dy, a,+dy),
(ay—dy, ay+dy) C((c3+¢p)[2, ¢y,
|f(x)—f(ay) | <&y, z2a x€(ay—dy, ay+dy).

Kako je funkcija f (x) svuda-gusto prekidna postoje dva broja b, € (a; —
a1+d1) i by€(a,—d,, a2+d2) takva da je funkcija f(x) prekidna i u brolu

i u broju b Brojevima b, i b, odgovaraju dva broja A, €(0, 2¢,) i h,€(0, 252)
takva da u svakoj okolini bI’OJa b, postoji bar jedan broj ¢;, a u svakoj
okolini broja b, bar jedan broj c, takva da budu ispunjeni uslovi:

|fle)=fb)>hy, [ fe)—f(by)|>h,.

Uzmimo sada fiksirani broj k, koji je elemenat skupa {1, 2}. Sli¢no
gornjem zakljulujemo sada da postoje dva realna broja a1 i a2 koji zado-
voljavaju uslove:

gy € (b —hi s b )N (ay, —di, ar +di)s
i s € (br s by + b )N (ay —di s ak +di),
i uslov da je funkcija f(x) neprekidna i u broju G i u broju a 5. Uzme-

mo li dva broja & ;>0 i ¢ >0, koji zadovoljavaju uslove e, € (0, A /4),
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€k € (0, hk1/4), tada ¢e brojevima Q1o Aoy Sk i Sk 2 odgovarati bar dva
broja dy , i dklz» koji imaju osobinu:
(@i —dras @y +dey) Clok —hie s b)) O (ar, —di s ax +d ),
(o= di o> o+ dics) C (s bie +hi) O (e —di o ax +di ),
|f ) —f(arn) | <ewns 78 x€(@ry—diy. axy+diy),
[f () =St ) |[<ergr 22 X€(@rg—di s, ang+dis).
Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna postoje dva broja
by € (@ —dips axy+diy),
by s € (ax 2 —d 2, xa+dis),
sa osobinom da je funkcija f(x) prekidna i u broju bk11 iu bk12. Brojevima
bry i by odgovaraju dva broja /., €(0,2 ¢ 1) 1 fu2€(0,2-5 ), takva da u
svakoj okolini broja bk11 postoji bar jedan broj Ckpau svakoj okolini broja
by, bar jedan broj ¢, takva da zadovoljavaju uslove:
| flex,) —f b)) > hips [ f(ere) —fr)| > b

Pretpostavimo da smo nastavili prema gornjem nadinu sa formiranjem
odgovarajuéih brojeva i da smo ve¢ dobili brojeve:
aklkz Ce ko sklkz I dk1k2 R bk1k2 ek 1 h/‘qk2 cee Ky
gde su ky, ky, ..., k,, i m fiksirani realni brojevi koji zadovoljavaju uslove:
ki, kg, ..., kn€{l,2}, m € prirodnih brojeva.

Nastavljamo na§ proces i konstatujemo da postoje dva realna broja

Ui, -+ kgl 1 ik, + v kot koji zadovoljavaju uslove:
ak1k2 ce kgl E (bklkz sk, T hk1k2 s kg bk1k2 - km)m
ﬂ(aklk2 e kT dk1k2 s Ky aklk2 SN km+ dk1k2 ‘e km)’
aklkz Ce km2E (bklkz Cee Ky bklk2 < ky + hklkz - km) N
N (ak1k2 N dkxkz SRR ak1k2 <k + dk1k2 .. km)’
i uslov da je funkcija f(x) neprekidna i u tacki Ak, o kgl i u tacki
Uik -+ kg2 Uzmemo li dva broja kk, -kl i Sk, o k2o koji zadovo-

ljavaju uslove
Sk, oo k1 €05 Mei, oo kD) s Sk, e k2 € (0 ek, ok, [4)
tada ée brojevima
(2 bl ak1k2 v ko9 5k1k2 cee k1 1 5k1k2 S

172 1

3 Publikacije
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odgovarati bar dva broja dklkz cee kg 1 dklkz .+ k2> KoOji imaju osobinu:
(ak1k2 v kml—dklkz R T aklkz . km1+dk1k2 ce kml)C
C(bklkz v km_hklkz R bklkz . km)ﬂ(aklk2 e kT
_dklkz ce ks aklk2 e km+dk1k2 km);
(ak1k2 v kmz—dklkz s k2o aklkz v km2+dk1k2 v km2)C
Clbrk, -+ ko bklk2 oo Tk e k)@, ek~
——dklkz SN ak1k2 cee km+dk1k2 . km);
]f(x) —f(aklkz e km1)1 <€klk2 cee kpylo
za xe(ak1k2 RN kml_dklkz co Kyl aklkz v km1+dk1k2 e kml);
) —f@rhy o k) | <kphey -+ k2o
za .X'E((Zk]k2 ce kmz—dklkz e ks Gk, v K2 +dk1k2 e ka)‘

Uzimajuéi zatim u obzir da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna, postoje
bar dva broja

bklkz v kmle(ak1k2 e kml_dklkg cer kplo ak1k2 v km1+dk1k2 e kml)’
bk1k2 N km2E(ak1k2 e kmz_dklkz cre ks ak1k2 e km2+dk1k2 e km2)’
sa osobinom da je funkcija f(x) prekidna i u tagki bk1k2 e gy 1ou taCki
bklkz -++ ky2- Brojevima bklkz sk 1 bk1k2 -+« kpz Odgovaraju dva broja
hk1k2 PN kaE(O, 2 . sklkz e kml) 1 hklkz P kmze(O, 2 €k1k2 e km2)’
takva da u svakoj okolini broja bklkz .+« k,1 Dostoji bar jedan broj Chkey -+ kg1
a u svakoj okolini broja bk1k2 .+ ko Dar jedan broj Chojley +++ k2 takva da

zadovoljavaju uslove:
L CCrpy - k) =S Gty + - kD | > Pty - o+ k1o

lf(cklk2 i k,,,z)—‘f(bklk2 e k) | > hk1k2 e Kkp2e

Podimo sada od pretpostavke da je ovaj proces ve¢ izvrSen prebrojivo
beskonaéno-mnogo puta na taj nadin §to je m proslo skupom prirodnih brojeva.

Uogimo sada makoji fiksirani beskonalni niz
(5. 21) (k)
¢iji su &lanovi kao §to smo veé i rekli elementi skupa {1, 2}. Nizova (5. 21)

imamo 2&0, to jest njihova potencija je jednaka moci kontinuuma. Fiksiranom
nizu (5. 21) odgovara jedan niz intervala
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(5 22) {Sn}E{ ((lklk2 sk, T dk1k2 s ko ak1k2 <ok, + dkl ky v K )},
&iji su Clanovi intervali

(5 23) Sy = (aklkz cee kT dk1k2 cee Ky ak1k2 sk, + dk1k2 eee g );
odnosno niz

(5. 24) {u,,} E{(bklkz cre kT hk1k2 P bklk2 cee k, + hklkz .o kn)}

n

¢iji su &lanovi intervali

(5 25) ll,,??(bk‘k2 e kn - hk1k2 SR ) bklkZ [P kn + hklkZ “en kn)'
Ovi intervali imaju osobinu:

§1 08,0830 oo S 08410 .y

Uy DUgDU3D ... DU DNy D - ees
(5.26) Uy D Sptq -
Fiksiranom nizu (5.21) odgovaraju i nizovi

(5 27) {ak1k2 e kn} R {bk1k2 e kn};
(5 28) {sklkz e kn} ’ {dk1k2 ce kn} 5 {hk1k2 e k”} .

Kad n- o, tada nizovi pod (5.28) teZe ka nuli, jer

0< Sk, e k< (1/21).¢, >0,

0< h"1kz - kn<2-sk1k2 - kn—+0,

O<dir, - £, </ hip, - x,_ >0,
a iz toga proizilazi da je
ilTOSm (S")):Inhffim @iy - ey = ieiey v ko> iy oo k) T iy <o k) =0,
ilyogm (u,,)):nlin;lo(m brg, - x,— h{"l"z sk b o TR, k) ) =0,

pri ¢emu smo sa m(s,) 1 sa m(u,) oznalili meru intervala (5.23) i inter-
vala (5. 25).

Iz gornjeg proizilazi da fiksiranom nizu (5.21) odgovara jedan i samo
jedan realan broj, kojeg ¢éemo oznaditi sa r({k,}), a koji pripada svima ¢la-
novima niza (5.22) a i1 svima ¢&lanovima niza (5. 24), on je istovremeno gra-
ni¢na vrednost nizova iz (5.27) kad n teZi beskona&nosti.

Iz izlaganja pri dokazivanju teoreme - (I) proizilazi da je funkcija f(x)
neprekidna u ta€ki r({k,}) i da u toj tatki nema konafan izvod.

3*
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Za dva razna fiksirana niza {k,}, i {k,}, odgovaraju uvek dva razna
realna broja, to jest r({k,};)#r ({k.};). Ovo proizilazi otuda $to je:

(ak1k2 R —dklk:: <o kgl ak1k2 R +dk1k2 Ce kml) N (ak1k2 R
~dik, e k2 gy v kyat kg, - oo k,e) =V, (V oznatava prazan skup).

Kako raznih fiksiranih nizova {k,} moZe biti kontinuum-mnogo, proizi-
lazi da i realnih brojeva r({k,}) imamo kontinuum-mnogo i to u proizvoljno
uodenom razmaku (c;, ¢y), pri éemu je (c3, ¢;) C (¢1, ).

1z izloZenog proizilazi da je zaista tadna teorema (II).
Na osnovu teorema (I) i (II) izveli bi slede¢u teoremu koja ih objedinjuje:

Teorema (I1II): Ako je realna funkcija f(x), x€(a, b), svuda-gusto prekidna
i istovremeno svuda-gusto neprekidna, tada u svakom podintervalu intervala (a, b)
postoji skup tacaka D u kojima je funkcija f(x) neprekidna ali nije diferencijabilna.
Kardinalni broj skupa D jednak je modci kontinuuma ali njegova mera moZe biti
Jjednaka nuli.

Teoremu (I) mogli bi smatrati i kao posledicu teoreme (II).

Napomena. Teorema (I) sa odgovarajuéim dokazom koji je na poletku
ovog paragrafa izloZen, publikovana je, u vrlo malo izmenjenom obliku u radu [15].

Napomena (II). U vezi rezultata dobivenih u ovom paragrafu nameée
se kao pitanje sledeé¢i problem:

Problem (I): Ako je realna funkcija f(x), x€(a, b), svuda-gusto prekidna
i istovremeno svuda-gusto neprekidna, da li postoji svuda-gusto rasporedeni skup
brojeva D u kojima je funkcija f(x) neprekidna ali u njima nema ni konalan ni
beskonacan izvod? Ako je odgovor na ovo pitanje potvrdan namede se problem (II):
Nadéi potenciju skupa D?

§ 6. O jednosmernoj izvedljivosti syuda-gusto prekidnih funkcija jedne realne promenljive

U (§ 5.) date su i dokazane nekoliko teorema o diferencijabilnosti svuda-
gusto prekidnih funkcija jedne realne promenljive. U vezi sa tamo dobivenim
rezultatima namece se kao problem ispitati skup tacaka u kojima je funkcija
neprekidna ali u njima nema ne samo izvod nego nema ni nijedan jednostrani
izvod. Ispitivanja u tom pravcu dovela su nas do izvesnih rezultata koje
moZemo iskazati sledeCom teoremom:

Teorema: Ako je f (x), x€(cqy,¢,), realna funkcija koja je svuda-gusto
prekidna i istovremeno svuda-gusto neprekidna, tada u svakom intervalu (cj, cy),
((c3, 1) C ey, €5)), postoji kontinuum-mnogo tacaka u kojima je funkcija f(x)
neprekidna ali ni u jednoj od njih nema ni levog ni desnog izvoda.

Dokaz. — Podimo od realne funkcije f(x), x€(c;, ¢,), koja je svuda-gusto
prekidna i istovremeno svuda-gusto neprekidna. U proizvoljnom fiksiranom
intervalu (c3, ¢g), ((c5, ¢g) C(cy, ¢y)), uzeCemo izvesne brojeve i intervale na
sledeéi nadin:
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Uzmimo prvo dva broja a; i a, utkojima je funkcija f(x) neprekidna
i koji pored toga zadovoljavaju uslove:
ay < ay, a,€(cy, (c3+63)/2), a,€(c3, (c3+¢q)/2).

Uzmimo sada dva proizvoljna fiksirana broja ¢ >0 i £,>0 a zatim u vezi
brojeva a,, a,, € i ¢, uzmimo dva fiksirana realna brojad, >0 i d, >0 tako
da budu ispunjeni uslovi:

1° (a,—dy, a,+d)N(ay—d,, ay,+d,)=V, (V oznalava prazan skup),
2°  Aay—dy, a;+d) Cley, (c3+¢4)[2),

3* (ay—d,, ay+dy) C(cy, (c2+6,)[2),

4 |f(x)~fla)] <z, za x€(ay—dy, a; +dy,

5°  if(x)—f(ay)|<ey, za x€(ay—d,, ay,+d,).

Uodimo sada dva broja b, €(a,—d;, a,+d) i by€(a,—d,, ay,+dy) u
kojima je prekidna funkcija f(x). U zavisnosti od brojeva b, i b, uotimo dva
fiksirana broja A, € (0, 2¢,) 1 h,€(0, 2¢;) sa osobinom da u svakoj okolini
broja b, postoji bar jedan broj ¢,, a u svakoj okolini broja b, bar jedan broj
c,, tako da budu zadovoljeni uslovi

fe)—fB) | >Ry [ f(c)—f(by)| > hs.

Uzmimo sada m fiksiranih brojeva
ki €41, 2}, ks €1, 2}, ka€{1, 2}, ..., kn €{1, 2}, k,€{1, 2} °

1 njima odgovarajuée brojeve

e £ .. d, e ks
Ak k, ko Skik, ko Yk, Ky,
(6. 1) b i A
Kk, Ky, Kyky k,,
U zavisnosti od brojeva (6. 1) obrazovaemo brojeve
Ak ky - v kpls Ekky, v ko dklkz s ks
bklkz R 1 hk1k2 e kml;
(6.2) d
ak1k2 s kg2 €k1k2 ce k2o kiky * o Koo
bk1k2 B S 1 hk1k2 cer k2

na slede¢i naéin:
1) Neka je m+1 neparan broj. Polazimo od brojeva (6. 1) i uofavamo

dva broja Ak, =+ ki i Ak, + -+ ky2 U kojima je funkcija f(x) neprekidna i
koji pored toga zadovoljavaju .uslove:
aklkz ce ekl < aklkz . km2;
aklkz I € (bklkz R /1/(11(2 R bk1k2 A km)ﬂ
M (ak1k2 <o Ky, F—dklkz SRR ak1k2 <o Ry, -+ dk]k2 R km);
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aklkz s k2 E (bk1k2 .. km_h;‘lkg S bk1k2 N km) N
N (aklkz Ce km—dk1k2 e ko ak1k2 . km+dk1k2 . km)'
Uzmimo sada dva fiksirana broja Chk, +e e kmlG(O, hklk.2 km/4) i
Skiey - K € (0, hk1k2 .- k,/4) a zatim u vezi brojeva
ak1k2 cee ko aklk2 C k2o €k1k2 SO 1 i €k1k2 s k2
uzmimo dva fiksirana realna broja a’klk2 ce k> 001 dk1k2 cve k2 >0, tako
da budu ispunjeni uslovi:
1° (aklk2 . km1”‘dk1k2 <o kgl ak1k2 e km1+dk1k2 Ce kml) M
N (ak1k2 N ~—dk1k2 k2> ak1k2 < kg2 +dk1k2 e km2) =V,
2° (aklk2 . kml_dklk2 N T aklkz een km1+dk1kz - kml) C
C(bk1k2 . km'“hklkz N bk]k_ . km)ﬂ(aklkz ek T
-dk1k2 SRR ak1k2 . km+dk1k2 N km);
3° (ak1k2 v kmz‘dklkz R ak1k2 cee kg2 -+ dk1kz ‘e k,,,Z)C
Crp, - ey Py - k> b, -+t Vi, - k™
—dklkz SR ak1k2 .. krrz+dl‘1kg Ce . km);
& 1SS, - k) | < Erpy o ks
za X€ (@i, - kot — ik, - kgt Fek, + e bt i k) <o )
5 1f(x)- f(aklk2 - km2)1 < Ekky o k2o
za E(aklkz e km2“dk1k2 s k2 ak1k2 Ce km2+dk1k2 e km2)'

Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna, moZemo uzeti dva broja

bk1k2 ce el E’(aklk2 Ce kml_‘»dklkz <o ko aklkz Ce km1+dk1kz e kml)
1 bk1k2 ce e k2 E(aklk2 e km2—dk1kz WY ak1k2 AN km2+dk1k2 Ce km2)

sa osobinom da je funkcija f(x) prekidna i u tacki bklkz cee ky 1ou talki

bklk‘z e kg2 Brojevima bklk'z e k1 i bkxkz e ke odgovaraju dva broja

hklkz P km1€(0, 2€k1k2 P kml) 1 hklkz [ km2€(0, Zeklkz P kmz)’
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sa osobinom da se u svakoj okolini broja bk1k2 .+« k,1 Dalazi bar jedan broj

.k

Chky » v kyt @ U svakoj okolini broja bklkz .+ &k, bar jedan broj Chky * k2

koji zadovoljava uslove:
LfCCrpe, -+ ) =S Orey - k) | > i, - ks

|f(0klk2 coo k) =S Br, - k) | >heg, - kpr

2) Neka je m+1 paran broj. Opet polazimo od brojeva (6. 1) i uoCavamo
dva broja A ke, - kot i e, o kyyz U kojima je funkcija f(x) neprekidna i
koji pored toga zadovoljavaju uslove:

o -
1 ar k ...km1<ak1k2...km2,

1%2

2° - ce e R N
ek, Kyt € (Bic i, k> Dk i, e+ ik Ky
ﬂ(aklk2 ce km"‘dk]kz SR aklk2 A km+dk1k2 N km)’

3° - e N - N
. k, k2 € (O, k> Dr k, e i k)

ﬁ((lklk2 PN km_dk1k2 <o Ky ak1k2 ce km+dk1k2 e km)'
Uodimo sada prvo dva fiksirana broja
5k1k2 ‘e kmle (0, hk1k2 .o km/4) i sklkz . ksz(O, hk1k2 ‘e km/4)

a zatim u vezi brojeva

ak1k2 s k1 aklk2 s k2 sklkz SN % | i Eklkz e k".'2
uzmimo dva fiksirana broja dk;"z cor kg >0 dkl"z .++ k,2>0, tako da budu
ispunjeni uslovi:
1° (ak1k2 A kml—dklkz coe ol ak1k2 1 +dk1k2 . kml)ﬂ
ﬁ(aklkz R km2—dk1k2 .. km2+ak1k2 e km2+dk1k2 e km2)= V,
2° (aklk2 cee k1T dk1k2 T aklk2 cee o + dklkz . kml) C
Cip, v ks iy ooty T e, o v t) V@i, - kyy—
—dkl.kz TR ak1k2 v km+dk1k2 e km);
3° (aklk2 - kmg_dklkg cee k2o ak1k2 cee k2 + dk1k2 . km2) C

o SN T TR T SR L (S AR e

—dkk_ cee ks Ok k. ~-~km+dk1k2--- km);
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4° ?f(x)—f(aklkz kml)g <5k1k2 e kylo

za x € (aklk2 ek © Kpts aklkz km1+dk1k2 kml)’

50 \'f(x)——f(aklkz km2)i< sklkz e Ky, 2o

za x € (aklkz ka_dklkz e k2 ak1k2 EERA +dk1k2 "'km2)'

Obzirom da je funkcija f(x) svuda-gusto prekidna, moZemo uzeti dva broja

bklkz S . € (ak1k2 . kml-—dklkz R D aklkz cee k1 + dk;"z A kml)

i bklkz RN € (ak1k2 . dk1k2 cr e k2 aklkz cee k2 + dklkz e km2)
sa osobinom da je funkcija f(x) prekidna i u tacki bk1k2 cev k11U talki
bklkZ .++ k,2- Brojevima bklkz e kg1 bklkZ Cer k2 odgovaraju dva broja

hklkz e kmlE (0, 25k1k2 s ky, 1) 1 hklkz s k2 E (0, 25k1k2 e Ky 2)
sa osobinom da se u svakoj okolini broja by «, ... ,1 nalazi bar jedan broj
Chky =+ kpy1 @ U svakoj okolini broja bk1k2 .+« k2 Dar jedan broj Chohe, = kg2

koji zadovoljava uslove:
1° 1f(ck1k2 ... kml) —f(bklk2 - kml)l > hk1k2 cor ks

2° [ feuy e k) = S Gy e kD hk, e ke
Uzmimo sada fiksirani broj k; € {1,2} i njemu odgovarajuée brojeve

(6.3 e, 5 Bk, dk] , bkl i hkl >
koje smo pa poletku formirali. U zavisnosti od brojeva (6. 3) obrazovacemo
brojeve
Ak 1 k1> dk17 bkl, hk1;
(6 4) 1 1 3 1 1

ak12 s Ekl2 3 dklz s bk12 s hk12 5

prema principu prelaza od brojeva (6.1) na brojeve (6.2), koji smo malo
pre izneli.

Uzmimo sada dva fiksirana broja k, € {1, 2} i k, € {1, 2} i njima odgo-
varajuce brojeve ‘

(6.5) Aky> ik, ks by 1 i,
U zavisnosti od brojeva (6. 5) obrazovaéemo brojeve
ke Sty ikens brps 1 Mk

(6. 6) 2 2 12

Qukyzs Chpkyas Gkkas brk,as 1 hici o

opet prema principu prelaza od brojeva (6. 1) na brojeve (6. 2).
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Izvr§imo ovo zapoteto formiranje brojeva prebrojivo-beskonaéno-mnogo
puta drZeéi se pri tome stalno principa prelaza od (6. 1) na brojeve (6. 2).

Uot¢imo sada makoji fiksirani beskonaéni niz

(6.7 {kn}

&iji svaki &lan k,zadovoljava uslov k, € {1, 2}. Fiksiranom nizu (6.7) odgova-

raju nizovi brojeva

{sklkz e kn} ’ {dklkz e kn} ’ {hklk‘.' e "n} ’

1 nizovi intervala

(6 8) {(aklkz cee ok, dk1k2 S ko aklkz ceek, -+ dklkg - k")},
(6 9) {(bklkz ek, T hk1k2 cee ko aklk2 ceek, -+ dklkz PR kn)}'
Iz 0< hklkz R km< 25k1k2 R i0 <€k1k2 cee kyy, {_1< (1/4) hk]k2 <ok,
proizilazi da je
€k1k2 N "m< 25klk2 SR .
a odatle sledi
sklkz e km<(1/2'"_1) €.
Prema tome je
(6 10) lim €k1k2 e km=0.
m-> o
Iz 0<hk1;(2 km<28k1k2 ek i (6.10) proizilazi da je i
(6 11) lim (hk1k2 Ve km)=0.
m-»o
Iz (ak1k2 Ce km-%-l‘dklkz TN S aklk2 s kg 1+ dklkz N km+1) C
C (bk1k2 ek, -hklkz coe ko aklkz R - + hk1k2 Ce km)’
iiz (6.11) sleduje da je i
(6 12) lim (dklk-' Ce km):()'
m-—> “
Iz (6.11) i (6. 12) proizilazi da je
llm (duZina (aklk2 cee ey wdklko e kg aklko cee kg + dkxkz N km) )=0,
m-> b h
(6.13) "
lim (duiina (bklkz RN hklkz ce ek bk1k2 <o ky + hk1k2 N km) ) =0.

m-—» oo

Na osnovu (6. 12) i (6. 13), a uzimajuéi u obzir da je

(ak1k2 by dklkz kmyy? CRiky km-ry * dklk:z km+1) C

C (bklk2 DAY k,”" ]1[(1/(2 oo ko9 bk1k2 .. k'"+hk1k2 ... k’n),

nm
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(ak1k2 km+1—dk1kz SRR . ak1k2 km+1+dk1k2 km+1)C

ek .. Gp ... el
C (@ i, ey — ik, ks Gy o T ik, k) >

proizilazi da postoji jedan i samo jedan broj koji pripada svima &lanovima
(intervalima) niza (6.8) i da taj i samo taj broj pripada i svima &lanovima
(intervalima) niza (6.9). Ako taj broj oznafimo sa g¢({k,)}, ili za sada radi
kratkoée samo sa ¢, proizilazi da je

(6. 14) im (age, .- &,)=q 1 im @G, .- x,)=9.
m—> o m- e >

Obzirom da je za m+ 1 paran broj

aklk2 vt kg +dk1k2 e kM+1) <

(i, - by, =iy -+ &

C(bk1k2 ok Dk e ey TR, e K,
proizilazi da je za slufaj kada je m neparan broj:
(6. 15) bk1k2 v by <.
Kada je m+ 1 neparan broj imali smo da je

. - [ a e | e
(ak1kz kit 4 dk1k2 kmyr Sk, kim 11 delkz k1

C(b"lkz o e T Ry e Ry bklk2 R B
pa je prema tome za sluéaj kada je m paran broj:
(6. 16) b"l"z ce Ky Q.
1z (6.15) i (6. 16) proizilazi da je uvek

(6 17) bklk‘l S km;c/:q.

PokaZimo sada da funkcija f(x) ne moZe imati nijedan jednostrani izvod
u tacki q.

Kada bi funkcija f(x) imala levi izvod u tatki ¢ tada bi postojao bar
jedan broj p>0 takav da bude zadovoljena nejednadina

f)—f@) _f(x)—-f(9) { <12,
! Xy —4q Xo—4q I
za svako x,€(g—p, ¢) i x.€(g—p, 9).

No pokazaéemo da pretpostavka (6. 18) ne moZe biti ispunjena. U tom
cilju uzmimo jedno bklkz . %, €(@—p, q), gde je m neparan broj, a to pre-

(6. 18)

ma (6. 15) 1 (6. 14) moZemo, i jedno njemu odgovarajuce Chekey + - %, €(@—p,
q), pa ¢emo u vezi njih dobiti da je

F O, - k) =S @D flewp, - k) =@ _

bklk2 sk, 4 Chbey ook — 4



Nekoliko priloga teoriji svuda-gusto neprekidnih funkcija 43

‘ bik ook, —
!f(bklkz'--km)_f(cklkz---km)_(“i%‘_“kﬁ—q_ )(f(ckk C k) — f(fI))’

I : TP

V/

Fu, i) —Sew, - i,) ( be, -k, —4 1)f(ck1 k) =S (@)
bkk_ km‘—‘q

-9

> e =

bkk -.'-km

f(bk k) f(Ck "'km) (bkl...km*q 1) 2-skl...km

—q Ckl"'km_q

No iz ’f(bk1k2 . km)—f(cklk2 ce km) ‘ >hk1k2 . km>| bkl R —q] pro-
izilazi da je .
f(bklk2 e k) “f(cklkz ce km)
(6.19) > 1.
bklk2 R

S druge strane je

bkk ek, — 4 2‘5kk e k
(6. 20) lim (( re ~ ~1)- L '”»>zo,
Cklk‘.: ...km-*q bkl ...km—q
Cklkz ce ky, e bk1k2 e Ky,

a odatle sledi da postoji jedan broj #>0 koji zadovoljava uslov da je

b ek, —4 \ 2.2 .
(6.21) ( L ) G N YTy
Ck, = by — 4 bk1k2 K —ql
za svako CklkZ A kmE (bk1k2 N km“t, bklkz ek +1).
Iz (6.19), (6.20) i (6.21) proizilazi da je
FOug, - 1)~ F @ f(xpy - 1)~ S (@)
(6. 22) - — > 1/2,
bklkz...]{m‘—q Cklkz...km—q |
za svako fiksirano bklk" .- x,€(q—p, g, i za svako njemu odgovarajuce

Ck1k2 e kme (bklkz . km“,s bklkz e km+t)ﬂ(q—p, q)
Kako je (6. 22) u suprotnosti sa (6. 18) proizilazi da funkcija f(x) zaista
nema konagni levi izvod u tacki g ({k,}).

Sada ¢emo pokazati da funkcija f(x) u tac¢ki q({k,}) ne moZe imati ni
desni izvod. Ako pretpostavimo da funkcija f(x) ima desni izvod u taéki gq,
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tada bi morao postojati jedan broj p, >0 koji dozvoljava da bude zadovolje-

na nejednadina
l (x f xo) — f(q)
x]_—q Xe—q
za svako x;€(q, ¢+py) 1 x.€(q, g+ py)-
Pokazatemo da pretpostavka (6.23) ne moZe biti ispunjena, a to je
dovoljno da se izvede zakjju€ak da funkcija f(x) ne moZe imati desni izvod

u tacki g. Uzmimo u tom cilju jedno bk1k2 ek € (¢, ¢+py), u tom slucaju
J Jje paran broj, a to prema (6. 14) i (6. 16) moZemo, i jedno njemu odgovaraju-
ée Chky oo K € (g, g+ p;), pa Cemo u vezi njih dobiti da je

Fbrp, -+ R)~S@  S@hp, ) F@|

bklkz qu Ck.k k.~q
fu, . 1)~ f (@)~ (m~-7—1+1)(f(ck k,.)~f(q)):
kT 1
k= |
b, - )~ e, - I (S )~ T@) |
NI S
» ik, -+ x;—4 l/
| fb, S, ) | by 4 S e, ...kj)—-f(q)]\
i ks I T § B A
' bkk R A T bklkz k;—4q i
!f(bkk ) x| (bk 4 ) 2ocs, - k|
S e e v
Ali iz
jf(bklkz e kj)_f(cklkg v ,"j)% > hklkz . kj> ‘ibklkz ce Kk ~q3

proizilazi da je

Fug, - )= f oy - kj)i

(6. 24) [ — % ~1.
{ br, -+ - kj_‘q |
Sem toga je
(6. 25) lim (b"l"z_ kTt ]) R R A 0,
Chphy = k™4 bklk2 k;— 4
Ck k k> bk k
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pa prema tome mora postojati bar jedan broj ;>0 koji zadovoljava uslov da je

‘bkk_)---k-‘q 2'51(1(‘...](.{

(6. 26) ‘L(kl,;,__l’--. _ ) RO AL ,_/_'|< 1/2,
l Ck k, k;—4q bkk2 k4

za svako Ck1k2 ek E(bklkz e kT 4, bk1k2 cee kg + tl)'

Na osnovu (6. 24), 6. 25) i (6. 26) tvrdimo da je

' ‘f(bklk2 k)= Sf@ ferg, k) =@
(6. 27) | S R

| e > 1/2,

E _ bklkzw-kj*q Chky +or k4
za svako fiksirano bk1k2 ek €(g, g+p;), 1 za svako njemu odgovarajuée
Cklkz cee K € (bk1k2 sk — 1, bklkz e kj+t1)ﬂ(q, q+p1).

Kako je (6. 27) u suprotnosti sa (6.23) proizilazi da funkcija f(x) u
tatki g ({k,}) nema ni desni izvod.

Pokazali smo da svakom fiksiranom nizu {k,} odgovara jedan i samo
jedan broj g ({k,}). Uzmimo sada dva razli¢ita fiksirana niza {k,}, i {k,}, i
pokaZimo da iz

{kn}l 7£ {kn}z

q ({kn}l) #q ({kn}2) .

Ako je {k,}:# {kn}, znali da egzistira bar jedan prirodan broj m takav da je
(km)17(km)2, gde su: (k,), m-ti Elan niza {k,}; a (kn), m-ti €lan niza {k,},.
Oznadimo sa j najmanji prirodan broj koji zadovoljava uslov

proizilazi da je i

) o ] (k) # (k) -
Iz gornjeg proizilazi da je
(6.28) I (k) =1, (k)3=2),
(6. 29) il (U =2, (=),
No kako je
(aklkz Ce kj—11_~dk1k;: s k1 aklkz cee ki +dk1k2 . kj~11)m
ﬂ(aklk2 e kj~12‘dk1k2 T k20 aklk2 v kj712+dk1k2 - kj_xg): V,
i kako je za sluaj (6. 28)
q({k"}l)e(aklkz e kj—ll_dklkz T kil aklkz T kj—11+dk1k2 e kj—ll)’
q({kn}z)E(aklk2 T ijlz‘dklk_z cer ke Yk, o ko ’%‘dklkz kj__lz);
a za sluZaj (6.29)
q({k,,}l)E(aklkZ e kjflzhd/ﬁkz s k2o ak1k2 cee kg2 +- dklkz ‘e kj712)’
q({k,,}z)E(aklkz R TR b dklkz R TR aklk2 RN TN + dklkz . kj—ll);
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znali da je g ({k.};)#q({k,}s). Obzirom da je (k;),=(k:),, za i<<j, to smo u
prethodnoj redenici mesto (k;), i (k:), pisali samo k;.
Iz izloZenog izvodimo zakljutak da zaista
iz uslova {k,},#{k,}s
{proizilazi da je i q({k,})#q {kn}s)-

Razli¢itih nizova {k,} imamo Zx", odnosno njihova je potencija jednaka
mo¢i kontinuuma, a iz toga i (6. 30) proizilazi da i brojeva

q ({ka}) €(cs, c0)

(6. 30)

imamo kontinuum-mnogo.

Iz svega izloZenog proizilazi da je teorema, izloZena na poletku ovog
paragrafa, zaista tatna.

Kao posledica ove teoreme proizasle bi teorema (I) i teorema (II)
dokazane u (§ 5.).

U vezi rezultata dobivenih u ovom paragrafu namece se kao pitanje i sledeci
problem:

Problem (IIl): Ako je realna funkcija f(x), x€(a, b), svuda-gusto prekidna
i istovremeno svuda-gusto neprekidna, da li postoji svuda-gusto rasporedeni skup
brojeva, kojeg demo oznaliti sa G, u kojima je funkcija f(x) neprekidna ali u
njima nema ni konacnog ni beskonacnog ni levog ni desnog izvoda?

Ako je odgovor na gornje pitanje potvrdan namece se i:

Problem (1V): Nadi potenciju skupa G.

Dalja proucavanja u vezi rezultata dobivenih u ovom radu

Rezultati dobiveni u ovom radu razotkrivaju nam izvestan broj novih pro--
blema ¢ija bi resenja bila od interesa. Mi smo na kraju petog i Sestog paragra-
fa naveli Cetiri takva problema. Ti se problemi odnose na realne funkcije jedne
promenljive, pa se odmah namece kao problem da se reSe analogna pitanja i za
realne funkcije od konaéno-mnogo nezavisno promenljivih. No slicna pitanja mogla
bi se postaviti i za funkcije od prebrojivoe beskonalno-mnogo nezavisno promen-
ljivih. Jasno je da se namecu slicni problemi i za kompleksne funkcije koje
zavise bilo od jedne bilo od konaéno-mnogo kompleksnih nezavisno promenljivih.
Jedan od problema bio bi i ispitivanje kardinalnog broja i mere pojedinih skupova
koji se pominju u ovom radu kao i skupova brojeva koji ce se pojaviti pri
obradi navedenih problema.

Na kraju smatramo da treba ukazati na nekoliko problema koje je autor
ovog rada razradio u [18], [19], [20] i [21]. Problematika u radovima [19]
i [20] tesno je povezana sa problematikom ovog rada dok se u radovima [18]
i [21] proulava pitanje aproksimacije realnih brojeva koja se moZe uspe$no pri-
meniti pri refavanju problema koji se pojavljuju u vezi problematike ovog rada.

U radu [19] dokazuje se egzistencija nekih klasa kompleksnih funkcija koje
zavise od konaclno-innogo nezavisno promenljivih i formiraju se Sto prostije funk-
cije koje pripadaju pojedinim od tih klasa. Navedimo definiciju jedne od tih
klasa Cija se egzistencija dokazuje i oznacimo je sa H,,.
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Definicija: Sa H,, oznacavamo klasu svih kompleksnih funkcija koje zavise
od n kompleksnih nezavisno promenljivih i od kojih svaka ima istovremeno sledeée
osobine:

1°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih talaka u kojima je funkcija
prekidna;

2°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka kojih ima mere nula a
kontinuum-mnogo u svakoj oblasti i u kojima je funkcija neprekidna i u kojima
su zadovoljene Cauchy-Riemann-ove jednaline za sve nezavisno promenljive ali ni
u jednoj od tih tacaka ne postoji parcijalni izvod ni po jednoj od nezavisno
promenljivih;

3°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka kojih ima mere nula a
kontinuum-mnogo u svakoj oblasti i u. kojima postoje parcijalni izvodi po i samo
po unapred proizvoljno uodenoj grupi nezavisno promenljivih;

4°. Egzistira skup svuda-gusto rasporedenih tacaka kojih ima kontinuum-
mnogo u svakoj oblasti i u kojima postoje parcijalni izvodi po svima nezavisno
promenljivim ali funkcija nije diferencijabilna ni u jednoj od tih tacaka;

5°. Funkcija nije diferencijabilna ni u jednoj tacki i ako je u svuda-gusto
rasporedenim tackama, kojih ima u svakoj oblasti kontinuum-mnogo, neprekidna
i ako sem toga u svuda-gusto rasporedenim talkama ima sve parcijalne izvode:

Polazeéi od teorema koje se nalaze u drugoj glavi, autor u radu [20}
razraduje pitanje diferencijabilnosti i pitanje izvodljivosti funkcija koje zavise
od konalno-mnogo nezavisno promenjivih. Autor wuvodi zatim pojam diferencija-
bilnosti u Sirem smislu, odnosno uglovnu diferencijabilnost i u vezi toga dokazuje
nekoliko teorema.
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Résumé

QUELQUES CONTRIBUTIONS A LA THEORIE DES FONCTIONS
CONTINUES DANS LES POINTS PARTOUT-DENSEMENT DISPOSES

Simon Cetkovié

Dans le présent travail nous nous proposons de découvrir les propriétés
communes au sujet de la différentiabilité et des dérivées partielles des fonctions
qui sont continues dans les points partout-densement disposés et, en méme temps,
discontinues dans les points partout-densement disposés. Dans le but d’accomplir
le devoir proposé nous avons démontré, dans le premier chapitre de ce travail,
Iexistence et formé un certain nombre de classes de fonctions chez lesquelles se
manifestent, de plus en plus, d’un cbté, I'indépendance et, de I'autre, la liaison
entre la continuité, la discontinuité, la différentiabilité, I’indifférentiabilité des
fonctions. Dans le premier paragraphe nous rattachons la question de la diffé-
rentiabilité des fonctions & un ensemble de nombres transcendants partout-densement
disposés. Dans le deuxiéme paragraphe nous construisons un ensemble de nombres
irrationnels partout-densement disposés ayant certaines propriétés spéciales. Nous
utilisons ces nombres dans certaines démonstrations exposées aux paragraphes
trois et quatre. Les nombres susmentionnés possédent la propriété de pouvoir
étre approximés d’une fagon spéciale & quelques suites correspondantes de nombres
rationnels. Dans le troisiéme paragraphe nous étudions la question de la diffé-
rentiabilité et des dérivées partielles 4 travers quelques classes de fonctions réelles
dépendant d’une multitude infinie de variables indépendantes. Dans le paragraphe
quatre nous démontrons I’existence de quelques classes de fonctions complexes,
chez lesquelles nous rattachons les notions: de la différentiabilité, de I’existence
et non-existence des dérivées partielles, de la discontinuité et continuité, aux équations
de Cauchy-Riemann.

Dans le chapitre deux il y a quelques théorémes qui nous indiquent un certain
nombre de propriétés essentielles communes a toutes les fonctions qui sont con-
tinues dans les points partout-densement disposés et, simultanément, discontinues
dans les points partout-densement disposés.

4 Publikaeije
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Nous allons exposer les résultats auxquels nous sommes arrivés dans les
paragraphes particuliers de ce travail.

§ 1. Nombres transcendants et différentiabilité d’une famille de fonctions. —
Dans le présent paragraphe nous nous proposons de former les fonctions aussi
simples que possible qui auraient des propriétés suivantes: discontinues dans tous
les points rationnels et différentiables dans un ensemble fini de nombres transcen-
dants, donné par avance, ainsi que dans les points partout-densement disposés.
Ensuite, notre but était de former des nombres transcendants partout-densement
disposés, dans lesquels ces fonctions ne seraient pas différentiables quoiqu’elles
soient continues. Afin d’arriver 4 cette fin nous avons procédé de la fagon suivante:

1° Pour tout nombre réel a on forme la suite g, (n)=min 4_ a ' , suite de
n

. \ . . d
densité du nombre a, ou d varie dans I’ensemble de nombres entiers avec — #a,
n

n étant un nombre naturel.
Ensuite, on considére la suite

f (m=min (gg (), n~"),
ou § appartient a un ensemble fini et arbitraire S de nombres transcendants donnés
d’avance.
Aprés cela on forme la fonction réelle Fy (x) que voici:

F, (x)=0, pour x irrationnel;
1 . .
F; (x)=— f{(g), pour x=!)—, p nombre entier, ¢ naturel et p et g premiers
q q

entre eux.
Ceci étant admis, on démontre que la fonction F; (x) est différentiable dans

un ensemble de nombres transcendants S donné d’avance, ainsi que dans un
ensemble de points partout dense, quoiqu’elle soit discontinue dans tous les points
rationnels.

2° Si h (n) désigne le plus grand nombre de la forme n—™, (m et n nombres

1, . . .
naturels, #>1 avec 4 (n) < —f(n)) on construit une suite de suites
n

by (m)=h {1/he—1 ()},

et avec elle la nouvelle suite suivante
i
o (n)=lim z hy (n).
' 1

i~y f =
Mettant & profit la suite de nombres rationnels
1
a)=" he(n),
k=1

on démontre que les « (n) sont des nombres transcendants. Au moyen de ces
nombres « (n) on forme, a la fin, ’ensemble partout dense de nombres transcen-
dants et on démontre que la fonction E; (x) pour ces nombres n’est pas différentiable.
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§ 2. Formation d’un ensemble de nombres irrationnels partout-densement dis-
posés. — Dans ce paragraphe-ci nous avons formé un ensemble de nombres irration-
nels partout-densement disposés qui possédent la propriété de pouvoir étre approxi-
més, d’'une fagon spéciale, aux certaines suites de nombres rationnels. Nous avons
utilisé les nombres formés dans le présent paragraphe, pour les démonstrations
exposées aux paragraphes trois et quatre.

§ 3. Existence de quelques fonctions réelles dépendant d’une multitude infinie
dénombrable de variables indépendantes. — Dans ce paragraphe-ci nous démon-
trons P’existence des classes de fonctions G,,, G,, et G,, et formons les fonctions
simples appartenant a ces classes.

1. — Par G,, nous dénotons la classe composée de toutes les fonctions réelles
dépendant d’une multitude infinie dénombrable de variables indépendantes, dont
chacune posséde en méme temps les propriétés suivantes:

1° Elle est discontinue dans tous les points;

2° Dans les points partout-densement disposés elle posséde toutes les déri-
vées partielles, quoiqu’elle soit discontinue dans tous ces points;

3° Dans les points partout-densement disposés elle posséde des dérivées
partielles d’aprés, et rien que d’aprés un groupe arbitrairement envisagé par avance,
de variables indépendantes, quoiqu’elle soit discontinue dans tous ces points.

2. — Par G,, nous avons dénoté la classe composée de toutes les fonctions
réelles dépendant d’'une multitude infinie dénombrable de variables indépendantes
dont chacune posséde en méme temps des propriétés suivantes:

1° Elle est discontinue dans les points partout-densement disposés;

2° Elle est continue dans les points partout-densement disposés, mais ne
posséde, dans ceux-ci, aucune dérivée partielle;

3° Elle est continue dans les points partout-densement disposés et posséde,
dans ceux-ci, toutes les dérivées partielles;

4° Elle est continue dans les points partout-densement disposés et posséde,
dans ceux-ci, des dérivées partielles d’aprés, et rien que d’aprés un groupe de
variables indépendantes, arbitrairement envisagé par avance;

5° Elle n’est différentiable dans aucun point.

3. — Par G,, nous avons dénoté la classe composée de toutes les fonctions
réelles dépendant d’une multitude infinie dénombrable de variables indépendantes,
dont chacune posséde en méme temps des propriétés suivantes:

1° Elle est discontinue dans les points partout-densement disposés;

2° Elle est continue dans les points partout-densement disposés, mais ne
posséde de dérivée d’aprés aucune de variables;

3° Elle posséde, dans les points partout-densement disposés, des dérivées
partielles d’apreés, et rien que d’aprés un groupe de variables indépendantes, envi-
sagées arbitrairement par avance;

4° Elle est différentiable dans les points partout-densement disposés.

II. — Afin de démontrer Pexistence des classes G,,, G,, et G,, nous
énongons un principe pour la formation des fonctions pareilles. Soit donnée une

4
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suite infinie de variables indépendantes: x;, X3, X3, . ..., Xn, ... = {xn}. Soient
a, b et R trois nombres réels. Formons les fonctions reelles Fa,, ({x}) de la fagon
suivante:

Fu ({xx})=0, lorsque tous les termes de la suite {x,} sont des nombres
irrationnels;

Fu ({xa})=1/g% lorsqu’une, et rien qu’une des variables indépendantes
possede une valeur rationnelle et que g soit le dénominateur de cette valeur
rationnelle;

Fap ({xn))=1/(min (g;, ¢;))?, lorsque deux, et rien que deux variables indé-
pendantes assument une valeur rationnelle, et que g; et g, soient des dénominateurs
de ces valeurs rationnelles;

Fu, ({xa})=R, si plus de deux variables indépendantes assument une valeur
rationnelle.

De cette facon-la nous avons formé un ensemble de fonctions. A chaque
couple de valeurs (a, b) correspond une fonction. Nous avons ici des fonctions
d’une multitude infinie de variables indépendantes, mais ces fonctions pourraient
étre nommeées aussi les fonctions de la suite a ou les fonctions dans 1’espace élargi
de Hilbert (élargi, car on y prend aussi les suites aux modules divergents). Chacune
de ces fonctions est en effet la transformation de I’ensemble de toutes les suites
réelles, convergentes et divergentes, limitées et illimitées sur l’ensemble de
nombres réels.

Dans ce paragraphe-ci nous démontrons ensuite que:
Fa ({xa}) €G,,, pour a>2, b<<0, R nombre réel arbitraire;

Fop ({X2}) €G\y, pour a>2, b€ (0, 1], R=0;
Fop ({x.}) €G,,, pour a>2, b€ (2, ©), R=0.

§ 4. Existence de quelques classes de fonctions complexes. — Dans ce para-
graphe-ci nous avons démontré Uexistence des classes H,, H, et H, et formé les
fonctions simples appartenant a ces classes.

a) — Par H, nous avons dénoté la classe formée de toutes les fonctions
complexes dependant d’une variable indépendante complexe, dont chacune posséde
en méme temps les propriétés suivantes:

1° Elle est discontinue dans tous les points.

2° U existe un ensemble de points partout-densement disposés, dans lesquels
sont satisfaites les équations de Cauchy-Riemann, mais elle n’est différentiable
dans aucun de ces points.

b) — Par H, nous avons denoté la classe formée de toutes les fonctions
complexes dépendant d’une variable indépendante complexe et dont chacune posséde
les propriétes suivantes:

1° 11 existe un ensemble de points partout-densement disposés dans lesquels
la fonction est discontinue.

2° 11 existe un ensemble de points partout-densement disposés dans lesquels
la fonction est continue, dans chacun de ces points sont satisfaites les équations
de Cauchy-Riemann et, pourtant, dans aucun de ces points elle n’est différentiable.
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3° Elle n’est différentiable dans aucun point.

¢) — Par H, nous avons dénoté la classe formée de toutes les fonctions
complexes dépendant d’une variable indépendante complexe et dont chacune
posséde les propriétés suivantes:

1° Tt existe un ensemble de points partout-densement disposés dans les-
quels la fonction est discontinue.

2° 11 existe un ensemble de points partout-densement disposés dans les-
quels sont satisfaites les équations de Cauchy-Riemann, mais elle n’est diffé-
rentiable dans aucun de ces points.

3° 1l existe un ensemble de points partout-densement disposés dans
lesquels la fonctions est différentiable,

1° — Nous avons formé une fonction complexe dépendant d’une variable
indépendante complexe F, (z)=F, (x+iy)=P (x, y)-+iQ (x, p), de la fagon suivante:
P (x, y)=0, lorsque x aussi bien que y sont des nombres irrationnels;

P (x, y)=1/(min (g1, ¢2))% lorsque x aussi bien que y sont des nombres
rationnels différents du zéro (g, et g, sont des dénominateurs de ¢es nombres
rationnels, le numérateur et le dénominateur étant des nombres premiers entre
eux; a est un nombre réel arbitrairement fixé);

P (x, y)=0, lorsque soit x seul, soit y seul est un nombre rationnel;
P (x, y)=0, lorsqu’au moins soit x, soit y est égal au zéro;
Q (x, y)=1, pour chaque (x, y).

De I’ensemble de fonctions que nous avons formées, nous avons isolé les
trois familles suivantes de fonctions:

(F,(z) pour a<0);
(F.(z) pour a€(, 1]);
(F,(z) pour a>2).
Nous avons montré ensuite que:
(F,(z) pour a<0)€H,;
(Fa(z) pour a€ (0, 1)) € Hy;
(F,(z) pour a>2)€H,.
2° — Si f(z) est une fonction analytique, alors aussi
(Fo(2), a<0)+f()€H,;
(Fo(2), ac(0, 1) +f(2)€H,;
(Fo(2), a>2)+f(2)€H,;
c’est a dire, a4 chaque fonction analytique d’une variable complexe nous pouvons
envisager une fonction correspondante, resp. une famille de fonctions, appartenant
a n’importe laquelle des classes H,, H,, H, a laquelle elle se rattache réciproquement
d’une fagon univoque et il s’ensuit de 12 que le nombre cardinal de I’ensemble de
fonctions de n’importe laquelle des classes H,, H, et H, n’est pas inférieur au

nombre cardinal de 1’ensemble de toutes les fonctions analytiques d'une variable
indépendante complexe.
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§ 5. Différentiabilité des fonctions réelles discontinues dans les points partout-
densement disposés. — Dans ce paragraphe on donne une démonstration élémentaire
des théorémes suivants:

Théoréme (1): Si la fonction réelle f(x), x€(a, b), est discontinue dans les
points partout-densement disposés et simultanément continue dans les points
partout-densement disposés, il existe alors des points partout-densement dis-
posés dans lesquels la fonction f(x) est continue, mais elle n’est pas différentiable
dans ce point-ci.

Théoréme (I1): Si la fonction réelle f(x), x€ (c;, ¢3), est continue dans les
points partout-densement disposés et, en méme temps, discontinue dans les points
partout-densement disposés, alors dans chaque intervalle (c3, ¢4), ((¢3, c4)C (¢, €2)),
il existe un ensemble de points dont la puissance est égale A celle du continuum
et dans lesquels la fonction f(x) est continue et indifférentiable.

§ 6. De la différentiabilité au sens unique des fonctions réelles discontinues
dans les points partout-densement disposés. — Dans ce paragraphe-ci on donne
une démonstration élémentaire du théoréme suivant:

Théoréme: Si f(x), x€(cy, ¢3), est une fonction réelle discontinue dans les
points partout-densement disposés et en méme temps continue dans les points
partout-densement disposés, alors dans chaque intervalle (c3, c4), ((¢3, c4)C (c1, ¢2)),
il existe un ensemble de points dont la puissance est égale a celle du continuum
et dans lesquels la fonction f(x) est continue, mais dans aucun de ces points il
n'existe ni la dérivée gauche ni la dérivée droite.

Pour terminer, mentionnons que ce travail contient aussi quelques problémes
qui s’imposent en rapport avec les résultats obtenus.

Remarque: Les théorémes (I) et (I} sont démontrés plus vite en utilisant les
résultats obtenus dans les travaux [22] et [23].
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