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O NEKIM NEJEDNAKOSTIMA

- Dragoslav S. Mitrinovi¢

1. Posmatrajmo funkciju
f@=x-a)? (x-b)(x~c)"
{a,b,c;p(=1), g(=1), r(=1) realne konstante; a#b#c#a}
i njen prvi izvod
fTX)=Gx-ay (x=b) " (x—c)"~ {(p+qg+r)x*
~[p®-+)+q(c+a)+r(a+b)) x+ (pbc+qca+rab)}.
Pretpostavimo da je a<<b<¢, ¢ime se ne umanjuje generalnost rezultata.
Funkcija f(x) ima tri nule x=a, x=5b, x=c.
Prema Rolle-ovoj teoremi izmedu a i b nalazi se sledeca nula izvodne
funkcije:

(Pt tgct A tr@tb)—[(p b+ +g(e+a)+r@tb)
2(p+gq+n)
~4 (p+q+r) (pbc+ gea +rab)] 112} .

Izmedu b i ¢ nalazi se sledeéa nula izvodne funkcije:

{pb+c)+g(c+a)+r(@+b)+[(p(b+c)+q(c+a)+r(a+b))?
2(p+g+r)
—4 (p+q+r) (pbe+qca+rab)}12},

Kako su navedene nule izvodne funkcije, koje leZe u intervalima (a, b)
i (b, c), realne i razlidite, sigurno je
[p+c)+qg(c+a)+r(a+b)]*—~4 (p+g+r) (pbc+gca+rab)>0.
Na osnovu ovog Sto prethodi imamo nejednakosti:
2(p+g+rymin(a, b, )<pb+c)+qg(c+a)+r(a+b)
—{[lp+c)+g(c+a)+r(a+b)2—4 (p+q+r) (pbc+qca+rab) }1i2
<2(p+qg+r)med(a,b, c)
<pb+c)+qg(c+a)+r(a+bd)
+{[pb+c)+qg(c+a)+r(a+b)2—4(p+q+r) (pbc+gca+rab)}L!*
<2 (p+q+r)max(a, b, ¢).
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Sa med (a b, ¢) ozna&ili smo onaj od bI'O_]CVa a, b, ¢ koji nije ni
max (a, b, ¢) ni min (a, b, ¢).

2. Posmatrajmo sada funkciju
gx)=(x—a)(x—b)(x—c) (x—d)
=x4— (Za) x®+ (T ab) x*— (X abc) x + abed

i njen prvi izvod
g (x)=4x3-3 Za) x2+2 (Zab) x—Xabc.

Ya, Xab, Tabc oznafavaju osnovne simetrine funkcije promenljivih a,
b, ¢, d i to respektivno reda 1, 2, 3.

Polinom treceg stepena g’ (x) ima sigurno sve tri nule realne i razlidite.
Uslov da sve nule polinoma

ay x3+ 3 a, x2+3a2x+a3
budu realne i razlitite glasi:
G%*+ 4 H3<0,
gde je
H=aya,—a,% G=ala;—3aya,a,+2a?.
U poématfa\nom sluéaju izrazi H i G su oblika
' sg—Eab—-(E @,

=~ 16Zabc+8 (T a) (Xab)—2 (Ta).
Prema tome, izveli smo nejednakost

27[8Zabc—4 (Za) (Sab)+ (S a)®]2+[8 Sab—3 (Ta)2]3<0,
odniosno. - - v
108 (Zabc)*—9 (Zab)? (Za)2— 108 Za Xab X abc

+27 (Za)® Tabc+ 32 (Tab)®< 0.
Odavde se dolazi do sledeéih relacija:

1° Ako je Za=0, tada imamo nejednakost
27 (Zabc)*>+ 8 (Zab)® < 0.

2° Ako je Zab=0, tada je

‘ 4 (Zabe)+(Z ay Sabc < 0.
3° Ako je Xabc=0, tada vaZi nejednakost
32Zab—-9 (Za): <.
3. 'Ako ‘ovaj postupak za formiranje nejednakosti primenimo na funkciju
h(x)=(x-=a)? (x—b) (x- )" (x—d)*
{a, b, ¢, d realni razlititi, p(=1), g(=1), r(=1), s(=1)}

dobiéemo jednu nejednakost koja e sadrZati poslednju nejednakost kao par-
tikularni sludaj.
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Prvi izvod funkcije 4 (x) ima oblik
K (1) = (x— a)? =1 (x—B) 7! (x— ¢) '~ (x —d)*~1
x{p(x—=b)(x—c)(x~d) +g(x—c) (x—d) (x—a)

+r(x—d)y(x—a)(x—b)+s(x—a) (x—b) (x—c)}
odnosno SR ‘ ’
H(X)=(x—-a)Pt (x=b)" ! (x~) ! (x—d)*?

x{(p+g+r+)xB—[pb+c+d)+q(c+d+a)+r(d+a+b) ,
+5(@a+b+ )] x2+[p (cd+db+bc)+q (da+ ac+ cd) +r (ab -+ bd + da)
+ 5 (bc + ca+ ab)] x— (pbed + qeda + rdab + sabe)} .

Polinom 1IT stepena P (x) koji se nalazi u vitiastim zagradama ima si-
gurno sve tri nule realne i razligite, pa je :
§)) G2+4 H3<0
gde su izrazi
H=aya,—a,%, G=ala;~3a,a,a,+2a?
vezani za polinom
ayx®*+3a; x*+3a, x+a5.
U ovom sludaju je
dy=p+q+r+s ‘
—3a,=pb+ec+d)y+q(c+d+a)+r(d+a+by+s(a+b+c), .
3ay=p (cd+db+bc)+q (da+ac+ cd)+r (ab+ bd +da) + s (be + ca + ab),
— ag = pbed + qeda + rdab + sabce.
Ako je, na primer,
pb+c+dy+qg(c+d+a)y+r({d+a+b)+s(a+b+c)=0,
tada (1) postaje
dagd a®+ayt a2 <0,
odnosno
d4al+ayal <0 (jer je ay=p+q+r+s>0),
odnosno , .
4[p (ed +db+be)+ q (da+ ac + cd) + r (ab + bd + da)
+5 (be+ca+ab)P—27 (p+q+ r+s) (pbed + geda + rdab + sabe)2 < 0.

Ako nule polinoma P (x) oznadimo sa x;, X, Xg(x;<<x,<<x3) i pretpo-
stavimo da je
a<b<ec<d,
tada imamo relaciju
a<x<b<x,<c<xy<d,

gde su x,, x,, x; funkcije parametara p, ¢, r, 5, a, b, ¢, d koje su odredene
Cardano-ovom formulom.
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Résumé
SUR QUELQUES INEGALITES

D. S. Mitrinovi¢

1. On obtient, entre autres, 'inégalité suivante
108 (Tabc)>—9 (Zab)® (Za)2— 108 ZaZabXZabc+ 27 (Za)® Zabe + 32 (Zab)®*< 0

avec
Ya=a+b+c+d, Zab=ab+ac+ad-+be+bd+ cd,

X abc = abc + abd + acd + bcd,
ou a, b, ¢, d sont des constantes réelles différentes.

Cette inegalité renferme, comme cas particuliers, les inégalités que voici:
1° Si Za=0, on a

27 (T abc)? + 8 (X ab)® < 0;
2° Si Xab=0, on a

4 (Zabe)’+ (Za)® X abe<0;

3° Si 2abc=0, on a

322 ab-9(2a)*<0.
2. On indique également I’inégalité simple

fp(b+cy+q(c+a)+r(a+b)F—4(p+q+r)(pbc+gca+rab)>0,

ou p(=1), g(=1), r(=1) sont des constantes réelles; a, b, ¢ des constantes
réelles différentes.

3. Soit mentionné encore le résultat suivani:
Dans le cas ou 'on admet

pb+rctd)+q(c+d+a)y+r{d+a+b)+s(a+b+c)=0,
on aura
4 [p (cd+db+bec)+q (da+ac+ cd)+r (ab + bd + da)

+ 5 (bc+ca+ab)P—27 (p+q+r+s) (pbed + geda + rdab + sabe)? < 0.

Ici a, b, ¢, d désignent des constantes réelles différentes; p, ¢, r, s des
constantes réelles > 1.



