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o NEKIM NEJEDNAKOSTIMA

Dragoslav S. ¥itrinovic

1. Posmatrajmo funkciju

f(x):= (x- a)P (x- b)q (x- c)r

{a, b, c; p (~ 1), q (~ 1), r (~ 1) realne konstante; a =1=b =1=c =1=a}

i njen prvi izvod

f' (x):=(x-a)P-l (X-b)q-l (X-C)'-l {(p+q+r) x2

- [pCb + c) + q (c+a) + r (a +b)] x+ (pbc+ qca +rab)}.

Pretposta vimo da je a < b< c, cime se ne umanjuje generalnost rezultata.
Funkcija f(x) ima tri nule x=a, x=b, x=c.
Prema Rolle-ovoj teoremi izmedu a i b nalazi se sledeca nula izvodne

funkcije:
1

-- {p (b+ c) + q (c+a) +r (a+b) - [(p (b + c) + q (c+a) +r (a+b»2
2(p+q+r)

- 4 (p + q + r) (pbc + qca + rab)] 1/2} .
Izmedu b i c nalazi se sledeca nula izvodne funkcije:

1
-- {p(b+c) +q (c+a) + r (a+b) + [(p (b+c) +q (c+a)+r (a+b»2
2(p+q+r)

-4 (p+q+r) (pbc+qca+rab)]112}.

Kako su navedene nule izvodne funkcije, koje leze u intervalima (a, b)
i (b. c), realne i razlicite, sigurno je

[p (b + c) + q (c + a) + r (a + b)]2- 4 (p + q+ r) (pbc +qca+ rab) >0.

Na osnovu ovog sto prethodi imamo nejednakosti:

2 (p +q+r) min (a, b, c)<p (b+ c)+ q (c+a) +r (a+b)

- {[p (b+c) +q (c+a) +r (a+b)]2- 4 (p+q+r) (pbc+qca+rab)}1/2

<2 (p+q+r) med (a, b, c)

<p (b+ c) + q (c+a) +r (a+b)

+ {[p (b + c) + q (c+ a) + r (a+b)]2- 4 (p + q+ r) (pbc+ qca +rab) }II:

<2 (p+q+r) max (a, b, c).
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Sa med (a, b, c) oznaCili smo onaj od brojeva a, b, c koji nije ni
max (a, b, c) ni min (a, b, c).

2. Posmatrajmo sada funkciju
g (x)

"'"

(x-a) (x-b) (x- c) (x-d)

"'"
x4 - (1: a) x3 + (1:ab) x2 - (1:abc) x + abed

i njen prvi izvod
g' (x)"", 4x3 - 3 (1:a) X2+ 2 (1:ab) x -1: abc.

1:a, 1:ab, 1:abc oznacavaju osnovne simetricne funkcije promenljivih a,
b, c, d i to respektivno reda I, 2, 3.

Polin om treceg stepena g' (x) ima sigurno sve tri nule realne i razlicite.
Uslov da sve nule polinoma

ao x3 + 3 a} X2 + 3 a2 x + a3

budu realne i fazlicite glasi:

gde je .

H"", 0002 - 012, G
"'"

00203 - 3 0001 a2 + 2 a13.
"

,

U posmatranom slucaju izrazi H i G su oblika

H
"'"

~ 1:ob - (1:0)2,
3

G,= - 161: abc+ 8 (1:a) (~ab) - 2 (1:a)3.

Prema tome, izveli smo neje~nakost
,

27 [8 t abc - 4 (1:a) (1:ab) + (1:a)3]2 + [8 1:ob - 3 (1:a)2]3< 0,
odnosno ',.,

108 (1:abc)2 - 9 (1:ab)2 (1: a)2 - 108 1:a 1:ab1: abc

+ 27 (1:a)31: abc + 32 (1:ab)3< O.
Odavde se dolazi do sledeCih relacija:

1° Ako je ~a = 0, tada imamo nejednakost

27 (1:abc)2+8 (1:oW<O.

2° Ako je 1:ab = 0, tada je

4 (1:abc)2 + (1:a)3 1:abc < O.

3° Ako je 1:abc = 0, tada vazi nejednakost

321:ab-9 (1:a)2<0.

3.Akoovaj po stupak za formiranje nejednakosti primenimo na funkciju

h (x)
"'"

(x ~ a)P (x - b)q (x - c)' (x - d)'
{a, b, c, d realni razliciti, p (?- 1), q (?- 1), r (?- I), s (?- I)}

dobicemo jednunejednakost koja ce sadrzati poslednju nejednakost kao par-
tikularni slucaj.



o nekim neje<1nakostima 3

Prvi izvod funkcije h (x) ima oblik

h' (x) ~ (x - a)P-l (x - b) q-l (x - C)'-l (x - d)S-l

X {p (x-b) (x-c) (x-d) +q (x-c) (x-d) (x-a)

+ r.(x- d) (x- a) (x- b) +s (x- a) (x-b) (x- c)}
odnosno " '.

, h' (x) ~ (x - a)P-l, (x'- b)q-l (x - C)'-l (x- d)S-l

X {(p + q+ r+s) X3- [p (b + c+d) + q (c +d+ a) + r (d+ a+b)

+s (a+b + c)] x2 + [p (cd + db +bc)+ q (da + ac+ cd) + r (ab +bd+da)

+s (bc+ ca+ ab)] x- (pbcd+ qcda+ rdab+sabc)}.

Polinom III stepena P (x) koji se nalazi u viticastim zagradama ima si-
gurno sve tri nule realne i razlicite, pa je

.j.'.,

(1)

gde su izrazi
H =ao a2 - a12,

vezani za polinom
ao x3 + 3 al X2 + 3 a2 x+ aa.

U ovom slucaju je

ao~p +q+r+s

- 3al ~p (b + c+d) +q (c+d+a) +r (d+a+b) +s (a+b + c),

3 a2~p (cd + db + bc) + q (da + ac + cd) + r (ab +bd+d(l) +s (bc+ ca+ab),

- aa ~ pbcd + qcda + rdab + sabc.

Ako je, na primer,

p (b+ c+d) +q (c+d+a) +1' (d+a+ b) +s (a+b+ c)= 0,

tada (1) postaje

odnosno
(jer je ao~p+q+r+s>O),

odnosno
4 [p (cd -tdb +bc) + q (da + ac + cd) + r (ab+bd+da)

+s (bc + ca + ab)]a -27 (p +q + r + s) (pbcd + qcda + rdab + ~qfJJ~~60.

Ako nule polinoma P(x) oznacimo sa XI' x2' xa(Xt<x2<xa) i pretpo-
stavimo da je

tada imamo relaciju
a<xI <b<X2<C<xa<d,

gde su XI' X2' Xa funkcije parametara p, q, r, s, a, b; c, d koje su odredene
Cardana-ovom formulom.
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Resume

SUR QUELQUES INEGALITES

D. S. Mitrinovic

1. On obtient, entre autres, l'inegalite suivante

108 (~abe)2- 9 (~ab)2 (~a)2- 108 ~ a ~ ab ~ abe + 27 (~a)3 ~ abe -+-32 (~ab)3 < 0
avec

~a =a+b+ e+d, ~ab= ab+ae+ad+be+bd+ cd,

~ abe = abe -+-abd + aed + bcd,

oil a, b, e, d sont des constantes reelles differentes.

Cette inegalite renferme, comme cas particuliers, les inegalites que voici:

1° Si ~ a = 0, on a

27 (~abe)2+8 (~ab)3<0;

2° Si ~ ab = 0, on a

4 (~abe)2 + (~a)3 ~ abe< 0;

3° Si ~abe=O, on a
32~ab- 9 (~a)2<O.

2. On indique egalement l'inegalite simple

[p (b + c) + q (e + a) + r (a+ b)]2- 4 (p + q +r) (pbe+ qea + rab) > 0,

oil p (;;?: 1), q (;;?: 1), r (;;?: 1) sont des constantes reelles; a, b, e des constantes
reelles differentes.

3. Soit mentionne encore Ie resultat suivant:
Dans Ie cas oil l'on admet

p (b+ e+d) +q (e +d+a)+r (d+a+b)+s (a+b-+- c) = 0,
on aura

4 [p (ed+db+ be) + q (da + ae+ cd) + r (ab + bd-t-da)

+s (be + ea + ab)]3- 27 (p + q + r +s) (pbed + qeda + rdab + sabe)2< O.

lei a, b, e, d designent des constantes reelles differentes; p, q, r, s des
constantes reelles ;;?:1.


