
PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONSDE LA FACULTr:D'ELECTROTECHNIQUEDE L'UNIVERSITEA BELGRADE

~~--~------------- -----

S E R I J A: MAT E MAT I K A I F [Z [
K A - S E R IE: MAT HEM A T I QUE SET PH Y S I QUE

---------

Nil 27 (1959)

COMPLEMENTS AU TRAITI~ DE KAMKE

Note VI

D. S. Mitrinovic

1. Tout recemment a paru la sixieme edition du T r a i t e de Kamke:
D i ff ere n t i a I g I e) c h u n g en - L 6 sun g s met hod e nun d L 6 sun g e n,
Bd. I, Leipzig, 1959, 666 Seiten.

La premiere edition de ce T r a it e a paru en 1942.

Comme I'on voit de la preface a cette edition, Ie Traite est un peu
amr:liore dans la partie intitulee: E i n z e 1- D iff ere n t i a I g lei c h u n gen.
Cette partie a deja attire I'attention des mathematiciens, physiciens et ingenieurs,
etant Ie plus complet parmi les recueils existants d\~quations differentielles.

Afin qu'une nouvelle edition du Traite en question soit encore plus
complete, nous indiquons, dans cette petite Note, quelques equations differen-
tielles qui comblent certaines lacunes dans Ie Recueil d'equations diffr:rentielles
de Kamke.

C'est, en fait, la sixieme Note sous Ie titre indique plus haul. Les cinq
premieres sont mentionnees a la fin de cette Note {voir [I]}.

2. L'equation differentielle 1.257

(I) x(xy+x4-I)y'=y(xy-x4- I),

dont I'integration sous forme finie a indique S. Sispanov (B 0 let i n mat e-
m a tic 0, Buenos Aires, I I (l938), p. 200-206) peut etre generalisee.

Considerons l'equation

(2) X (AX4 -:-Bxy + C) dy =,Y (Dx4 +Exy + F) dx

(A, B, C, D, E, F cons~antes quelconques),

qui contient (I) comme cas particuler.

Posons
(3) x4=u, xy= v,

d'ou
xdy + ydx = dv,

ce qUi donne

(4) 4 uydx= vdu, xdy = dv - ydx.
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(5)

D'apres (3) et (4) l'equation (2) prend la forme

dy 4 u (Au+Bv+ C)

d~ v [(A + D) u T (B + E) v + C f-F]
.

Si l'on a D = - A, l'equation (5) est une equation de Bernoulli.
Par suite, I'equation (2) s'integre par quadratures si D = - A.
Pour l'equation (l) Ia condition D = - A est satisfaite.
S. Sispanov a obtenu sa ~olution par une voic fort compliquee.
On demontre que l'equation plus generale

(6) x (Ax!' +Bxy+ C) dy = Y (DXk +Exy + F) dx (k= const),

par Ie changement des variables

xy=v
se transforme en

ku(Au+Bv+C)
--

dv v[(A +D) u+(8+E) v+ c+ F]
.

Dans Ie cas OU D = - A, l'equation (7) est une equation de Bernoulli et
I'equation (6) est integrable par quadratures toutes les fois OU D = - A.

Dans la Note J de n03 Complements au Traite de Kamke cst
consideree une equation plus generale que (6).

3. Pour l'equation differentielle 1.252

(7)
du

(I) (X2y
- 1) y' - (xy2

- I) = 0

est indique un procede d'integration dii a Lampariello.
Si I'on observe que I'expression

(x2y-l)dy-(xy2_I)dx

a, comm~ facteur integrant, la fonction (x - y)-4, on a une autre vOle pour
trouver la solution de l'equation (1).

4. L'expression suivante

x (2y + x-I) dy - y (y + 2x + I) dx

a, comme faCleur integrant, la fonction (y - x + 1)-4, tandis que l'expression

x (2y - x - 1) dy + y (2x
-

y -- I) dx

a, comme facteur integrant, la fonction (y + x + 1)-4.
Par suite, les equations 1.243 et 1.244 sont integrables.
Dans l'article [2] sont etudies 1es points singuliers de

ferentielle
I'equation dif-

dy y a1x+b]Y+Cl
- -- -. ~-
dx x a~ x + b2y + C2

qui englobe les equations 1.243 et 1.244 comme des cas particuliers.
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5. L\~quation differentielle 2.41 I

(eX+ I) y" = y
peut etre generaIisee.

En effet, I'.;~quation

(aebx + b12) y" = y

s'integre, car son integrale particuliere est

(a, b constantes queIconques)

Yl = e-bx + ab2.
6. Considerons l'equation differentielle

y" + (ax2 -+bx+ c)y' + (Ax+B)y = 0 (a, b, c, A, B constantes).(I)

Si l'on effectue Ia derivation suivante

[y" + (ax2 + bx + c) y' + (Ax + B) y] (11\

l'equation (I) devient

(2) y(I1+2)+ (ax2 + bx + c) y(l1+o+ [(2 an + A) x + (bn + B)] y(l1)

+[n(n- I)a+nA]y(I1-0=0.

Si - A/a (a eft0) est Ie zero ou un nombre naturel et si I'on pose

(3)
A

n= 1--, a

(4)

(2) prend la forme suivante

z" + (ax2 + bx + c) z' + [(2a - A) x + b(I - ~) + B ]Z = 0

I'equation

avec y(l1)
= z.

Les equations (I) et (4) sont de meme type.

Le meme procede s'applique si (A/a) -- 2 presente un nombre nature!.

DaD'> Ie Recueil de Kamke on ne trouve qu'une seule equation a Iaquelle
peut etre applique Ie procooe indique. C'est l'equation 2.56

(5) y" - x2y' + xy = o.
Etant donne que - A/a (= I) est nombre naturel, a I'equation (5) cor-

respond l'equation (4) suivante

(6) z" - x2 Z' - 3 xz ~= O.

Une solution particuIiere de cette equation est x exp (+ x3).

A l'equation (6) ne correspond pas une equation de Ia forme
ici - A/a (= - 3) n'est pas un nombre nature!.

(4), car
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Comme point de depart on peut prendre aUSSl l'equation

y" + ax2 y' - ax)' = 0 (un~ solution particuliere Ul = x)

au lieu de (5). Alors l'equatio:1 (6) a la forme

z" + ax2 7' + 3 axz = O.

Le procede indique p~ut etre gen~ralise.
7. L'equation differentielle

(xy' - ay) y" + 4 y'2 = 0(1)

est Ie cas particulier de l'equation differentielle

(xy' - ay) y" -+-by'2 = 0 (a,b constantes).

Si l'on pose y = exp S udx, l'equation (2) devient

(xu - a) (u' -+ U2) + bu2 = O.

(2)

(3)

Par Ie changement
-.

x=e"",

l'equation (3) prend la form~ suivante

d'ou il s'ensuit

Par suite, l'equation (2) s'integre a raid~ des quadratures.
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