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PREDGOVOR

U ovom radu tretira se problem refavanja neodredenih diferencijalnih jednadina prvog
i drugog reda sa dve nepoznate funkcije y (x) i z(x), i to u prvom redu jednadina koje se
javljaju u teoriji elasticiteta, hidrodinamici, elektronici i nekim problemima tehnike.

Resenja tih jednalina izraZavaju se, prema Sirem shvatanju, usvojenom u radovima
D. Mitrinoviéa, u obliku

Y=L Mgy ot 0 €0 2= (X ki Ry, 5 €15 Cas e )y

gde su 2y proizvoljne funkcije promenljive x, a ¢y konstante.

Sam metod reSavanja osniva se na izvesnim osobinama relativnih izvoda M. Petroviéa.
U tom cilju je u glavi I izveden niz novih odnosa medu relativnim izvodima, od kojih se u
ovom radu najleiée primenjuju

Az(y)-Az<z>=A1(1)A1[yzA1(1)]; SOy ()=, (y G,
z/ z Ak—; (y)

kao i jedna teorema o rekurentnoj linearnoj jednalini oblika A, (¥)=f(x), koja se inale
primenjuje kod proSirivanja kruga integrabilnih nelinearnih jednadina.

U glavi II izvr§ena je najpre jedna elementarna klasifikacija neodredenih jednatina,
uvodenjem pojma W-jednadina u kojima ne figuriSu eksplicitno nepoznate funkcije, a njihovi
izvodi javljaju se samo u obliku relativnih izvoda.

Posle toga izloZzena je metoda reSavanja linearnih W-jednalina prvog i drugog reda.

A, (M +ay b (D) =a; A, (N+a, 8, (@D +a, A () +a, 8 (D) =a3, (ay=ay (X))
kao i kvazihomogenih W-jednadina prvog i drugog reda
P(x, 8,008, ()= Q (x, 8, 0), 4, (2)),
P(x, A0 (), 81 (2,8, (0): 85 (2))=Q (x, 8, (), A1 (2), 8, (1), 4, (2) ),

gde su P i Q homogene funkcije razli¢itog stepena u odnosu na relativne izvode koji u njima
figuriSu. Te jednaine se za Q=0 reduciraju na homogene W-jednadine.
Metode primenjene kod W-jednadina iskoriSéene su, dalje, na reSavanje opstijih neo-
dredenih jednadina oblika :
A, (N+8 8, (@D +a,8,0)+a: 4, (D =f(x,2) (ay=ay(x))

gde funkcija f(x, y, z) ispunjava izvesne uslove.
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Izvedeni rezultati se primenjuju pri refavanju neodredenih jednaCina navedenih tipova
iz teorije elasticiteta

2
By 0D+ (B = 1) By () =0; By 0) By (8) =By () A (1) =2t

A, (x)  (n=const);

iz hidrodinamike

Ay (N —Ay(2)=h (h—const); A, (Y)—~A4,(2) =—az— +b (a,b=const.);
7

iz tehnike
A (1)~ (2)-2a48,(»=0 (a=const.).
Na kraju ove glave refena je neodredena W-jednaCina treceg reda
N3 (2)
A, () - _1}_(_“!_ A @) [ () +1n2 Ay (2)=0,
4, (2)
koja se javlja u jednom vaznom problemu teorije elasticiteta.
U glavi III primenjene su metode iz glave Il kod izvodenja kriterijuma integrabilnosti
slede¢ih vaZnih obi¢nih nelinearnih jednalina.
1° diferencijalna jednalina yy” + 3% f(x) = (x), koja se javlja u elektronici, 2° uopstene
FEmden-ove jednagine y”’ +f(x) ¥ = (x) y#, poznate iz teoriske fizike, 3° uopstene Emden-ove
jednacine izotermickih gasnih kugala y” 4+ f(x) ¥’ =¢ (X) .



Uuyv oD

Opsti oblik neodredene diferencijalne jednaline sa dve nepoznate funkcije y(x) i
z (x) jeste
dvy avz
1 F,y,y,..., y®W;, z,z,...,z00)=0 y="" W<
@ ? dx¥ dxV

gde je F proizvoljna funkcija naznalenih argumenata, a m i 7 prirodni brojevi. Jednagina
(1) naziva se i Monge-ova jednatina.
Resenje jednadine (1) pretstavlja svaki skup {y (x), z (x)}, koji datu jedna¢inu identi¢no
zadovoljava. Resiti (1) znadi odrediti sve skupove {y(x),z(x)} sa navedenom osobinom.
Eksplicitnim reSenjem! jednaCine (1) naziva se reSenje oblika

) x=0,(6, %%, ..., 3@), y=9,(,Y,...,3P), z=rp(t,5,,...,5@),

gde su oy date funkcije naznagenih argumenata, ¢ je jedan parametar, a ¥ proizvoljna p-puta
diferencijabilna funkcija promenljive ¢.

Problem integracije neodredenih diferencijalnih jednagina u ovom radu je ograniCen,
uglavnom, na jednaline prvog i drugog reda sa dve nepoznate funkcije, y (x) i z (x).

Zbog toga je ovde iznesen pregled istoriskog razvoja samo onih metoda koje se nepo-
sredno odnose na neodredene diferencijalne jednaline prvog i drugog reda sa dve nepoznate
Sfunkcije, dok su metode reSavanja neodredenih jednafina viseg reda, kao i sistema neodredenih
jednadina, samo registrovane.

Op3iti oblik neodredene diferencijalne jednatine prvog reda sa nepoznatim funkcijama
y(x) i z(x) je

(3) f(x,y,z,y',z’)=0 (y’=_‘1z=—
dx

Problem integracije (3) prvi je postavio i reSio Monge, [1], sluZedi se jednom ¢&isto
geometriskom interpretacijom, pomocu koje je uspostavio neposrednu vezu izmedu (3) i jedne
parcijalne diferencijalne jednadine prvog reda

O Fx,y,2,p,9)=0,

koju je nazvao adjungovanom jednacinom jednaline (3).

On je pokazao da karakteristike integralnih povr§ina adjungovane jednaCine (4) pret-
stavljaju integralne krive jednaCine (3) i da je, sem toga, i obvojnica tih karakteristika, tzv.
povratna ivica? integralnih povr§ina, integralna kriva jednacine (3).

Jednatina te povratne ivice se ina¢e, izraZava u obliku (2) i upravo iz ove geometriske
interpretacije je i nastao pojam eksplicitnog resenja.

1 U francuskoj literaturi: solution explicite, u nemackoj integrallose Auflésung, u ruskoj
Oe3unmeipasbroe GbIPAReRUe peulenuas.

2 Sophus Lie samo povratnu ivicu naziva integralnom krivom.
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Posto je Monge-ovom metodom u potpunosti refen problem integracije neodredene
diferencijalne jednaline prvog reda sa dve nepoznate funkcije, u iducoj fazi proucavane su
neodredene jednaline sa vise nepoznatih funkcija, kao i odgovarajuéi sistemi jednadina. Same
metode su jo§ uvek geometriskog karaktera, a re§enja se javljaju iskljuCivo u ekspliciynom
obliku.

Od radova iz ove faze treba spomenuti metode Serref-a, [2], Darboux-a, [3[, i
Hadamard-a, [4].

Opsti oblik neodredene diferencijalne jednacine drugog: reda sa dve nepoznate funkcije je
(5) f(xa ¥ 2, ,V', Z', y”’ Z”)=0

Jedno potpuno refenje ove jednaCine dao je Goursar, [5]. On primenjuje jednu geo-
metrisku interpretaciju, sliénu Monge-ovoj, dovodeli postavljeni problem u vezu sa jednim
linearnim sistemom parcijalnih jednaCina drugog reda u involuciji. Medutim, i on se ogra-
ni¢uje iskljudivo na eksplicitna reSenja.

Polazedi sa istog stanoviSta, D. Hilbert, [6], izvodi jednu teoremu kojom dokazuje da
se re$enje jednaline

dz [(d2y\?
©® —=—3
dx dx
ne moze izraziti u obliku v
@) x=0, (&, w, Wy, ..., wr), Y =g tw,wy, oo wr), Z=9p5(L, W, Wis ooy Wr),
gde su oy funkcije naznaenih argumenata, r je jedan parametar, w je proizvoljna funkcija
v
od s a wv=u.
dgy

Izvedenu teoremu Hilbert uopitava primenjujuéi je na jednadinu z'=F(x,y,z,),y") a
P. Zervos, [7], na druge tipove neodredenih jednadina.

Iducu fazu u razvoju metoda refavanja pretstavljaju radovi E. Cartan-al, u kojima se
re§avanje sistema neodredenih jednaCina dovodi u vezu sa svodenjem jednog sistema Pfaff-
ovih jednatina na kanonitnu formu; zatim radovi M. Vessiot-a%, u kojima se primenjuje
jedna opstija teorija integracije koja se osniva na izvesnim infinitezimalnim transformacijama

Problem integracije neodredenih diferencijalnih jednaCina shvaden je znatno Sire tek
kad je njihova primena u raznim nauénim i tehni¢kim disciplinama dosla u jaéoj meri do izraZaja.
Tada se javlja potreba da se uspostave §to je moguée opstije relacije medu nepoznatim
funkcijama, tako da data neodredena jednalina bude identi¢no zadovoljena, bez obzira na
koji naéin te funkcije figuriSu u pomenutim relacijama. Na taj nacin postepeno se napusta i
geometriska interpretacija reSenja, kao i iznalaZenje iskljucivo eksplicitnih resenia.

Te ideje ¢ine osnovu radova D. Mitrinovi¢a, koji ispituje, u prvom redu, neodredene
jednaline koje se javljaju u primenama. On nalazi tri metode refavanja u navedenom smislu,
koje omoguéuju da se obrazuju resenja datih neodredenih jednalina, {y (x),z (x)}, u dijem
sklopu se javljaju proizvoljna funkcija promenljive x i proizvoljne konstante.

Te metode, pokazane na pojedinim primerima, sastoje se u sledefem:
a) Data je neodredena jednalina; [8]
® L& an®  (-f0.e-2@ 2 0#0)
f g
Jednalina (8) smenom

) f=expJ Fdx, g=expl{Gdx (F=F(x),G=G((x))

1 p, Zervos Le probléme, de Monge, Mémorial des sciences Math., t. IlI, p. 24 —41,
Paris, 1932.

2 P. Zervos, ibid., p. 42 -47.
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postaje
(10) AE-DGE+(2A6+1)G+ (3 +02 -p) =0, F-1G=9

odakle se nalazi
1
TRy B o -
arn - Fo=% hi&, G- 2 "iA; A=[QREO+ )2 —4A (A -1 (B’ +62-p)] 2
2001 2 -1

~ Ovaj postupak se zatim primenjuje na svaku neodredenu jednalinu koja se smenom
(9) svodi na oblik
dR

(12) . —=8 (R=R(F,G,x), S=S(F,G,x))
dx

Tada se funkcije F i G odreduju iz relacija
a3 R(F,G,x)=%(x), S(F,G. x)=%(x)

Neodredenu jednadinu sa navedenom osobinom D. Mitrinovié naziva E-jednadinom,
postavljajué¢i u isto vreme jednu analogiju izmedu jedne E-jednaline, kojoj pripada karakte-
ristitan skup (13) i jedne linearne diferencijalne jednaCine drugog reda sa konstantnim
koeficijentima, kojoj odgovara karakteristi¢na jednalina.

b) Data je jednalina, (9)
” 1
14 L=hgi+h2~=h1 (hy = const.)
y z z,
Kad se u (14) uvede pretpostavka
15 y=T(2),

gde je T proizvoljna funkcija, (14) postaje

(16) _d£+ zT” _ (h 22+ h)T | ( dz a'v'r)

p=—,TV =
dz zT"-F,T z(zT" =hy T) dx dzv

a to je Bernoulli-jeva jednaCina ¢&ije je reSenje, naprimer
(an p=p(z,¢;) (c,=cont)
d.
| Pt =p (z, ¢;) sleduje
dx

z

(18) §—£—=x+c2 (cy = const.)
) P (Z, Cl)

20
gde je z, data podesno izabrana numeritka konstanta.
Kad se u (I18) izvr$i naznatena kvadratura i zatim inverzija dobija se
z=2z(x,¢y Cy)s
§to zajedno sa (15) daje resenje jednaline (14).
¢) Data je jednadina, [10]

,r

19)

< =

-nZ (h =parametar)
z



=

(20)

2n
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Umesto (19) moZe se posmatrati skup jednadina

Z o), 2=h® () (D=proizvoljna funkcija)
z y

Jednagine (20) obuhvacene su jednom jednatinom
d*u
Ll hud )
dx?

Prema tome, ako se (21) mozZe integrisati za proizvoljno #, dobiju se i refenja

{¥ (x), z ()} jednacine (10).

U ovom radu se tretira problem refavanja neodredenih diferencijalnih jednadina prvog

i drugog reda sa dve nepoznate funkcije, i to u prvom redu jednadina koje se javijaju u
raznim aktuelnim problemima nekih nau¢nih i tehni¢kih di-ciplina.

Primenjene metode zasnivaju se na izvesnim osobinama relativnih izvoda M. Petrovica,

a sam pojam reSenja shvata se u Sirem smislu, kao u navedenim metodama D. Mitrinoviéa.



GLAVA I

M. Petrovi¢, [11], uvodi pojam relativnog izvoda n-og reda funkcije
u=u (x) definicijom

u™ dmu
A, W)=—, (u("‘=—
(1) ®) u dx")

Relativan izvod je u ovom radu primenjen kao algoritam, u tom smislu
§to se na osnovu poznatih odnosa medu relativnim izvodima, kao i nekih
novih odnosa izvedenih u ovom poglavlju, diferencijalni izrazi koji figurisu
u diferencijalnim jednadinama, transformi$u u jednostavniji kondenzovan oblik,
§to dovodi ili neposredno do resenja date diferencijalne jednacine, ili do
izvesnih korisnih supstitucija.

1° Od mnogobrojnih odnosa medu relativnim izvodima, do kojih dolazi
M. Petrovi¢, polaze¢i od (1), navodimd samo one koji su u ovom radu
iskori§€eni.

Neka je wuy=uy(x), v=1,2, . . . ; m=const.
(LD Am)=0, Aj(m)=0,(0), Ay@)=mA W), Ay()=Ai(w)+Alw);

(1.2) sy 1) = By )+ Ay )i Ay (1) = ) — 8 o)
N
(1.3) A, (exp fudx) =exp | Ay (u) dx=u.

2° Iz osnovne definicije neposredno se dolazi do slede¢ih odnosa, koje
M. Petrovi¢ ne navodi, a koji omogucuju da se izvesni diferencijalni izrazi
transformifu u kondenzovaniji oblik.!

(2.1) Odnosi u vezi sa relativnim izvodima prvog reda

- 1
@) iy + A () = A (gexp L ugdx); g — Ay (1) = A, (— exp [, dx) :
Uy

0) 130+t exp f e )=y, [u2exp( - f s dx)];
u, U
@ U+ gty =uy Ay (1 expj.uzdx); Uy —uy ty=u; Ay [uyexp (— 5‘“2 dx)]

1) Izvodenje navedenih odnosa je izostavljeno radi uitede u prostoru.
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(2.2) Odnosi u vezi sa relativnim izvodima viSeg reda

(5) Ag () — Ay () = A, (ﬂ) A{ uyuy A, (ﬁ)] ;
Uy Uy
(6) Ar (1) = Ak (1) + Ay (1) A g (1) = Ay () A, (u*D);
Ay (u]) (k—1) ) Ak (ul) u(k— 1)
7 et A (uy) = A s R A ()= A (M
@ Ap_q(uy) () =5 \ R Ap_1(uy) ! (u.2) ! ( u, )
(®) i By (1) -+t D (tg) = gy () By (u§“ exp f % dx'):
3
9) mA_ W)+ nd (W)y=nd_, @), [u("'l) exp T)—CJ , (m,n=const.)
n
(10) Brety) By () + Ay () D) = By (147) D (1) A, i u5?);
k)
(11 By (y) By (ug) — Bpg (1) A (1) = A () A () A, (%)
Ui

3° Pri transformisanju relativnih izvoda prvog i dfugog reda uvodenjem
nove nezavisno promenljive 1 nove funkcije dolazi se do sledeCih rezultata
(3.1) Data je funkcija y=y(x). Supstitucijom
x=a(1), y=zB(1)
dobije se

1 ) l B2Z’ ; B! 1
(1) A0)h= 804625 A= -, Al(z)Al( : >+A1«3)A1(-,)

o« o o &
(3.2) Ako se uvede samo nova nezavisno promenljiva ¢, smenom x=a(?),
iz (12) se nalazi

1 o 1 !
(13) A= =M G) 80N = — A ) AI(—?).
[+ 3 o 2 o

4° U ovom paragrafu iznosi se jedna teorema koja omoguéuje formi-
ranje beskonalnog niza integrabilnih jednadina istog oblika na osnovu
jedne date integrabilne jednaline, i to tako da se opiti integrali novih
jednadina nalaze iz opSteg integrala date jednacine bez ikakvih suplementarnih
kvadraturab,

Ovaj problem se iznosi kao metod za proSirivanje kruga integrabilnih
jednacina kad se Kkriterijum integrabilnosti svodi na linearnu jednadinu
oblika A,(u)=f(x) , §to ¢e biti iskori§éeno u glavi III.

1) 1. Bandi¢, On a Recurrent Linear Differential Equation of the Second Order, Gla-
snik mat.—fiz. i astron., Ser. II, T. 12, Zagreb 195g.
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Teorema. Svakoj integrabilnoj linearnoj homogenoj diferencijalnoj jed-
nadini drugog reda

A () =@, (©=D(x)
odgovara integrabilna jednalina
Ay(r) =@+, (K=123, ...)

kl[] ’

gde je Ak:z '

\'~0( {Pl Xv

—k Az (p)

a p=p(x) proizvoljﬁa funkcija.
. Funkcije X, formiraju se po rekurentnom obrascu

| .
Sy ——— —A , Xo = q)
p VXv—l - Az(P)] S )

Opsti integrali tih jednadina vezani su relacijom

ol a2
r=y]] | _ p) 1 =y
VR -AG)

(4.1) Ovom teoremom obuhvaéena je, izmedu ostalog, poznata teorema
M. Petrovida, [12], o Riccati-jevoj jednalini; zatim teorema Darboux-a, [13],
koja se odnosi na jednadinu linearnog oblika

=[%(z)+h]lz, (h=const.)

kao i niz stavova D. Mitrinovica, [14], kojima su obuhvadene obe navedene
teoreme.

XV=XV_1+A2[




GLAVA II

Mnogobrojni problemi teorije elasti¢nosti, hidrodinamike, geometrije i
drugih nauénih oblasti u kojima se primenjuju matemati¢ke metode i apara-
tura, svode se u krajnjoj analizi na jednu ili viSe neodredenih diferenci-
jalnih jednacina.

Veé je reCeno da za takve probleme nije od osnovne vaZnosti da se
reSenja odgovaraju¢ih neodredenih diferencijalnih jednadina izraZavaju u tzv.
eksplicitnom obliku, nego da se odrede S$to je moguée opStiji skupovi
vrednosti {y (x), z(x)} koji datu jednadinu identi¢no zadovoljavaju.

Pri iznalaZenju takvih refenja postupa se obino na sledeéi nalin:
polazi se od unapred datog oblika jedne od nepoznatih funkcifa, y (x) ili
z(x), pa se iz dobijene obilne diferencijalne jednaline odreduje ona druga
funkcija. Medutim, na ovakav se nadin dolazi do veoma ogranitenog broja
partikularnih refenja {y(x), z(x)}, $to je i bio razlog da su pomenuti
problemi primenjenih nauka malo nap edovali.

U metodama koje je uveo D. Mitrinovic reSenje date neodredene
jednadine, {y(x), z(x)}, uvek sadrZi jednu proizvoljnu funkciju promenljive x,
i izvestan broj konstanata, a rezultati do kojih se tim metodama dolazi
ve¢ se primenjuju u raznim nauénim i tehni¢kim oblastima.

Ove metode primenjene su u radovima D. Mitrinoviéa na neodredene
diferencijalne jednadine oblika

,r ’r

0 Loy (0 2 =g, 0,
y V4
@ Y +aZ -0, (a=const)
y z
G) ) Yy _Z =h, (h = const.)
y z
4 y__(z +_z_)1‘)_+az—=o, (a=const.)
¥ zrl z y z
®) r_z +£+b; (g =const., b=const.)
y z 22
© Y _2a¥ %2 _0; (a=const)

y y z
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Jednadina (1) i njene varijante (2) i (3), kao i jednadina (4) javljaju
se kod reSavanja nekih vaZnih problema teorije elasticiteta, jednadina (5) u
jednom problemu hidrodinamike, a (6) u jednom pitanju tehnike.

Ovde je izloZena jedna metoda reSavanja izvesnih klasa neodredenih
diferencijalnih jednadina prvog i drugog reda, i to u prvom redu onih koje
se i u primenama najéeSée javljaju. Tom metodom su, izmedu ostalog,
obuhvadene i jednadine (1) do (6).

Osnovne karakteristike izloZene metode su
a) dosledna primena relativnih izvoda prvog i drugog reda kao kondenzatora
diferencijalnih izraza;

b) jedinstvenost postupaka pri re§avanju neodredenih diferencijalnih jedna-
¢ina raznih tipova;

¢) izratunavanje reSenja u obliku

Y=f1(X 2,0 . €€ .. ), Z=fo (X, A, R0 00y €1, Cay ),
gde su A, =2, (x) proizvoljne funkcije, a ¢y integracione konstante, i gde se
funkcije Ay (x) javljaju u proizvoljnom obliku u funkcijama f,.

Sam nadin izraZavanja reSenja pretstavlja znatnu olakS§icu kod prakti¢-
nih primena, a prisustvo proizvoljnih funkcija i integracionih konstanata
¢ini da su reSenja dovoljno opsta.

1° Opsti oblik neodredene diferencijalne jednadine sa dve nepoznate
funkcije, y(x) i z(x) jeste
f(x’yuy,, C) ,y('");Z,Z', .« ’z(n))=0’

gde su m i n prirodni brojevi.
Uzev8i u obzir da je uP=uA;(u), u=u(x), ova se jednalina uvek
moZe svesti na jednadinu oblika

A s An(D); 2, A1 @D+ - > Br(2)) =0,

u kojoj se izvodi nepoznatih funkcija javljaju samo u obliku relativnih izvoda
Prema tome, opsti oblik neodredene diferencijalne jednadine prvog reda je

(7 Jx,9,2,8,(3), 8, (2))=0,
a jednadina drugog reda
® S ,2, 8, (), 8y (2), 85 (1), 8, (2) ) =0

2° Jednaginu (7), odnosno (8), u kojoj nepoznate funkcije y i z ne figu-
risu eksplicitno nazvacemo W-jednalinom prvog, odnosno drugog reda.

Primenom pomenute metode ovde se reSavaju a) linearne W-jednadine
prvog i drugog reda, b) homogene i kvazihomogene W-jednaline prvog i
drugog reda, c) neki opstiji oblici jednadina (7) i (8) u kojima se javljaju
eksplicitno 1 funkcije y i z.

Na kraju je, primera radi, pokazana neposredna primena relativnih
izvoda, kao kondenzatora, pri reSavanju jedne W-jednaline viSeg reda, koja
igra vaZnu ulogu u teoriji elasticiteta.
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(2.1) Neodredena jednadina oblika
) AL () + a8, (2)=a, (& = a,(x))

jeste linearna W-jednalina prvog reda.
Na isti nadin, opSti oblik linearne W-jednadine drugog reda je
(10) BN+ aydy(2)+ a8, () + a3 8y(2)=a; (av=ay(x))

Wjednacine obika (9) i (10) uvek se reSavaju kvadraturama, a njihova
re§enja se izraZavaju u eksplicitnom obliku. U tim re§enjima figuriSe jedna
proizvoljna funkcija 1 dve integracione konstante.

(2. 1. 1) Kad se od obe strane jednaline (9) oduzme Al(z) dobije se
A (=8, @)=a,— (1 +ag) A (2), ‘ .

ili
Y
Ay (;):al—(l +ag) A, (2)
Uvodeéi proizvoljnu funkciju A =i (x) supstitucijom
(1 A1<Z>=7\, t.j. y=Az exp |Adx (A=const.),
v4

poslednja jednadina postaje

r=a,—(1+ay) A (2)
odakle je

(12) z—Bepr dx (B const.);
l+a,

smenom ove vrednosti u (11) dobiju se, konaéno, reSenja jenaline (9)

ay A
y=c,exp | L Ny z=c, exp | & M dx (cy =const.)
1+a, 1+a0

(2. 1. 1. 1) IzloZena metoda se ne moZe primeniti kad je qy=—1. No u
tom sluéaju se iz (9) nalazi neposredno

Al(f):al, t.j. y=czexplaydx

(2. 1. 2) Ako se od obe strane linearne W-jednadine d;ruigog reda (10)
oduzme izraz A, (z)+a, A,(z), dobije se

By N =82 +a [A (1) - D @] =a,— (1 + aoj Ay (2)—(ay +a) A (2),

ili, s obzirom na (5) iz glave I

Al(f)AII:yzAl(f)JJral <~);a3 (14 8) 8y (1)= (a+ @)y (z)
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odnosno

Al(z>-A1 [yz exp | a, dx~A1(f) =az;—(1+ag) &y (2) —(a; +ay) Ay (2)
z

Uvodeéi proizvoljnu funkciju A =2 (x) smenom (11) iz poslednje jedna-
¢ine izlazi
(1+a)) Dy () + (22 +ay+a) 2y (D + (N + 2+ a h—a3)=0

Ovo je linearna homogena diferencijalna jednadina drugog reda koja
se supstitucijom

I [ 2a
(13) z=Bwexp<-—— ~—+—[ﬁﬁdx), w=w(x))
2 1+a,

transformiSe u kanonidan oblik
wg A2 4oy A ta,

14 A, (W)=
(9 2 4 (1+ap)?
gde je ‘
ag= —day; oc1=4(a2~a0a1—a;);
(15) azz(a1+a2)2+4(1+a0)a3+2(1+a0)(a1+a2)A1("1+@)
: 2

Iz (11) i (13) se y i z izraZavaju kao funkcije od w i A

AN— s —
Y=, wexph [2@__@4@“,
2, 1 +aq

z——czwexp(——lfz—)i—al——i——a—z—dx); (cy =const.)
. 2 1+ a,

(16)

pri demu su w i A vezani relacijom (14).

Medutim, iz te relacije, koja pretstavlja kvadratnu jednadinu u odnosu
na A, moZe se A uvek izraziti kao funkcija od w.

(2. 1. 4) U sludaju ay=—1 jednaéina (10) glasi
) B (N =Dy(2)+a; A (D) +a, 4, (2)=as,
a refenje se ne moZe izraziti u obliku (16)
Medutim, oduzimanjem izraza a;Ay(z) od obe strane (17) nalazi se

z ¥4

Odatle se smenom (11) dolazi do jednadine

200, @)+ VN +R+a M) =a;—(a, +ay) A, (2)



14 Ivan Bandi¢

Ovo je diferencijalna jednadina prvog reda

Qrta +a) D (@) =a;— N+ +a ),
¢ije je resenje

— (A" A2 A
z=Bexp o — (1 + +a1,)dx (B =const.)
2r+a,+a,

Uzevdi u obzir i (11) konacno se dolazi do reSenja jednaine (17)

ag— N +2%+a, A
y=c,exp | =—— 2 dx,
2h+a,+a,

ag— (N +22+aX
Z=2¢, €Xp A—‘—l—)dx (cy=const.)
. 2ata,+a,

(18)

(2. 2) Rezultati iz dva. prethodna paragrafa ovde se primenjuju na
reavanje specijalnih oblika linearne W-jednadine drugog reda, na jednaline

(D), (2), 3) 1 (6).
(2. 2. 1) Kad se u (10) uvede uslov @, =0, a,=0, dobije se
(19) Ay +aydy(D)=a (@# —1)
a to je jednadina oblika (1).
Jednatina (19) pretstavlja uvopStenu neodredenu diferencijalnu jednaginu
drugog reda iz (2.2.2) koja igra vaZnu ulogu u teoriji elasticiteta.
Jednadinu (19) uvodi D. Mitrinovié, [8], a refava je metodom prikazanom
u uvodu ovog rada (jednadina (30)).
Medutim, reSenje te jednadine se sada dobije neposredno, na osnovu (16)

(20) Y =cywexp f a0 dx, z=c, exp(- A dx)
‘ 1+a, 1+ao

gde je, prema (14) i (15)

(21) a4\ + agh+ (L + a,) [(1 +a,) Ay (W) —az] = 0
(2.2.2) Jedan specijalni oblik jednadine (19) jeste
(22) A, (1) +ady,(2)=0, (a=Xkonst)

gde je a,=a, a,=0, a to je jednadina oblika (2).

Jednadina (22) se javlja u jednom problemu teorije elasticiteta koji su
reSavali C. Truesdell i P. Neményi, [15].

Oni postavljaju jednadinu oblika

(23) y'+ @21 iy=F(x,z), (n=const.)
z

gde je F data funkcija naznaenih argumenata, a reSavaju je na taj nacin
$to odreduju y za.razne unapred date vrednosti z.
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Medutim, jednacina (23) je obi¢na linearna nehomogena diferenci-
jalna jednadina drugog reda po y, a odgovaraju¢a homogena jednadina

" 1"

(24) Y orm2zni-=o
y zZ

moZe se smatrati kao neodredena jednadina oblika (22).
Resenje jednadine (24) je, na osnovu (16), (14) i (15)

(25) y=0 wexb [F ] 1—nt [‘[A2 (W)]'dx, z=c,wexp [:F %_—2—[[% (W)]"dx :J
. | 1—n

gde treba uzeti jednovremeno oba gornja, ili oba donja znaka.

Prema tome ako je z dato drugom jednadinom (25), onda prva jedna-
¢ina (25) pretstavlja jedan partikularan integral, y;, homogene jednadine (24).
U tom sludaju se opsti integral jednadine (23) dobija iz relacije

y:yl[cl+fca+1 ylf(x’Z)dxdx~I’
B4 ]

gde su y, i z dati sistemom (25).
(2.2.3) Specijalni slucaj jednacine (19) je i jednadina
(26) A, (V) —Ay(2)=h, (h=const.)

gde je a,=—1, a;=h, a to je jednadina oblika (3), koja se, inade javlja u
jednom problemu hidrodinamike.

ReSenje jednadine (26) nalazi se iz (2.1.4)

y=%expi (;i+)\)dx, z=c—2_expl (ﬁ—)\)dx
[a "2 J\a a7 2 )\

(2.2.4) Kad se u (10) uvede pretpostavka a,=—1, a, =-—2a, (a=const.),
a, =0, a;=0, dobije se jednalina (6)

27) A, (1) —Ay(2)—2al,(y) =0,

koja se javlja u jednom problemu tehnike, a reSavaju je N. R. Granolsson i
D. Mitrinovid.
Resenje jedna&ine (27) dobija se iz (2.1.4)

A2 A\ —
Y= “ exp._l... dx, z= __..cz_expi M)dx
A—ayh 2 ) A—a A—ays 2 a—»x

(2.3) Jednu klasu integrabilnih W-jednadina pretstavljaju kvazihomogene i
homogene W-jednacine prvog i drugog reda.

Kvazihomogenom W-jednaéinom prvog reda naziva se jednalina oblika

(28) P(x,4(3), 42)=Q (%, 4,(3), A:(2)
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a kvazihomogenom W-jednadinom drugom reda

(29)  P(xA1(9),8:(2), 23 (), By (2) (= Q (%1 By (1), B, (2), B, (9), B, (2) )

gde su P i Q homogene funkcije u odnosu na relativne izvode koji u njima
figurisu, i to, u opstem slucaju, P m-og, a Q n-og stepena.

U sludaju Q =0 jednacdine (28) i (29) pretstavljaju homogene W-jedna-
gine prvog, odnosno drugog reda.

(2.3.1). U ovom paragrafu je izloZeno reSavanje homogenih i kvazihomogenih
W-jednadina prvog reda.

a) Opsti oblik homogene W-jednaine prvog reda je
(30) P(x, (), 8(2))=0,

gde je P homogena funkcija u odnosu na A,(y) i A (z), u opStem sludaju
m-og stepena. i

Iz definicije funkcije P sleduje

[m@nwﬂm%ﬁg,g=m
1

a odatle, poSto A, (2)#0

P(x,—A—‘gl, 1):0

8,(2)
Neka je jedno reSenje ove jednaline
A
1() — (%)
A (2)
Odatle je
(1) A (»)=9(x)4,(2),

a kad se od obe strane oduzme A, (z)
A (2) ~@-n80)
Uvodenjem proizvoljne funkcije »=xr(x) supstitucijom (11) poslednja

jednaina postaje

A=[p () — 1144 (2),

Z=¢, exp —L——dx
) et

y=c,explo(x)b,(2)dx,

odakle je

Iz (31) se nalazi
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ili

y=0 exprde,
e(x)—1

pa je reSenje jednacine (30)
A
y =10y eXp ——CP—(idx, z=c2expf~i*—dx.
e(x)—1 e(x)—1
b) Kad se u kvazihomogenu W-jednacinu prvog reda
P(x, 81(0),4,(2)) = @ (x,8:(1), 4, (2)),

gde je P m-og, a Q n-og stepena u odnosu na A;(y) i A,(z), uvede proiz-
voljna funkcija A =2A(x) smenom

. . . 5)\’
(32) A;(y)=1A4(z), dobije se jednaina: [A (z)]" "= F(x), F(x)=ﬂ):Z
Q(x1
iz koje se nalazi m—n relacije oblika

A @) = F@)lnsn

odnosno
1

(33) z=cyexp | [F (X)) dx

Uzevsi u obzir i (32), reSenje date kvazihomogene jednaine sastoji se
iz m—n jednakosti

1 L P(x 1)
(34) Y=cyexp JAF(X)J—dx, z=c,exp [[F(x)[""dx; F(x)= m
1
vodeéi raduna o m—n determinacija stepena [F(x)]"—
Primer: Neka je m=3, n=1, naprimer,
4,01 (9) + a4 A1 () AT (D) =bo Ay () + 51 A4 2).
Resenje te jednaline je, na osnovu (34)
— ' — b,
y=ciexp[+ [\ F(x)dx], z=c,exp[+ [|F(x)dx]; F(x) __borth ;
AMa, )2+ ay)

gde treba istovremeno uzeti oba gornja odnosno oba donja znaka.
(2.3.2) Data je kvazihomogena. W-jednadina drugog reda

(35) P(x,01(3),85(3),4,(2), 82 (2)) = Q (%, A1(1), 83 (1), A1(2), A4(2)),

u kojoj su P i Q homogene funkcije u odnosu na sve relativne izvode, i to
P m-og, Q n-og stepena.
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Jednadina (35) reSava se kvadraturama samo za neke specijalne oblike
funkcija P i Q, a metod koji se koristi pri refavanju, moZe se primeniti i
za re¥avanje homogene W-jednaCine drugog reda, koja se dobija iz (35) kad
je, naprimer, Q=0.

Umesto nepoznatih funkcija y i z uvode se tri funkcije, rA=A(x),
p=u(x), ¥=39(x) smenom

(36) Ay () =24y (2); /@D =0 ()5 21(2)=9A(p)
tako da se (35) javlja u obliku
37 (A D177 P (xg, LAY, 3, 1) = O (x, 1,23, 9, 1)

Medutim, iz prve dve jednacine (36) sleduje

, A (2) B (2) p
A (Y)=a—L2L XA (2)=
1 A (») A () 1E)=w

ili, s obzirom na trecu jednaéinu (36)
50)=29, &)=

odakle je
(38) y=cy [ (exp . Mdx)dx, z=c, f (exp [% dx) dx; (¢, =const.)

PoSto je, dalje, iz treCe jednacine (36)
39) z=exp | v A; (p)dx,

to se iz uporedenja sa prvom jednalinom (38) nalazi

s f (ex0 f ) e exp 19, () d.

a odatle

w=3A09 A (p) exp § 9 Ay (y)dx],
ili
(40) p=8[A, )29+ G- 1)A, ()],

gde je y dato prvom jednalinom (38)
(2.3.3) Uvodeéi umesto » novu funkciju ¢ =9 (x) supstitucijom

J(exp [r9dx)dx=exp [ o dx,
odnosno
@1 he @t M),
jednatina (40) postaje
42) =@ +4,(39)),
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a jednaline (38)
(43) y=c,expfodx, z=cy,expfdodx
pri ¢emu funkcije & i ¢ zadovoljavaju sledeéi uslov, izveden iz (37)
(44) © TP (x, Lo +4,(9), 9, 8 (B9 + Ay(89) ) ) =
=0(x 1, 9+4,(9), 9,3 (e +4,(¢9)))

Prema tome, reSenje kvazihomogene W-jednaline (35) dato je sistemom
(43), ako funkcije ¢ i 9 zadovoljavaju uslov (44).

Resenje {y(x), z(x)} date jednaline izraZava se, dakle, pomocu dve
prmzvol_me konstante i jedne proizvoljne funkcue, naravno pod pretpostavkom
da se iz (44) jedna od funkcija, ¢ (x) ili ¥ (x), moZe izraziti kao funkcija druge.

(2.3.4) To je mogule, izmedu ostalog, kada jednadina (35) ne sadrZi relativan
izvod A,(z). U tom slucaju (35) glasi

(435) P(x,80(2):8: (), 8, (2)) = Q (%, 4, (), B3 (), A1 (2) );
njeno resenje je
(46) y=c,expfodx, z=c,expfdodx
pri demu funkcije & i ¢ zadovoljavaju uslov
(47) (Pm-—nP (xa 1’ ¢ + A1 (<P)’ '&) = Q (x’ l’ ¢ + A1 (<P)> 3)’
iz koga se & moZe izraziti kao funkcija od ¢.
Primer. Neka je m=2, n=1, naprimer,
02Dy ())+a AT (1) +a AT (@) =by Ay (0) + 5181 (2), (@v=ay(x),by=by (x))

Refenje ove jednaline je dato relacijom (46), gde & i ¢ zadovoljavaju uslov
(47), koji se sada svodi na kvadratnu jednadinu

a; 992+ (9" + 92— b))V + (@, —b,) = 0
(2. 4) Jednacina (35) se u izvesnim slucajewma refava kvadraturama i kad
u njoj figurie relativan izvod A,(z).

Tako, P. Neményi i C. Truesdell, [15], ispitujuéi jednalinu (24) za razne
specijalne oblike funkcije z, nalaze da je za svestranije proucavanje jednog
problema teorije elasticiteta korisnije da se z uzme za nezavisno promenljivu
a x za funkciju. Na taj nalin se (24) transformiSe u jednadinu

(48) Ay () Ay (1) — By () Ay () = 2"

gde su relativni izvodi uzeti po argumentu z, a to je kvazihomogena W-jed-
nadina drugog reda.

Jednalina (48) se moZe resiti neposredno, koriste¢i se obrascem (17)
iz glave L.
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Primenom tog obrasca na (48) dobije se

MRS ()= A @A)
ili, poéto Ay(x) # 0
(49) A, (M)A, (;‘_)= L=1% A,(x)
Uvodeéi proizvoljnu funkciju A=2x(z) smenom
(50) A, (J’:_>=x X — Ay exp [adz, (A—const.)

iz (49) se nalazi
1—n?

A ()=

A, (¥ exp frdz).

Kad se uvede nova nepoznata funkcija 0=6(z) smenom

(51 Ay(») =19,
poslednja jednaina postaje

(52) e'=( ”»-—1)9240
1—n

a to je Bernoulli-jeva jednacina, &iji je opsti integral

(53) 6=u[c+f(1-— 7 )y.dz]“l, p=exp(—!rdz)
1 —n?

1z (51) i (50) se, kona&no, nalazi reenje jednacine (48)
y=c,exp[0dz, x=c,j(Oexpf(r+9)dz)dz+c,
gde je 0 dato relacijom (53).

3° Metoda primenjena pri reSavanju W-jednafina moZe se primeniti
1 na izvesne specijalne tipove neodredenih diferencijalnih jednacina prvog i
drugog reda, u kojima figuri$u eksplicitno i nepoznate funkcije y i z.

(3.1) Takva je, naprimer, neodredena diferencijalna jednadina prvog reda

(54) A (D) + a8 () =f(%,3.2), (@o=0,(x))
Kad se od obe strane oduzme A,(z) dobije se

A, (l) — 1y, 2)— (1 + a) Ay (2)
Z

Uvodeéi proizvoljnu funkciju A=i(x) supstitucijom (11) iz poslednje

jednadine proizilazi
(5% (I+a)d (@) =9(x,2)+7  o(x,2)=f(x, Az exp [)dx,2),

(A =const).
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Neka je z=z(x,A,¢,) opSti integral ove jednadine. Tada je reSenje neodredene
jednacine (54), na osnovu (11)
(56) y=c1z(x,h,¢c)exp . Mx, z=z(x,\c,)

Prema tome neodredena jednalina (54) reSava se kvadraturama u isto
vreme kad i obi¢na diferencijalna jednadina prvog reda (55). To znaéi da se
podesnim izborom funkcije f(x,y,z) reSavanje neodredene jednadine (54) moZe

svesti na integrisanje poznatih tipova obi¢nih diferencijalnih jednagina prvog
reda, naprimer

a) Neka je f(x,y,z) homogena funkcija po y i z stepena m, t.j.

Sy, 2)=2m f(x; L)

z
ili, s obzirom na (11)

Cp(xaz):zm(‘l"(z); ¢(x)=f(x5AeXpI;\dx’ 1),
na osnovu toga (55) se javlja u obliku
(1+ag) Ay (2)=2"¢ (x)— 2,
a to je Bernoulli-jeva jednadina ¢&iji je opSti integral

(57) Zzu[m <c2— fiwdx)] ; p:exp(— [1 :ao dx)

1+aq J

31—

Resenje neodredene jednatine (54) u ovom sluaju dato je jedna&inom
(56) i (57)
b) Neodredena jednadina

Ay () + a0, (2) =yi2 Boy+b); (@ =ay(x), by=by(x))

svodi se, prema (55) na jednadinu
A%2byz?exp2 fadx + blﬂ)\

L4+ap) A (2)=
( 04 () A%zexp2 frdx

a to je Riccati-jeva jednadina

' =ayz% oy z + oy,
u kojoj je
b, A b

A = . %y = y Oy = ————
 l4a, t l+ay A2l +av)

exp (— 2 [radx)

(3.2) Na isti naCin moZe se odrediti kriterijum integrabilnosti neodredene
jednadine drugog reda oblika

(58) By (M) +ayB 2)+a; 0(P) + @ A (D) =f(x.3,2), (av=ay(x))
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Ako se od obe strane ove jednadine oduzme izraz A,(z)+a;A,(z) dobije se

Ay (l) All Yz exXp f a,dx. A, ( _y_)
z . Z

Uvodenjem proizvoljne funkcije 2=x(x) smenom (11) ova jednacina
postaje

=f(x,y,2)—(ay + ay) A,(2) — (1 + a,) Ay (2)

(59) (1+a)d@D+Qr+a;+a)d @) — N+ R+ h—o(x,2)]=0,
gde je
(60) @ (x,2) =f(x, Azexp [ Adx,z), (A=const.)

Prema tome, neodredena jednadina (58) integrabilna je u isto vreme
kad i nelinearna diferencijalna jednadina drugog reda (59).

(3.2.1) Jedan slucaj integrabilnosti jednaline (58) dobije se, naprimer pri
uslovu

61) a,=—1, f(xy,2)=0()+F(,2)9(x),

gde su B(x) i ¢(x) proizvoljne funkcije, a F(y,z) homogena funkcija u odnosu
na y i z. Neka je stepen homogenosti te funkcije m. Tanma je

9(x,2)=0(x) +27e(x), e(¥) =4 (xX)F(Aexp i ndy, 1)
a jednacina (59) glasi
QCr+a+ay)z' =z le(x)+z[B(X)— (N + A2+ a; V)]

To je Bernoulli-jeva jednalina ¢&iji je opsti integral

(62) z=p[ﬁ<c2_fw_dx)]—~:", H:_expfe(x)—()\’.Jr)\2_|_al7\)dx

22+ a,+a, 2r+a,+a,

Prema tome, relenje jednaline (58) je s obzirom na (11) i (62)

r m .
(63) y=c,zexp ,Mdx, z=p m(c2— e(X)p dx) -
L 2r+a,+a,

gde je w dato relacijom (62).

(3.2.1) Jedan poznat integrabilan slu€aj jednadine (58) jeste jednadina
oblika (5)

(64) Az(y)—~A2(z)=%+b, (a=const., b=const.)
z
u kojoj je

a=—1, a,=0, a,=0, F(y,z):»:;, 0(x)=b, Ux)= 1.
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Jednaginu (64), koja se inade javlja u jednom opstijem problemu hidro-
dinamike, ispituju E. Héiland, E. Palm, A. Eliassen, E. Riis, [16], no nalaze
svega dva integrabilna sludaja

’r ’

Vv Vv .
—+h=const., —+h=e"%{const.
y v

D. Mitrinovié, [9], pokazao je da je (64) integrabilno u beskonaéno mnogo
sluCajeva, sluZe¢i se metodom izloZenom u uvodu (jednadina (37)).

Medutim, jedno dovoljno opite reSenje jednadine (64) nalazi se nepo-
sredno iz jednaline (63)

dx \L 1 1 b
= ¢, zexp . Mdx, z=p.(c +a ~—>2, =—=exp — (—~—7\)dx
y=1=0 2 _[7\51.2 ® B p > N

4° U ovom paragrafu prikazana je neposredna primena relativnih izvoda
kao kondenzatora diferencijalnih izraza pri re§avanju neodredene W-jednadine
oblika

FII f/l/ r F/ f‘//
(65) %)

F

+ 7= | = +n*—=0,
o fF S

gde su F i f nepoznate funkcije promenljive x, a n prirodan broj.

C. Trucsdell je u svojo) doktorskoj tezi, [17] reSavajuéi jedan problem
teorije elasti€nosti, postavio jedna¢inu oblika

(66) F"—(L7 +-f—)F'+n2f~F:h(f,x),

ff A
koja pretstavlja obi¢nu nehomogenu linearnu jednadinu drugog reda u odnosu
na nepoznatu funkciju F, a koju je ispitivao za razne specijalne vrednosti
funkcije f=f(x).

Medutim, jednadina (65) je homogena linearna jednadina koja odgovara
jednadini (66), $to znaéi da se za svako partikularno reSenje jednaline (65)
moZe odrediti op§ti integral jednadine (66).

Prema tome, zadatak se svodi na re§avanje neodredene jednaline (65).

D. Mitrinovié, [18], je dao jednu metodu reSavanja te jednadine. Jedno
njegovo reSenje sadrii tri proizvoljne konstante i jednu potpuno proizvoljnu
funkciju, a izraZava se dvema kvadraturama i dvema inverzijama promen-
ljivih, $to u izvesnim sluajevima oteZava eksplicitno izraZavanje resenja {F.,f}.

Ovde je pokazan jedan nacin za odredivanje reSenja jednaline (65) u
eksplicitnom obliku, bez inverzije promenljivih, oslanjajuéi se na osobine
relativnih izvoda izloZenih u glavi 1.

(4.1) Jednadina (65) se pomocu relativnih izvoda izraZzava u obliku

80, o

Ay (F)—
® [A2(f)

AﬂJAAﬂ+n%Af)—0
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Na osnovu obrasca (9) iz glave I sleduje

8 5
8y(f)

tako da poslednja jednadina postaje
By (F)— AL [, (N)]A1(F) +n2A,(f) =0,

()= A =By LA, ()],

il

ALF) + AUF) = A [ 25 ()]A(F) + n28,(f) = 0
Odatle se, dalje, dobije
AL(FY (A IA((F) 1+ Ay (F) — A [ 285 ()1} = — n2A, (),

odnosno
o ACF
FA (F) Ay (F)
Uvodeci funkciju ¢=¢(x) supstitucijom
5() _
A (F)
Jednagina (67) se svodi na sistem jednaina
f2
(68) mﬁak%;uﬂﬂmm
gde ¢ igra ulogu parametra.
Iz prve jednaline tog sistema se nalazi
(69) f2=Fn, n=iexpn2jedx,
e

odakle se dobije relativnim diferenciranjem
|
A1(f)=3[A1(1’")+Al(Y;)]
Smenom te vrednosti u drugoj jednacini (68) dolazi se do jednacine
, 1- : ’ 1 .
Ai(F) = = S A E)+(2:= A (D] 4 (B~ (82 () + — A1 ()],
koja se supstitucijom
cp w?
(70) F=——exp2fedx, (cj=const,w=w(x))
n

transformiSe u linearnu jednaginu
Ay (W) =(1-n?) e,
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iz koje se dobije

1
(71) sz[_Az(W)J 2

1—n?

Ako se ¢ iz (71) smeni u (70), a zatim i u (69), dolazi se do sledeéih relacija
u kojima su f i F izraZeni kao funkcije od proizvoljne funkcije w

1
- A )
(72) f=}e,wh; F=c,w?62-n20"; 9,—exp[[12—(w“)a]2dx
—-n

Prema tome, jedno reSenje {f, F} jednafine (65) sadrZi jednu proizvoljnu
funkciju promenljive x i dve konstante, a izraZava se eksplicitno i to
jednom kvadraturom.

Primeri:
1. Ako je w=asin bx, (a=const., b=const.), iz (72) se dobije

1
=c,e*sinbx; F=cye@ ™k*sinbx; k=b(n:-1)7.
2. Za w=¢* se nalazi

1 1
f=ciek®, F—cyéov; k=1+(1—n®2, k=2+Q2—n)(1-n?) 2,



GLAYVA III

Pri reSavanju neodredenih diferencijalnih jednadina najleiée se prime-
njuju metode reSavanja obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednagina, §to je
i razumljivo s obzirom da su te metode svestrano razradene.

Medutim, u izvesnim sludajevima s uspehom se refava i suprotan
zadatak.

Polaze¢i od date integrabilne neodredene jednadine, naprimer, neodre-
dene jednaline drugog reda '

(1) F(x, 3,2, 8,(5), 8,(2), 83(1), 8,(2)) =0,

¢ije je reSenje, primenom metoda karakteristiCnih za neodredene jednadine,
recimo metoda iz glave Il, izraZeno u obliku

(2) y=f1(x\ay,a), Z=f2(x,k,a1,a2); (ay=const.., A=2%(x))

moZe se u izvesnim sluCajevima odrediti opsti integral one obicne diferen-
cijalne jednaCine drugog reda, koje se dobije iz (1) kad se jedna od nepoznatih
funkcija smatra parametrom.

a) Ako je jednadina (1) linearna, naprimer, u odnosu na y(x), onda
prva jednaCina (2) pretstavlja njen partikularan integral, a druga izraZava
kriterijum integrabilnosti te ‘ednadine.

Odatle se, zatim, neposredno nalazi i njen opSti integral.

b) Ako jednaéina (1) nije linearna u odnosu na y(x), odnosno z(x)
njeno reSenje se u 1zvesn1m slu¢ajevima moZe izraziti, sem u obliku (2), i u
obliku

(3) 9 (x,5,2,01,¢5) =0, (cy=const.)

a to reSenje pretstavlja, ofevidno, opsti integral obi¢ne diferencijalre jednadine
drugog reda (1), u kojoj se naprimer z(x) smatra datim parametrom. '

Ovaj postupak je u iduéim paragrafima primenjen na neke obicne dife-
rencijalne jednaline drugog reda koje se, inace, javljaju u raznim problemima
tehnike, teoriske fizike i astronomije.

" 1° Linearnu diferencijalnu jednalinu &etvrtog reda
C)) FO) (Y —2a%y" +aty) +2f'(x) (¥ —a®y’)=0, (a=const.)
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re§avao je M. R. Gran Olsson, [19]. On je (4) najpre smenom promenljivih
transformisao u linearnu jednadinu drugog reda

.(5) ' =2aV)f(x)—vf'(x)=0,
a zatim je nafao da se reSava kvadraturama kad je f(x)=Ax+ B, (4= const.,
B=const.).

D. Mitrinovié, [20], daje dve metode iznalaZenja reSenja kvadraturama,
pri ¢emu dobijena reSenja zavise od jedne proizvoljne funkcije, a zatim ispituje
sluajeve kad se reSenja izraZavaju pomocu raznih poznatih specijalnih funkcija
(Bessel-a, Weber-a, Legendre-a, itd.)

Ovde se polazi od jednacine (5) kao neodredene jednadine sa dve nepo-
znate funkcije v(x) i f(x).

Ta se jednadina moZe’ izraziti u obliku

(6) 8, —A5(f)—2ad, () =0
a to je jednacina oblika (6) iz glave II. Njeno je reSenje

A 1 22 B . A(—
7 v= —€Xp— dx; f= - expi w(——z—g)a'x; (4,B=const.)
(A—a)y: 2 ) h—a r—a)" 2 a—x

Medutim, prva jednacina (7) pretstavlja jedno partikularno refenje line-
arne jednacine (5), u kojoj je f(x) dato drugom relacijom (7).

Opsti integral jednacine (5) je u tom slucaju
e2ax
v=m cl+62{ dx)

2
\ ! "1

gde je v, dato prvom relacijom (7).
2° Diferencijalna jednacina

(8) WA YEf(x) = (x)
ispitana je samo u malom broju specijalnih sludajeva.

Tako, F. Mertens, [21], i W. Wirtinger, [22], odreduju reSenje (8) razvi-
janjem u redove, i to za slu€ajeve f(x)=0, ¢ (X)=ax i 9 (x)=ax2

J. Miiller, [23], re§ava slutaj f(x)=1; ¢(x)=ax+b primenom jedne
grafi¢ke metode. »

jedno opitije redenje daje T. Leko, [24], nalazeéi da se (8) refava kvadra-
turama kad f(x) i ¢(x) zadovoljavaju uslov

209" = 4f0® + 397
U osnovi do istog rezultata dolazi1 I. Bandié, [25], tretirajuéi jednadinu
(8) sa jednog drugog stanovista.

Ovde je najpre formirana jedna neodredena diferencijalna jednalina
drugog reda koja se svodi na obinu diferencijalnu jednalinu oblika (8), kad
se u njoj jedna od nepoznatih funkcija smatra datim parametrom.
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Zatim je izveden uslov kad se jedno reSenje te neodredene jednaline
izraZava u obliku (3), ¢ime je odreden i op$ti integral odgovarajuée obitne
jednatine (8). Na kraju je iznesen jedan postupak za formiranje beskonatnog
niza integrabilnih jednadina (8) na osnovu teoreme iz (4) u glavi L
(2.1) Data je neodredena diferencijalna jednadina drugog reda

2 ,m

) A, (Y)— By (2)= ay2z , (a=const.)

¢ija se refenja nalaze neposredno na osnovu metoda iz (3.2), glava Il

=Azexp [rdx
1

2 m S—m
—ul2om (" [—“—dxu;) o
L 2A4% ) expfrdx .
(2.2) Medutim, jedno reSenje jednaline (9) moZe se izraziti u obliku (3).
Kad se u (9), odnosno u jednadini

a?zm
Al(L). Al[yzAl(l)]= :
z z y

uvede nova nezavisno promenljiva ¢ i nova nepoznata funkcija n =7 (1)
supstitucijom

(10) t=Jlz(®)J"dx; y=1B()
poslednja jednadina se javlja, na osnovu (20) iz glave I, u obliku

)A BrnzlmA, (B")] @
z B2 Zm .,]2

Ako se, dalje, pretpostavi

(11) B=az" 2, (=z(1))

dobije se jednalina

A,[nz'(u%)J .AI{y)zl+%A1[nz_<1+%>]}=%§’

koja se za m= — 2 reducira na integrabilnu jednalinu

1
Az = "y
n

p=(expfrdx)” 2
A =const., B=const.

¢ N —

&iji je opsti integral
(12) fle,+2mn)~hdn=t+ec,

Jednadina (9) za m= —2 glasi
2

(13) By ()~ By () ==
. y zZ
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a jedno njeno reSenje; oblika (3), nalazi se iz (10) i (11),

(14) ' P

gde je, na osnovu (10) i (12)

(15) jkﬁnmw%@“Q+/@
. J z

(2.2.1) Ako se u (13) z=z(x) smatra parametrom, dobije se obi¢na linearna
diferencijalna jednacina oblika (8)

2

1 < a
(16) DA AW @)=
z

- Uporedujuéi kozficijente jednacine (8) i (16), i uzevsi u obzir (14) i (15),
dolazi se konaéno, do sledeceg rezultata.

(2.3) Diferencijalna jednacina

(17) '+ Y (x) =9 (x)
resava se kvadraturama pri uslovu ’
(18) F0= — 8 9= ;szﬂa:wmﬂ

Opsti integral jednacine (17) je u tom slucaju

s

(19) y=anz,

gde je n dato relacijom » S

(20) /(c1 + 2 Imn) " hdn = ¢y + [d);
z

(2.4) Rezultati iz (2.3) omogucuju reSavanje dva zadatka: a) formiranje_inte-
grabilnih oblika jednaline (17) bez unapred datog ogranifenja njenih koefi-
cijenata, b) formiranje integrabilnih jedna¢ina.(17) kad je jedan od koeficijenata,
f(x), ¢(x), unapred dat.

(2.4.1) ReSenje zadatka pod a) proistice neposredno iz (2.3) jer se po'azeéi
od proizvoljno izabrane funkcije z(x) dolazi neposredno do integrabilne
jednac&ine (17)

2

’r a
€2y Yy =y (@) =—
. V4

Primer. Ako je z=mx+n, (m=const., n=const.), dobije se A,(z) =0, tako
da (21) postaje .
24 a2

(mx + n)?

Njen opiti integral ie, na osnovu (19) i (20)
: I
y= av; (mx +n); [ (¢;+ 2 Imn) " rdy = ¢y — ————
m(mx+n)


Miroslav
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(2.4.2) Slucaj kad je unapred dat koeficijent @(x) u osnovi se slaZe s pret-
hodnim zadatkom, jer se f(x) nalazi neposredno iz (18), pa se (17) javlja
u obliku

(22) 2=y (=) = o)
|'o(x)
Primer. Neka je ¢(x)=k2x?", (k=const.). Iz (18) se nalazi
1 m(m+1
169= =)=,
kxm x2

tako da (22) postaje
x2yy” —m (m + 1)y2 — k2x2(m+1)

Opsti integral ove jednacine je, prema (19) 1 (20)

2

a* 2 k
=—— | (¢, + 2Inm)"rdy = ¢y + ~—— - x2mH1
Y f( 1 )~ = <y Gmi D

(2.4.3) Medutim, ako je unapred dat koeficijent f(x), onda mora biti inte-
grabilna i jednaCina
8,(2)= —f (%),
jer se samo uz taj uslov moZe odrediti ¢(x) iz (18).
U tom sluéaju integrabilna jednadina (17) glasi

2

(23) WP ()=
z

gde z pretstavja jedno reSenje jednacdine’

(24) 8, (2)= -/ (%)
Primer
Neka je f(x)=m, (m=const.). Jednalina (24) postaje
A2 (Z) = —m,

a jedno njeno resenje
a) za m<o, z=e*'™  b) za m>o, z=sinx| m
U sludaju a) jednadina (23) glasi
yy' 4 my? = ae—2* VE’
a njen opSti integral
—2xm

— 1 1
y=ane¥m, S(c1+21nn) /’dn=c2—5—7:_e

l/
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U slugaju b) iz (23) se nalazi

yy" 4 my? = a? cosec? x|/ m,
a njen op§ti integral

L _x 1 \—
y=ansinx|m; S(c1+2lnv;) /“dn=c2—l—/_—_cotgxpm.
' m

(2.5) Koriste¢i se teoremom iz 4°, glava I, o jednoj rekurentnoj homogenoj
linearnoj diferencijalnoj jednaéini drugog reda, moZe se za svaki integrabilan
oblik jednadine (23), uz uslov (24), formirati po jedan beskonalan niz inte-
grabilnih jednadina istog oblika.

Kad se u (23) stavi f(x)= — ® (x), dobije se jednalina

2

X a
(25) w=yrex=—
¥4
a uslov (24) postaje
(26) @) =P (x)

Uz pretpostavku da je jednalina (26) integrabilna i da je z(x) jedno
njeno reSenje, a na osnovu pomenute teoreme, sleduje da je integrabilna
i svaka jednadina :

o a?
27 VeV — i Qu(x) =", (k=123,...),
¥
pri ¢emu je
(28) D, (2) =Dp (x), DPp(x) =D (x)+ A,
gde je
(29 kf A ! k
) = { 2["‘—:-:——— }" Az(P);
v=0 Pl/Xv—Az ()
Funkcije X, obrazuju se po rekurentnom obrascu
’ 1
(30) Xk=Xk_1+A2|:"'—:——*—w‘—__._._j|—A2(p) -
PV Xy —Dy(p)

a funkcije z, nalaze se iz relacije

—1] z
P
3D | 1<P)__ (Zo=2, Xo=®(x))
V=o_1/X —Az(P)w

Opsti integrali jednadina (27) dobiju se iz (19) i.(20)

(32) Yie= a2z,
gde je

1 dx
(33) e+ 2y~ tdy=cy+ | =

Zk
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Primer. Radi jednostavnosti se uzima p.-= const, §to znaéi da se jedna-
¢ine (29), (30) i (31) javljaju u prostijem obliku

k—1 1
34 %y = A2 X -]
(34) A \;:o{ 2(]/le>] ( 0 )
1
(35) xk:xk,ﬁ%(ﬁ_:), |
o ) X

» ' | k2 A (Z,,) o
36 i = . i I —
(36) - Z\;DO[ 4 ] (29=12)

Od jednagina (27) bie obrazovana samo prva, za k=1
a) Ako se u (26) uvede

D (x)-

(x2+1)2°
dobije se
z=|xt+ 1,
tako da se (25) javlja u obliku '
., 2 aZ
(37) vy A

G le el
opsti integral ove jednadine je
1
y=anyxt+1, [(c+2nv) 2dy=c,+arctgx

b) Na osnovu (34), (35) i (36) nalazi se za k=1

) 2x2+3 =T
M=, Xy = = =xxitl,
x2+1 (x2+1)2 ‘
tako da (27) postaje
. 2x243 a’
(38) D el [ ;

Cer T Rt

opsti integral jednacine (38) je
— ' _1 1
n=an x| x®+1, §(e;+2nn)" 2 dny=c,— (— +arctgx>
- x

3° Druga nelinearna diferencijalna jednaéina drugog reda koja se refava
metodama primenjenim kod neodredenih diferencijalnih jednadina jeste uop-
Stena Emden-ova jednaéina oblika
(39) aoy,’+a1y’=boy",_ (av=ayyy, by=bow)

koja je takode proucavana samo u malom broju specijalnih slucajeva.
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Jedan takav sludaj je specijalna Emden-ova jednacina
(40) xy'+2y'+ax¥yn=0, (a>0),

koja se javlja u raznim problemima teoriske fizike i astronomije L.
D. Mitrinovié, [26], ispituje opstiji oblik jednacine (39)

(41) f(X) ¥ +e(x)y +ay"=0, (a—=const.)

i nalazi da se ona re§ava kvadraturama pri uslovu

n+3
EALCIR
¢ (x) = j 715: T ?f (x)
J ()

Ovde se polazi od najopstijeg. oblika jednadine (39), t.j. od pretpostavke
da su svi koeficijenti proizvoljne funkcije promenljive x.

Kriterijum integrabilnosti te jednadine odreduje se, kao i u prethodnom
paragrafu, iz uporedenja sa jednom integrabilnom neodredenom jednadinom
drugog reda, Cije reSenje se moZe izraziti u obliku (3).

(3.1) Data je neodredena diferencijalna jednadina drugog reda

(42) AT A (M) A(2) =yt e,
Jednadina (42) moZe se izraziti u obliku
(43) A (A @)=y tzm

Uvode¢i novu nezavisno promenljivu ¢ smenom

(44) 1= | [z(x0)]2dx,
iz (43) se dobije
A( y)Al[ y'z< ”?)J iy
a ta se jednadina za m-— ;2 reducita na integrabilnu jednadinu
A() =1,

¢iji je opsti integral

1 ] ’
f(ﬁ +yrtl) 3dy = ( 2 )7 (cy+ 1) (cy=const.).
n+ 1

1 Rezultati istraZivanja izloZeni su u zbirci, E. Kamke, Differentialgleichungen I
str. 560—561, Leipzig, 1943.
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Kad se jo§ uzme u obzir (44), dobije se jedno reSenje, oblika (3), neo-
dredene jednaline (42)

o Jarr b 9

(3.2) Ako se u (42) z(x) smatra parametrom i uvede uslov m= —2, dobije
se integrabilna obi¢na diferencijalna jednaina, oblika uop$tene Emden-ove
jednadine.

(46) Vv @) =2
Z

Uporedujuéi koeficijente jednadina (39) i (46) dolazi se, konaéno, do
sledeeg rezultata.
(3.2.1) UopSstena Emden-ova jednadina

(47) ay" +a1y" = boy"
re§ava se kvadraturaina kad njeni koeficijenti zadovoljavaju uslov
48) ' a,~a,8,(z), b=

z2

gde je z proizvoljna funkcija promenljive x.
Opsti integral jednadine (47) dat je relacijom

(49) f R e L O f =)
n+1 z

Primer. Uz pretpostavku a,=cos x, @, =sinx, iz (48) se nalazi
1 .
z= , b,=cos%x,
cos x

tako da (47) postaje
y" cos x+ y'sinx =y*cos3 x,

a njen opsti integral, prema (49)

1 1
f (€, + yn+1)‘7dy=( 2 >7 (g + sinx).
J n+1

4° Treca nelinearna diferencijalna jednadina drugog reda, koja se reSava
metodama primenjenim kod neodredenih jednadina, jeste jednadina oblika

(50) ayy'+a,y' =bye’ (ay=.ay(x), by=>by(x))
koja je takode ispitivana u malom broju specijalnih siucajeva.

Jedan takav specijalan oblik jeste Emden-ova diferencijalna jednacina
izotermiCkih gasnih kugala.

(51) xy''+ay'+bxe’=0 (a=const.,, b=const.)
koja je tretirana sa raznih stanovi$tal.

1) E. Kamke, Differentialgleichungen, I, str. 562—563, Leipzig, 1943.
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Jedan kriterijum ntegrabilnosti jednadine (50) odreduje se kao i u
prethodnim slufajevima, iz uporedenja sa jednom integrabilnom neodredenom
diferencijalnom jednadinom drugog reda, kad se jedno redenje te jednadine
moZe izraziti u obliku (3).

(4.1) Data je neodredena diferencijalna jednadina drugog reda
z
(52) B0+ 840 8y )=z
Iz (52) neposredno izlazi
. , 2
A1 () [Al (y)+A1(v)] =yz",
/)

ili
(53) Ay (DA [z, (p)]=yz"

Uvodeéi novu nezavisno promenljvu ¢ supstitucijom

(54) =[] T dx
iz (53) se dolazi do jednaCine

A (2, [ z (1+ %>A1 »

:y’
koja se za n= —2 reducira na integrabilnu jednadinu

M) =y, . ' —yE=)A,
&iji je opsti integral

2clE
(55) yf(T_—f:)z, E=cyexpe,t
Jednadina (52) uz uslov n= —2 glasi
z
(56) 80+ 4,0 (T =7
y) z
a njeno reSenje, oblika (3), se dobije iz (55) kad se uzme u obzir (54)
' 2¢lE dx
(57) y—(l———EF" E—cgexpclf .

(4.2) Ako se u (56) z(x) smatra parametrom i uvede nova nepoznata funkcija
9 smenom

(58) y=ed,

dobije se obi¢na diferencijalna jednadina oblika (50)

eV
(59) \ '+ A @E)=—,
z2
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¢ijt Je opsti intengral
(60) ' © ®=lny,
gde je y dato relacijom (60)

Uporedujuéi koeficijente jednaCina (50) i (59), i vode01 racuna o (57) i
(60), konaéno se dolazi do sledeéeg zakljucka.

(4.2.1) Nelinearna diferencijalna jednaina drugog reda
agy” +ay' = bye?,

refava se kvadraturama pri uslovu
gy
ay=ay8,(2), by=—

gde je z proizvoljna funkcija promenljive x.
Njen op$ti integral je u tom sludaju
' y=lnr,
gde je 7 dato relacijom
T‘:(lzi%EE)z’ E:czexpclfdr‘:

Primer. Za z=x jednacina (50) glasi

By '+ xy =e
Opsti integral ove jednadine je y=Inn, gde je
2c1E

n=— s EY=C'2.7CC1
(1-Ep




RESUME

Dans le présent travail I’auteur traite le probléme de la solution des équations ind3finies
différentielles du premier et du deuxiéme ordres & deux fonctions inconnues, y (x) et z (x),
en premier lieu de celles qui apparaissent dans la théorie de ’élasticité, dans ’hydrodynamique
et I’électronique, ainsi que dans certains problémes de technique.

Les solutions de ces équations sont exprimées, d’aprés la conception plus large adoptée
dans les travaux de D. Mitrinovi¢ sous la forme

Y=L (XA gy e o €15 Cay )y Z=fo (X3 Mg, Rgy ooy €p, €y nt ),

ol Ay sont des fonctions arbitraires de la variable x et ¢y des constantes.

La méthode méme de solution est fondée sur certaines propriétés des dérivées relatives
de M. Petrovié. Dans ce but on a formulé, dans le chapitre I, une suite de nouveaux rap-
ports entre les dérivées relatives, dont

500 -4, =4 (%) Al[yzAI (f)] -Atk—(y();)JrAl ) =4, [yy k=1 ]

sont le plus souvent appliqées dans la présent travail.

En méme temps on a formulé un théoréme sur I’équation linéaire récurrente de forme
Ay () =f (%), que l'on applique plus tard en élargissant le cercle des équations non-linéaires
intégrables.

Dans le chapitre II on a établi d’abord une classification élémentaire des équations
indéfinies du premier et du deuxiéme ordre en introduizant la notion des équations-W dans
lesquelles les fonctions inconnues ne figurent pas explicitement et leurs dérivées n’y apparaissent
que sous forme de dérivées relatives. ;

Aprés cela on a exposé la méthode de solution de ’équation-W linéaire, homogene et
quasi-homogéne du premier et du deuxiéme ordres, ou la forme générale de I’équations-W
linéaire du premier, resp. du deuxiéme ordre est représentée par

4O +a A (@) =a; A +a2@+a00)+ad (@) =a; (ay=ay (X))

tandis que la porme générale de I’équation-W quasi-homogéne du premier et du deuxieme
ordre est donnée par

Px, 8 (0,8, (2))=Q (%, 4, (0,8, D)
Px, A0 (00, 85 (0, 81 (2), 45 (2)) = @ (6, A (1), 85 (1), 2, (2)5 A5 (2))

oll P et Q sont des fonctions homogénes par rapport aux dérivées relatives qui y figurent,
a savoir, dans le cas général P du m-tiéme et Q du n-titme degré.

Ces équations se réduisent, pour Q=0, aux équations-W homogénes.

Les methodes appliquées dans la solution des équations-W ont été utilisées, ensuite,
dans la solution des équations indéfinies plus générales, dans lesquelles figurent explicitement
¥ (x) aussi bien que z (x) de forme

A M+ 8 @D +ard () +a 8, (@)=f(x,5,2)
ou la fonctions f(x, y, z) satisfait certaines conditions.
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Les résultats auxquels on a abouti sont appliqués dans la solution des équations
indéfinies appartenant aux types susmentionnés de la théorie de I’élasticité

n—1

AN+ -D 2 (D=0; 2,008, ®) -3, N3 x= A, (x), (n=const.);

de "hydrodynamique
A () -2 (@)=h, (h=const); 3, () -3,(2)= _a; +b, (a=const., b=const.);
z

de la technique
A () -2 1288, () =0, (a=const.)

A la fin de ce chapitre on a effectué la solution de 1’équation-W du troisiéme ordre

A, (zZ
50| 2208 0] 0w s, @-o0,
8, (2) )
laquelle apparait dans un probléme important de la théorie de I’élasticité.

Dans le chapitre III on a exposé I’application des méthodes, dont traite le chapitre II,
dans D’établissement du critere d’intégrabilité d’importantes équations simples non-lingaires
différentielles suivantes:

de I’équation différentielle
YR L) =9 (%),
qui apparait dans ’électronique; :

de V’équations généralisée d’Emden

YAy =9 (x)y,

connue dans la physique théorique;
de I’équation généralisée d’Emden des sphéres isothermes des gaz

YAy =0 (x)py
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