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0.1 — U nuklearnoj fizici i tehnici neutroni zauzimaju izuzetno vaino
mjesto zbog svoje prirode i zbog tehniCkih primjena pri kori3€enju nuklearne
energije. Pri proucavanju kretanja velikog broja neutrona bilo bi suviSe kom-
plikovano, a uglavnom i nemogucno, tafnije uzeti u obzir mnoga otkrivena
svojstva neutrona, keja se prouavaju kada se radi o manjem broju. Tu su
prvenstveno magnetna i kvantna svojstva, kao i njihova talasna priroda. Danas
je dovoljno efikasan metod proucavanja njihovog kretanja u veéem broju ra
osnovu kineticke teo.ije materije uzimaju¢i u obzir ,transportne“ uslove. U
teoriji kretanja neutrona proucavanje usporavanja je od osobitog znalaja, jer
se podesni rezultati mogu primijeniti u nauci o nuklearnim reaktorima na
kretanje neutrona kroz mogderator. Rezultati elementarne teorije zadovoljavaju
osnovne praktine potrebe, ali za dalji razvoj neutronske fizike transportna
teorija ima veliki znacaj.

0.2 — Proces usporavanja neutrona proucavan je uglavnom za sludaj
kretanja neutrona kroz jedan element. Usporavanje neutrona kroz smjesu
elemenata nije proucavano prema egzaktnijoj teoriji osim za specijalne slu¢a-
jeve teskih elemenata uz naro¢it vje¥tacki oblik varijacije srednje duZine
slobodnog puta, kao i smjeSe vodonika sa zamiSljenim elementom beskonaéno
velike mase (29), 5to ne pretstavija rjeSenje problema kretanja, odnosno uspo-
ravanja neutrona kroz smjeSu elemenata pomoéu transportne teorije. Poku-
- 3aji u radovima Wallera (41) da se dobiju rezultati za smjeSu nisu uspjeli zbog
suvie grubih aproksimacija, dok za usporavanje kroz moderator od jednog
elementa isti radovi daju dobre rezultate. Taj problem je fretirao i Bothe na
manje precizan nalin jo§ 1942 godine, kada se ova oblast nalazila tek u po-
¢etnom stadijumu. U elementarnoj teoriji ovaj problem se rieSava suvi§e grubo
tako da se uzima u obzir vrlo malo elemenata procesa [napr. (14), (12)].

0.3 Cilj ovog rada je da tretira usporavanje neutrona kroz smjeSu od dva
elementa kona¢nih masa, tj. ma kojih elemenata od kojih je sastavljen mode-
rator, kao i raspodjelu neutrona na granici moderatora, gdje je glavno izradu-
navanje ekstrapolacione duZine. Dobiveni rezultati se mogu uop§titi i na vise
elemenata. Glavno je da se pri tome drZimo uslova o konainosti masa aba
elementa, pa se specijalni sluajevi iz toga mogu lako dobili.
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Predmet ove teze izabrao sam u sporazumu sa prof, Murray-om (Raleigh,
SAD). On se u toku izrade ove teze Zivo interesovao za dobijene rezultate i o
njima sa mnom diskutovao.

Prof. Ka$anin pruZio mi je pomo¢ u pobolj3anju definitivne redakcije teze,
naroCito ukoliko se to odnosilo na njenu matemati¢ku stranu.
Obojici izrazavam zahvalnost na pruZenoj pomodi.

1. Osnovna jednalina za usporavanje neutrona

1.1 — Kretanje neutrona kroz neku sredinu danas se tretira uglavnom na
dva nadina: elementarnom teorijom difuzije i egzaktnijom transportnom teorijom.
U ovom radu se polazi od transportne teorije.

Transportna teorija kretanja neutrona polazi od csnovne tzv. Boltzmannove
.ednadine (kineticke, transportne), koja glasi:

)
on
———(;——l—i)—}-v grad n<r v, t)—l—— n(r v,t)—-
-
= r v t (v’, v)dv'-l—q. (1,1)
Ovdje je:
* .
1 vektor poloZaja neutrona,
->
v brzina neutrona poslije sudara,
->
v’ brzina neutrona prije sudara,
> >
n (r,v,f) funkcija raspodjele neutrona po koordinatima i brzinama,
- -
w (v/,v) relativna vjerovatno¢a da neutron usljed sudara prede iz
- -
stanja sa brzinom v’ u stanje sa brzinom v,

->
\ totalna srednja duZina slobodnog puta neutrona energije E i brzine v,

), srednja duZina slobodnog puta neutrona u odnosu na elasti¢no
ra§trkavan]e

). srednja duZina slobodnog puta neutrona u odnosu na zahvat (Iste

~ veli¢ine sa apostrofom odnose se na neutron energije E’ i brzme v'),
q broj neutrona koje izvor daje u jedinici vremena,

=
— v. grad n promjeoa broja neutrona usljed slobodnog kretanja,

v . " - N . L
——;: n broj neutrona koji u jedinici vremena izidu iz stanja brzine v,
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Teorija kretanja neutrona 3

integral na desnoj strani pretstavlja broj neutrona koji udu u to stanje

usljed elasti¢nih sudara sa jezgrima.

Kako su efektivni makroskopski presjeci T reciprotne vrijednosti odgo-
varajué¢ih srednjih duZina slobodnog puta, bice

s=73 43,
ili O

1

1_M+M

Veli¢ine A, %s i A, zavise od energije neutrona, U nekim intervalima
mogu se smatrati konstantne.
U savremenoj literaturi usvojena je promjenljiva

u=In %’ (1,2)

gdje je E, neka poletna energija neutrona. Funkcija raspodjele neutrona izra-
Zena pomoéu u ne zavisi znatno od te promjenljive za velike vrijednosti iste
promjenljive, pa se zavisnost moZe zanemariti. Time se i opravdava njeno uvo-
denje, Naziva se i letargija. Pomoc¢u u se i funkcija raspodjele efikasnije tretira.

-> 1—; . > >
Osim toga se uvodi Q=—. Tako ¢e funkcija n (r, Q,u, f) opet za-
14

dovoljavati transportnu jednadinu.
Uvodi se i funkcija

¥ (10, ut)—2n(r, Qu, i) (1,3)

vn
A (w)
> > > >
Tako je v (r,Q,u,t) drdQ du ukupan broj sudara u jedinici vremena medu
-> > -> > > ->
rir4+dr,QiQ4dQ,ui a4 du

Pretpostavlja se stalan izvor neutrona, pa je glavno pitanje proucavanja
stacionarnog stanja.

Posmatrano u jednoj dimenziji, uz oznaku izvora Diracovom funkcijom
8 (2), osnovna jednaCina ima ovaj oblik

@R TL A ) = fdu'fdé'w(z. Wy ) (hor 1 — )+
5 () 8(a)
+22= (14

- . + . -*
i je kosinus ugla mediu vi v'.
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Funkcija f (py, u — ') pretstavlja relativnu vierovatno€u -a jedan neutron ostane

-> -
sa parametrima (Q’, u) usljed sudara, prije kojeg je imao parametre (Q’, u).

Ova integro-diferencijalna jednacina izvedena je iz Boltzmannove jedna-
tine i moZe posluZiti kao glavna jednalina za proucavanje kretanja neutrona
kroz mederator, bez obzira na njegov sastav ((29) str. 200). SluZi za odre-
divanje funkcije {.

1.2 — Jednatina (1,4) moZe se rijeSiti Samo aproksimativno. Istina,
jednalina je u principu rijeSena kada se izratunaju prostorni momenti gustine
neutrona, ali u tome ima dosta tefkoca, o kojima Ce kasnije biti rije¢i. Defi-
nicija prostornog momenta, recimo reda 2m, glasi (29)

| fzz'"dzfqur(z,pu,u)
(2m)
[z (u) === : (1,5)

srednje ‘fdzj dQ ¥ (z,p,0)

—8

Ovaj izraz pokazuje da se prilikom izratunava ja prostornih momenata nailazi
na matematicke komplikacije, pa se ranije ili kasnije, a naroito pri njihovom
sabiranju, mora pribjeéi izvjesnim aproksimacijama.

Danas se smatra kao najpraktiCniji metod nalaZenja prosiornih momenata
u primjeni Fourierovih transformacija funkcije raspodjele. Poslije te primjene
nailazi se na nedto jednostavnije izraze za prostorne momente. Primjena tog
metoda data je pregledno u radu Marshaka (29) str. 200—201, pa éemo u
ovom radu taj metod prikazati detaljnije.

1.3 — Prema definiciji Fourierovih transformacija imamo :
iyz
(p(y,p,u)_:_F[‘If(z,p,u)]=fdz.e- ¥ (2, 1, ) (1,6)

Primjena na (1,4) daje
oV iyz
M [ G5 e a0 0=

6 (u)

— ]d f 0 8 g (3, W, 1) £ (o u — ) - 2L 1,7

Na osnovu poznatih svojstava Fourierovih transformacija moZe se lijeva strana
ove jednacine napisati u obliku

U)I—‘-f iyz o_a—f : cp(y,p,u)dy—l—tp=
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~ iyz - —iyz
=r@p(—iy) fey dz fe 'y<p(y,}1,«U)dy+°P-
Onda je - 7
M - [ A’I r ’ 4 S(H)
o,y W)l —ir(@py)= [du | dQ ?(y,}l,u)f(uou—u)—i——}-ﬂ (1,8)

Funkcije ¢ i f zgodno je razviti po Legendre-ovim polinomima :

e

ey, pu = EazP,(p) (1,9)
=0

S (mu)= 2”’ Py (p). (1,10)
=0

Konstante a, i b; nalaze se mnoZenjem odgovaraju¢ih jednalina sa P, (p) dQ
integriranjem po . :

o Q:il =fdQ"P(y’ 1) P () = ¢ (y, 1) (1,11)

Na osnovu toga je

9 (3, p 1) = 22’:;1 (9, 1)-P, (1) (1,13)
=0
feo=Y 2’4*;‘ f @ P (w)- (1,14)

I1=0 .
-3
Ako se sada pomnoZi (1,8) sa P, (p) i integrira po dQ, dobiva se

[43-s0mu, P — 132 [re0.m 0 Perd0 =

=fd"'fjd & (1 ) f s 1—t) dQ P () +- 12 () 8 (0)IQ (pls Wd2
n
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Koriste¢i notacije iz (1,11) i (1,12) nalazi se
P (v, ) — iyA () § pp (v 1, 1) Pr () d9=fdu’-?z(y,w)-fz(u—tt’)-l-‘r8(u)~

Proizvod p P;(p) pod integralom u drugom ¢lanu moZe se zamijeniti prema
sljedecoj relaciji za Legendre-ove funkcije (vidjeti na pr. (42) str. 308).

1
BP0 =g [ P, P ] (1,18)
Dakle
iyh(u) .
o (y, u) ‘—m—l [(1 P 1_1(1’, u)+([+41) <PH_1(J', U)]—-—
— f dit @y (y, ) f1(u— u) +18 (), (1,16)

gde je y=01za I#0, y=11za [=0.
Tako je specijalno za I=0

u

90y, 1) — iy\ (5) 9, (3, 1) = f a0y (1 1) fot— ) + 8(0)  (1,17)

]

Funkcije ¢, (y, u) mogu se razviti u.red i to kada je / parno red sadrZi samo
parne eksponente. Taj red ima oblik ((29) str. 201)

) P
n) =Y 0w @ (1,18)
k=11+2,0+4

Sada smo u stanju da prostorni moment prikaemo pomoclu novih funkcija
((29) str. 201).

2 m) @n

m

[z (u)] P () (1,19)
‘ srednje P.° (ll)

1.4 — Cak je i u elementarnoj teoriji kretanja neutrona kroz neku sre-

dinu jedna od najvaznijih veliina koju treba rafunati duZina usporavanja L.

Prema tome je glavni dio problema izratunavanje ove veliine a zatim gustine
neutrona.

Prema definiciji duZine usporavanja imamo

L 2 _ [Z2 (ll)] srednje [rz (ll) ] srednje
s 5 6

Ova relacija i identi¢nost se moZe dokazati i pomocu elementarne teorije.

(1,20)
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2. O nekim matemati¢kim operatorima

Prilikom izraCunavanja duZine usporavanja neutrona kroz smjesu elemenata
-~

nai$ao sam na neke matemati¢ke operatore, koje sam oznalio sa b\, ﬁ, A
B, Q. ==4, =28,

L)

2.1 — a) Operator D. Ovaj operator je definisan na sljede¢i natin:
Do (1) = D (u)

u u
b, W)y=e"" f e @, (u)du’ = e f e ¢ (d')du,

o - [/]

<D2(u)=e‘" [e"” <I>,(u”)du” =e_ufeu”[e_uu_+_

/] /]

ull MI’

u
fe”’. (b(u')du’]du”: =e—"f[Je“’¢(u’)du']du”,
0 o o

"

u
Py (u) =€~ ”fe””’ D, (u'")du”’' =e -“fe urr {e—u”’

am ur utt

f [fe”’di(u)du]du du”’——e““f f [fe”'CD(U)du]du”}du"’

]

(n n 17

simcc | [ [ froian] oo

Qdavde izlazi rekurzivaa formula

u n n

Y :

b, (u)=e—" J et <I>,.—1[u‘")]du<")=e‘“(fdu') e o). (2,1)
g ‘ [

Uzme li se uopste u( kao promjenijiva ¢, bice

u

b, (u)= e‘”fe‘ &, (1) dt.
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Svojstva dobivenih funkcija pckazuju da na @ (u) dejstvuje operator
D, u obliku

Dy ® ()= 4 (1) + @, (1) + P, () 4. ..+ &, () 22)
Kako je
e"[¢,(u)+d>2(u)+...—}—(b,,(u)]:f[et<I>0(t)dt-{—e‘<b1(t)dt—{—...+

o

+etd,  (f)dt ]du’ - fe' Dy_y D (Hdt, ili
S, (WP, () + P, @)+ ...+ P ()=

u
___-e—uferDV_1 @ .1 dt,

n

bide
D, qb(u)——:duu)—}-e—"J et D,_,- & (1) dt, (2,32)
i "
(v—1)
: Lo
D, . d>{u)=D,,_,-¢'(u)+e‘"-f du'...fe; & (1) du® (2,3b)

Relacija (2,3) pokazuje vezu medu funkcijom kada na nju dejstvuje ope-

rator ﬁ, i operator ﬁv_i. Ovo bi bila neka vrsta rekurzivne formule za
operator D. Ona je podesna za snilavanje reda, koji pripada operatoru, 3to u
principu olak3ava eventualno numeri¢ko izralunavanje.

2.2 — b) Operator P. Ovaj operator je definisan ovako:
Py @ ()= (1)

f’l'- b (u) =& (u)+ e~ 3'zu'-feS—zu"-<l>(u’)du’

o

it
3u

Py )= & <u)+e--‘32"*f > () du'+
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B u’

e Bu 3o’ 3u’ a7
_-g—f ez e 5 . du fe 2 @ W')du" =& (u)
Q

u u u
3u 3u’ 3u 3u”’
—I—e"g'f e s P W)du -+ e o jdu’ fe_z'db(u")du”
) 0 :

4]

(V~1)

. <1>(u)=i’\v_1 P (W) e~ f dua fdu"- . ¢' (u®) du® (2,4)

2.3 — c¢) Operatori ;l\n B. ovi operatori su defmisani ovako:

)

u
o~ 3u Ki"d
Ay - Pw)y=e~ "3 - [a(u'\)eg - @ (u;dd,

o
u

~ u v’
B,- & (u =e_z-fb(u’)e-?¢>(u’)du’;
u uw
—~ _3u 3w ) ‘_3u» 3u”
Ay - D(uy=e™ 2 . fa(u’)e 2 du’f a)e” 272 o )du",

(o]

u u’
§2-¢(u)=e"“z'fb(u')e‘“z- du’fb(u" e~ THT .o W)du", (2,5

o]

2.4 — d) Operatori ai m. Operator (/,),\ definisan je ovako:
QPW== 4, & (u) (2,6)
Njegov se oblik moze lzmuemtl i izratunati njegovo dejstvo na funkciju

kao 3to slieduje:
. 3u’

-~ 3u 3 3u’ 3a
Q- d(=e z- fa(u’,eT b ()du'+e "2 [a(u’)eru’-

[ [

i u
. ) ' §a(u)dd
| fa(u) - =T OW)du"+ - - =e 2 -e .

2
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u o’ e o ’
—fa@")du" ,, 3 fa@")du" ,,
e ° T e7T ca@W)d()di=e¢ 2. |et e
a(w) ¢ (u)du! @7
Analogno se definiSe operator I/I\, odnosno

§ b (u") du” f

. -'f/b (u//) dul/
N.¢(uy=B, Puy=e 2-¢°

e’ e% b (1) Da,” (ur) f—

[

u u
. {b(u")du" y
=e~5z-| e" Coer-b() D (v)du 2,8)
0
2.5 — U toku izraéunavanja naiSao sam i na ¢&lanove sa sukcesivaim

dejstvom operatora AiB Opstu teoremu za takve zbirove nije moguc’nb naci,
pa je najbolje primijeniti numericko neposredno izratunavanje za svaki sluéaj.
Inae se za opsti sluaj moZe postupiti kao Sto sljeduje.

Neka na primjer dejstvuje operator /EQ na funkciju F:

. u P u’’
o~ o~ I /e
B Q- F(uyy=e" T:— : f b)e—" du'- f e 5,,”0 (a )d’u e 2 a(u")du"-F (u").

[

Stavimo
u v a(u")du" 3
b (u) = fb(u')e‘”' - du'- f,e" e 2 -a@")ydu”-F@’) (2,9)
i
_Szu’ ) u" {,, a (un) du’’ 3_11”
S@)=b()e ‘d”'fe -+ e ? a(u)du”, (2,10y
[
pa e biti o
BQFw==0¢w-e * (2,11)
Prema tome je °

<§ a) (2-)F(u) = e_ : jS (u') @ (o) d,

/]

u’

~ ~\® -7 [ ) )
(B Q)-F(u)=e . fS(u’)du" JS(u")d)(u")du’.

n
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Prema postupku navedenom u (2,7) dobiva se sljedeca relacija za ¢la-
nove sa sukcesivnim dejstvom ovih operatora :
u
@) —2 u {S@)d”
A~ N 2 u
2(3 0) -F(u)=e-fe . S@)® () d. 2,12)

0

Na slican nacin se za obrnuti redoslijed ovih operatora dobiva

® se u (K@) du”
A 2 u
2(Q B Fy—=e - [e" . kuyow)ar 2,13)
-gdje je
.\'{ a(u")da’_w u u”
u 2 2
K)=e - e - a(u’)-f b (") e-du", (2,14)
7]

Veli¢ine a i b se u naSem problemu mogu izracunati, kao $to ce se vidjeti.

Kada se one znaju, onda se sve vrste navedenih dobivenih integrala ;mogu
izratunati i numeriCki.

2.6 — U izralunavanju sume u vezi sa navedenim operatorima nai$ao
sam na rjeSenje jedne poznate diferencijalne jednacine; ona se nalazi u struc¢-
noj literaturi primijenjene matematike. Kako to nije bez vaZnosti za matematicka
izratunavanja, naveodim ta izracunavanja u opstijem obliku. Treba, naime,
izraCunati vrijednost izraza

® z X (n)
Fa=2([ena[o) 1o (2,15)
J
Neka je 1
f gt () de=t41@), [yt ()= hy ().
Tada je

F@) =D

J=2
Diferencirajmo f i A:

g(2) hi(2) = i’i’*‘ﬁ , L= dh; (2) )
dz dz
Ali

@ _d (1 e

) g(z) dz

dz dz ) =5
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pa je -
F(z)—z dz( ‘ df]+1z(2))

=2 az - 1 dfiy,(2) dg (2);

g(2) _ZiszH_' (= 2% (2) dz az

NJI PRI PSS B N4
Efi @) _g(z) dz? 2 he:@) g2(2) dz 2 fis:@) dz
2 j=2 j=2 )

‘Stavimo i

bice
1 a:S 1 ds d,
forS=— o — =
gy dz2 g%zy dz dz

Poslije redukcije -dobiva- se diferencijalna jednacina

d /1 das
_(_ .__)=f2+ s. (2,16)
dz \ g dz
Stavimo li dalje ’
A=S8+1t,
bice
dS__dA _di, . d ldS)___ (ldA (ldf,
dz dz  dz’ <g dz) dz\g dz) gdz>’

ili
d (1 dA Ldfa\
dz(g dz) dz (gdz) 4;
f_=Sg(x)h (x) dx,

%—g@h&) 'of, (2).

Prema tome je

d (1 dA
dzgr dz>—A =16

Stavimo
gdz==4dt, |, () = P );
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tada je ,
d?A
) — — A=9(1.
g, ¢ (1)
Tako se rjeSenje A dobiva iz slijedec¢e diferencijalne jednaéine
dza
— — k). A=m().
radl ®

Ovo je poznata diferencijalna jednalina, koja je u literaturi &esto razmatrana.
(v. na pr. u knjizi: S. A. Scheljkunoff (Seljkunov): Applied Mathematics for'
Engineers and Scientists, New York 1948, p. 227).

3. Odredivanje duZine usporavanja Ls pri kretanju neutrona kroz.
smjeSu od dva elementa

3.1 — Oblik funkcije f, tj. vjerovatnote da neutron sudarom promijeni
brzinu kao 3to je u poéetku navedeno dat je u literaturi, kao 3to je na pr
naznafeno i u Marshakovam pregledu (29) str. 188). Ako se, naime, sa M
oznali masa jezgra sa kojim se sudara neutron mase m, bice

2 —u u —
_(A_’ﬂ_.e.s(,l_M+’”.e—*z'+M m-e":‘)- @1y
8aMm 2m 2m

Ovdje je 8 Dirac-ova funkcija sa sljedecim osobinama:

f(y‘) u) =

f&(x)dx:l; §(x)=0 za x#0

[1098cax=r5 [10980x—aax =tia)
Ako se kao jedinica mase uzme masa neuirona, funkcija (3,1) ¢e biti

_ My s ML e M1 =) gy,
o= o8 (e T 4 M 3 @12)

Za slucaj smjeSe od dva elementa uzmimo da je masa jezgra jeduog.
elementa M, a drugog N. Uvedimo oznake

Mt N (3,1b)

3

4M 4N
Onda je prema (3,1 a)

—(u—u’) - —
I(}lo,u,U’)=§M Cm(u)e - 6'[110—(M—+—1e—-2 M=l )]Jr
T
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u— o

N(1 — .8l — e — . 3,2
+2“( CM)e [P'o ( 2 e 9 ¢ (3,2)

Pomo¢u ove funkcije izratunatemo f, i f, koriste¢i navedene osobine
Dirac-ove funkcije : '

—(u—

—(u—u’) ( ")
1oy u0) = f O dise f (g, &) —am Cu (@) +an(1—Cu)e.  (33) -

c, C —w—v)
1 (0, o) = f 2««1%[“;‘“ e Blge—taan) +

aN(l—C) . e'_ (".— u’)

+2;rt

8 (1o —p,m]=

—(u—u) _u;z", — u—;_u,
=apy Cp(u) e . (lw_z_tle M le )+

+4Nu—cMwn[wﬂ%N;4e bt SO )@@

2
Navedene skrafenice jasne su iz same poslednje relacije.

3.2 — Za nalaZenje duZine usporavanja posluZiCemo se razvijanjem u
ted naznaen relacijom (1,16). UzeCemo viijednosti za /=0 i [ = 1.

‘Onda je

u

2y =AW # 00 = [ WG f i)+ 8@ S
00— L2 v rw= [ at 0, 001 00, (35b)

gdje uzimamo samo moment nultog i prvog reda.
Razvicemo ¢, i ¢, po stepenu od iy:

Po (,V,u) =%g0 (U)—%—-q)oz (u)_|_ ..
Py (v, 1) =iy @yy (W) 4 -

Funkcije @qp (#) mogu se razloZiti (29) na clanove bez i sa & (u), odnosno

Pap (1) = §uﬂ (1) + Gas 8 (1) 3,7)
gdje su Ggq konstante.

(3,6)
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Uzedemo iz (3,6) samo navedene prve &lanove, pa ¢e se (3,5a) i (3,5b)
transformirati u

Poo (1) — i;<Poz(u)—iy>»(u)- iypy (u) = f dU’[%o(u’)——

_yg Qo (u') ] fo(u—1u')4-8(u), (3.,8)

iy A (u) [
3

iy (1) — o0 @) T 0ul@) | = [ a9, 100 39

Izostavimo ¢Elanove viSeg reda u (3,8), pa ¢emo imati
u

Poo (1) = [d”,' Poo (') o (u, u') 4 & (u), ili

0

oo+ G 8 () = f du’ Ego(u') f (u, u')+- f du’ Gy 8 () fo (u, u') + 8 (1) (3,10)
Ova relacija postaje ’ i

Eop (1) = f At oo ) o, )+ € [ 21ty C (0) + 27y (1 — C (0) ] (3,11)
Stavimo li ’

220 C (') + 2man[1 — C ()] = A (v') (3,12)
dobi¢emo

oo (1) = Ag-e— 1 + f du' -y () fy (1, ) (3,13)

Diferencira¢emo jednatinu (3,13) prema poznatom pravnlu za diferenci-
ranje integrala :

e ) _
du

u

—A(0)e " — f du'-8oo (') fo (u, 1) + Eog (W) A (1) =
0
= — & (1) +Eoo (0)- A (0);
§00lt)
& ()

Prema tome rjeSenje naSe jednaéine ima oblik

Eoo (1) = A (0)- e @, (3,16)

=A(u)—1.
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gdje je

q(u)=f2ﬂ[aMC:u')+a~(1—0(u'))—1]du' (‘3,1‘7';

Iz relacije (3,8) nalazi se

u

— By (1) + 2k (W, (1) = — f e 903 () f (1, ), (3,18)

a u vezi sa (3,7) ovo postaje
o2 ')+ Goa & (1) — 2N (u) &y, (u) — 20 (u) G, 8 (u) =

— / du' By (') 1o (1, u') + f du' Gy, 8 (u') f, (u, ).

/]

Na sli¢an nadin se dobiva prema (3,9)
u) Mlu ; , , ,
@ =P e @5 T @0 = [ 00 @), 1)

/]

ili

b (04 Gy 60— ‘”) oo<)—}‘—‘90008()+ )Eoz<)+

+% : —;faomlz) — f di' - By, () 1, (1 u) 4 f 4G 8 fwn’)  (3,19)

Uporedenje ¢&lanova bez i sa liirac-ovom funkcijom daje

B (00— 50 () = f Ao’ &y () 1y (1, ) -5 (1) (3,20)
i G, = ; ), gdje je
M—1 %

s(u):Gn {QTI(IMC(O)Q‘ |:£2_1 e——z—__ 5 e :l—l—
. -

_N—1L ?]

Z 3,2

+27an (1—C(0)) - ¢
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Ovaj izraz se moZe napisati skraceno u obliku

- 3u u

s(uy=ae ?—}—be 2 (3,21")

Relacija (3,20) moZe se napisati i u obliku

&y, () ___.léﬂ .eq(")‘-{- s () - fdu’ En (@) (u, ).

0
Stavljajudi
l éu_) e s ) = () (3,22)
dobivamo
Sny=tw-+ fdll' (@) f, (u,u)=

0

=t (u) + fdu’-t(u')fl (u,u')+ f}‘, (z,u) du’f]‘1 (', u’) t (u") du"" ~+-..

(k—l)
(k=1 (k) *)
=t(u) + 2 ffi du'. ffl u, u(") )du (3,23)
Stavimo li
3s(u)
= 3,24
. G\ll) N (0) » ( )
dobicemo za funkciju #(u) sljedeéi izraz
()
tw=" "2 o 0. (3,.25)

3
Ao jo

£ =27 () ks @+ -3—».* (0) Jo (1) ==

=2m(u)r:u<u>+§xé<o>2c,--(0)a;'e -

I=1

=2x(u>§,1<u)+§v<0>2 A(0); e —

=1

=25 W)+ *(0) B, (3,26)
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gdje je

B~ MZA@,-,

i=1

onda se moZe izracunati &, navedenim zamjenama. Poslije izvrSenih algebarskih
operacija i uvodenja ranije navedenih operatora (§2, dobiva se

gfoz(u)=v(u>A(o>e T or@ S @+35 O+

+x(o)[25-x<u>a<u> + Dbrw N (43 ) $’<u>]+
+%((”—)) (A+B )(")x(u)e §3— 2m=(u)e+
’ (n) LE0)]

A()Em(u) 2<A+B)- ~(a) e, (3,27)

gdje je o - .

(k—1) —u
T2=}\2(0)B[e‘"+2 ffo(u,u’)du’...ffo(u,u”) e du (3,28)

n=0 0 0

3.3 — Clan T, se izratunava ovako:

T,=22(0)B [ e="+ 2 fzcj(u')ajé("—-"')da'...

k=0 0 j=1
(/‘—1)

(k -1 *)

®)
fz G uPaye@ — U p-u .duac)] =

0 j=1 o
.

=2r2(0)B [e“”—{—fC(u’)e‘”-du’—{-—f C(u’)e-_(lzi_u‘;)fc u")e du" +
o : o 0

u "4 ‘
— (u—l”) J— (ul —_— ull) — ull
+ | C@e - du’fC @")-e . du” fC @e -du" .. (3,29)
0 § 0
gdje je

n

C () = E ¢; (') % (3,30)

i—=1
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Relacija (3,29) moZe se dalje tran-formirati kao 3to sljeduje
"I

T2=)\2(0)B-e"“[1+fC(u’)du’+f C(u’)du'-fC(u”)du"+
0 0 0

u u u’’
+ f C (') du’ f C (") du" f C (") du”'+...] (3,31)
0 0 0
Izraz u uglastoj zagradi iznosi
u i u %C (u') duf (3 32)
1+fC(u’)du'—{—fC(u’)du’fC(u”)du"—}-...:e , '
H o * 0
ito se moZe dokazati razvijanjem u red, Prema tome je
f % cj (u') o; du'
0j=1
T,=M()-B-e-%e (3,33a)

gdje je notacijom pod integralom obuhvaéeno viSe elemenata smjeSe, 3to bi
pretstavljalo dalje uopStenje naleg sluCaja od dva elementa. Vidi se da je
principijelno rezultat sasvim sli¢an. Za na$ slucaj je

} C()adv
0
T,=11(0)-B-et:e - (3,33b)

3.4 — Koristeti relaciju (3,27) i izraz za duZinu usporavanja, dcbiva se
trostruka vrijednost kvadrata duZine usporavanja u obliku

u
—q(u) —u 5 Ndu'
e .eoC(U)d

222 () L2 (B .
L= W)+ 20 o e +
. @ (n)
Pt (a3l
4 MO @ 26 N () o () +ZB x(u)z(f4+1§ TN
A (0) ’ ’ )

q(v)

4 A @) - e_‘-l(")2<;1\+/§\)(~n))\(u)e +
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+e ¥ me Wetle vax (1) 2 (Z-{-E)(K @e  (3,34)

Drugi &lan se moZe i dalje transformirati, pa dobiva vrijednost

B u——j‘uC(u’)du’—u-}-fC(u')dlx’
0

XM(o)—-e , - e = A% (0).

Tada se dobiva definitivni oblik relacije za duZinu usporavanja :

o]

L =i (04200 + =0 N (48) s w4

n—o

14
+249. et [Ebvx(u)cs(uhL Dorw (A +B)"c\<u)] +

+a@w)e ".‘"’2 (2 +Za)"x we 't

+Zq-(")2 Dyraz@)e 4 e 2 25” A (u>2<2+§)71 @e " (3,35

4. Numeritko izracunavanje L, za vodu

41 — Za numeri¢ko izracunavanje duZine usporavanja neutrona kroz
smjeSu elemenata prema dobivenoj formuli moZe se postupiti na dva nacina
saobrazno uobitajenom postupku sa formulama za druge sluajeve. Prvi je da
se za L; odmah uzmu aproksimacije redom, pa vidi kolika su poboljSanja i
kakvi su rezultati u uporedenju sa postoje¢im pribliznim metodima. Drugi je,
pak, da se redom uzmu aproksimacije za navedene operatore, ili €ak i aprok-
simativne sume, takode racunajuéi poboljSanje, odnosno razliku u rezultatu. Tako
¢e se opravdati primjenljivost dobivenih redova.

Napominjemo da su dosad objavljene aproksimacije po ovom pitanju grublje.
Navodimo samo onu iz Marshakovog pregleda, gdje se za slu¢ajvode uzima
da je masa jezgra kiseonika beskona¢no velika, a varijacija srednje duzine slo-
bodnog puta eksponencijalna, pri ¢emu je za eksponencijainost analiticki izraz
uzet zgodno da bi se mogao integraliti komplikovani izraz, koji se u definitiv-
noj formuli dobiva. To ipak ne smeta da tamo dobiveni rezultati sluZe kao bro-
jevi za uporedivanje.
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Poéi ¢emo i mi od nekog stanoviSta za usvajanje varijacije srednje duZine
slobodnog puta. Kasnije ¢emo vidjeti da je za interval energije koji nas intere-
suje u teoriji usporenja neutrona kod heterogenih nuklearnih reaktora najprostija
promjena ba$ ustvari najbliza realnosti, pa ¢emo prosto i matematicki sada od
nje poéi. Vidjeéemo i drugu varijaciju. Uzmimo, naime, da je srednja duZina.

slobodnog puta konstantna i da je naSe C konstantno. Kod nas je u==In E

gdje je E, energija flsue (oko 2MeV), a E posmatrana energua Mi ne uzima-
mo E prom;enlllvo jer bi to vaZilo za neutrone izvan fisije i njihovog usporavanja.

Prema tome izvr$icemo, uz konstantno A i C, prvu i drugu aproksimu-
ciju za L.

4.2 — Posmatraéemo slutaj vode. Osnovne konstante i neke graficke po-
datke uzimamo iz publikacije (1).

Potrebne osnovne i izratunate podatke za vodu iznosimo u tablici sa nu-
merickim vrijednostima (str, 22 i 23) za vrijednosti promjenljive u" od
0,693 do 14,14, odnosno za vrijednosti energije od 1 MeV do 0,6119 eV.
U tablici su dati i izraéunati mikroskopski i makroskopski efektivni presjeci
za elemente i za smje¥u, odnosno za vodonik, kiseonik i za vodu (u pocetku
ovog rada je navedeno da se hemiski spojevi zanemaruju).

Racunanja su izvr§ena prema poznatim stavovima iz nuklearne fizike.
Tako se za funkciju a i & dobilo:

a(u)=Cy(u)+3825-Cy(u), b(')=—3375-C, (). (4,1)

Onda je
fo (u) u’) = C-e—(u—u’)+4’515 (1 — C)_e_(u_ui)=
=(4,515—3,615C)e—(—u)
Stavimo
4,515 — 3,615 C =k, (4’2>
pa je .
fol,u)=ke tu—u) . (4,3)

Relacija (4,3) sluZice nam za sve vrijednosti od u, kofe smo naveli u tablici_
Zatim nalazimo ’

—(u—u')-—u;’{-, —(u—u’) _5:2_3' ""2'"'
fia, d)y=Coe e T 44515(1—C)-e - (” e — g-e )=
— = —5F

—e - (4,515—37,38C)—(1 —C)-33,86-¢
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TABLICA SA

o z,=N
u-=ln£°— E A Go H HH Zo = No 8¢
(barni)
0,693 1 MeV 4,5 8,0 0,30 0,267
1 073576 5,00 2,8 0,334 0,093
1.47 0,46 6,95 14,0 0,33 0,467
2 0,2707 8,6 3,8 0,574 0,127
3 0,09958 12,9 3.5 0,862 0,117
4 0,03663 16,8 3,5 1,122 0,117
L 001335 18,0 3,5 1,202 0,117
6 4,951,108 eV 20,0 3,8 1,336 0,127
7 1,824.10° 20,0 3,8 1,336 0.127
8 0,671.10% 20,5 3,8 1,369 0,127
9 0,2468.10% 20,5 3,8 1,369 0,127
10 90,80 eV 20,6 3,8 1,376 0,127
11 33,41 20,4 3,8 1,363 0,127
12 12,29 20,0 3,78 1,336 0,126
13 4,521 20,0 3,78 1,336 0,126
14 1,663 20,3 38 1,356 0,127
14,14 1,44 20,6 3,8 1,376 0,127
15 0,6119 21,8 38 1,456 0,127
Stavimo
4515—37,38C =8 ], (4,4)
(1—C)33,86 =1
pa ¢e vaZina funkcija f, biti
3 u-—u
npe LT (4.5)
fr (n,u’)=0p-e — Te -
Dalje je
u
() =§2x(amC @) +ay[l—-C W] — ) du=pu,  (4,6)
0
gdje je
27-3,515(1 — C)=p. 4,7
Na slian nalin se dobiva
n _3 u 3 o
2" 7z —=Z " T3
6(u)=2 4-©0)-e -+ bj0)e |—ae —b .  (@48)

/=1
gdje je
a=2n[C-+8,5-4615(1 — C)]=2n (38,38 — 37,38 ),
b= 33,86-2n,
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NUMERICKIM VRIJEDNOSTIMA
Zto1. A Ch (u) = _szi Co (u) = a(w) b (1)
N0) -5 =)+ 33,75 C, (u")
— i —Ea 9 == ) ol
A (1) ~+38,25Cy (1)

0,567 1,764 0,529 0,471 22,28 — 19,7771
0,427 2,342 0,782 0,218 18,016 — 15,886
0,797 1,255 0,414 0,586 9,120 — 7,357
0,701 1,427 0,819 0,181 7,742 — 6,109
0,979 1,021 0,881 0.119 5,433 — 4,016
1,239 0,807 0,906 0,094 4,501 — 3,172
1,319 0,758 09113 0,089 4315 — 3,004
1,463 0.6835 0,913 0,087 4,241 — 2,936
1,463 0,6835 0.913 0,087 4,241 — 2,936
1,496 0.6684 0,915 0,087 4,243 — 2,936
1,496 0,6684 0,915 0.087 4,243 — 2,936
1,503 0,665 0,915 0,085 4,166 — 2,869
1,490 0,671 0,914 0,086 4,203 — 2,902
1,462 0,684 0,914 0,086 4,203 — 2,902
1,462 0,684 0,914 0,086 4,203 — 2,902
1,483 0,674 0,914 - 0,086 4,203 — 2,902
1,503 0,665 0,915 0,085 4,166 — 2,869
1,583 0,632 0,920 0,080 3,980 — 2,700

Uzimajuéi prvu aproksimaciju za trostruki kvadrat duZine usporavanja
prema dobivenoj formuli i uvr3tavaju¢i navedene veli¢ine i izraze, dobiva sa

relacija u kojoj figuriraju sljedeéi integrali:

u 3 u—u 3 u
—g ) ——5 -7 ey
]12[(35: —7ve )(ae — be )du’,
o
u 3/ o
=) T2 _y
]zsz~e - L(u’)-(ae — be )du',
[
- —(u—u) ! _i(ur_un) Ly 3 _u
jazjk-e . kdu'][ﬁe 2 —x-e °? ]-[ae, 2 _b-e 2}
o 0
4 __i(u-u’) u—u

]":”‘5"3 F—ye 2_]J(u')'e"-"'du',

n

f ) put
]5=fk-e - W (d) e -dd,
ll,

. —(u — ') , __g_(uf_uu) . u’_zull pu,;
jssz.e '}‘(u)du"f[?"e T ]-l(u")e- di.

o o
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Izralunavanje ovih integrala ne pretstavlja teSkoce, a numeri¢ku primjenu
smo uzeli samo za u= 14,14, tj. za enregiju rezonancije indijuma, a to je uo-
bifajena energija detekcije. Odgovaraju¢a energija ovome u iznosi 1,44 eV.
Postupak je i za ostale vrijednosti isti, ali u to zbog velike ratunske op3ir-
nosti ne¢emo ulaziti. | onako ne donosi neke uticajne podatke. Za konstantau
vrijednost srednje duZine slobodnog puta prema navedenim numerikim vrijed-
nostima i odgovara]umm dijagramima iz (l)usvajamo X go = 0,670cm.

Na taj nacin se poslije svih numerickih zamjena i rafunanja za duZinu
usporavanja neutrona kroz vodu sa odabranim konstantnim A dobiva 5,9 cm.

Ovaj rezultat je neSto veci od rezultata datog u (29) (tamo je 5,3 cm.
prema teoriji intervala, str. 238).

Jo§ ne moZemo sasvim tvrditi koji je rezultat bolji. Na3a formula je bolja,
ali smo mi za 3Ls* uzeli samo prvu aproksimaciju i konstantno A, a tamo je
jezgro kiseonika uzeto beskonaluo veliko i upotrebljena eksponencijalna zavi-
snost za A. Eksponencijalni oblik je podesan i zbog lak3eg integriranja dobi-
vemh izraza. Svakako, rezultati nisu mnogo razliciti.

4,3. — Druga aproksmacua za L, dobiva se prema naSoj formuli na
slican nacin kao prva uz uzimanje naredmh Strihovanih ¢lanova i zamjenom
navedenih izraza.

Zamjenom navedenih izraza i numeri¢kim izracunavanjem sa istom ta-
¢nos¢u kao kod prve aproksimacije dobiva se za duiinu usporavanja neutrona
u vodi oko 5,93 cm. Vidi se da popravka prve aproksimacije nije velika, te
se dobiveni izrazi za slucaj pretpostavke konstantne srednje duzine slobodnog
puta (odnosno konstantnog C) mogu sasvim uspjeSno primijeniti. Naravno, nu-
mericka izraCunavanja su prilicno glomazna, ali ne viSe nego prema ram]e po-
stojeim meni poznatlm formulama i za jedan element, gdje se upotrebljavaju
drugi operatori i transformacije. No, pri 1zracunavan1u druge i aproksimacije
viSeg reda moZe se pribje¢i neposrednoj zamjeni ve¢ izratunatog integrala u
sliedeéem ¢lanu doti®nog reda, sa tom razlikom 5to se u narednom &lanu do-
metne jedan apostrof vie na promjenljivu u.

4.4 — Posmatrajuéi dijagrame efektivnih presjeka i srednjih duZina
slobodnog puta u funkciji energije za razne elemente (na pr. u pomenutoj
publikaciji) vidi se da bi linearna varijacija dosta dobro odgovarala, samo je
za svaki slucaj treba podesno izabrati. NaroCito se uofava moguénost takvog
aproksimiranja u intervalu koji nas interesuje u teoriji nuklearnth reaktora,
Imajuéi u vidu smjeSu uopste, uzetu proizvoljno, reklo bi se da e se naiéi na
velike teSkode prilikom integriranja, te bi se eventualno moralo pribjegavati
daljim aproksimacijama. Medutim, za one smje3e koje nas interesuju najlakse
je i najbrze izratunati odgovaraju¢a C, odnosno prema datim u, odnosno E,
pa iz dijagrama vidjeti varijaciju i najbolju aproksimaciju. Glavno je da se nade
adekvatan analiticki izraz prema postoje¢em dijagramu. Za vece intervale ener-
gije pribjegava se eksponencijalnom obliku, koji je ponekad u literaturi skoro
proizvoljan, pa to naravno uti¢e i na talnost rezultata.

Nas ovdje prvenstveno interesuje voda. Ako pogledamo numericke vri-
jednosti za Cpy (u), odnosno za C,(u) odmah uolavamo da ve¢ od u=4, pa
sve do u=15 tj. od E =230keV, pa do termicke energije, te velitine pret-
stavljaju konstante i to prilicno precizno. Sliéno tome vazi i za A. A za nas
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je taj interval dosta velik. To znadi da nafa prva pretpostavka, da su sve to
konstantne vrijednosti, koja je mogla doéi i zbog prvobitne matemati¢ke sim-
plifikacije, nije daleko od preciznosti postojeeg nivoa teorije u ovoj oblasti,
zuzev pri visokim energijama reda od nekoliko MeV.

Za slutaj rezonantnih oblasti energije, koje su uglavnom izvan intervala
koji nas kod moderatora interesuje, najefikasnije je postoje¢u varijaciju opet
zamijeniti pravoliniskom poslije grafickog integriranja, kako bi se $picevi
kompenzirali razli¢itim otsjecima i nagibom prave, koja zamjenjuje postojeci
oblik. Isto tako bi se mogao uzeti paraboli¢ki oblik varijacije iako bi se une-
koliko komplikovali postoje¢i izrazi pod iitegralima, ali se nafelno takvi inte-
grali mogu izrafunati. Kaptaiu neutrona pritom ne uzimamo u obzir, ali ni
pretenzije nale formule nisu takve da ona vaZi za sve intervale bez ikakvih
popravki, pobolj$anja i dopuna.

Posmatrajuéi vrijednost varijacije srednje duzine slobodnog puta kod vode
u funkciji od u# odmah se uolava i jedna ,grba* pri 0,8 —1MeV, ali nju
neemo uzimati u obzir. Bilo bi interesantno izracunati uticaj te grbe na krajnji
rezultat. To bi nas interesovalo kad bismo imali Sire energetske intervale i
neki specijalni problem u oblasti nuklearnih reaktora, 3to nije cilj ovog rada.
Svakako ta popravka ne bi bila prevelika ni u tom slucaju Sirih intervala.
Onda bi se moralo pribje¢i i eksponencijalnom obliku prikazivanja. Taj oblik
je uobicajen u literaturi za $ire intervale, pa ¢emo ga ovdje samo uzgred upo-
trijebiti, jer dobro potvrduje primjenljivost nafe -formule za duZinu uspora-
vanja. Napomijnemo, medutim, da je linearni oblik, kada se dobro izabere,
ipak bolii od eksponencijalnog, ali je, kao S§to je receno, sa ovim poslednjim
lakse integrirati.

Dakle, linearnost se svodi na najprostiji slu¢aj konstantnosti X, odnosno
C. U svakom slucaju, kakva god se forma analitickog izraza uzela, postupak
je uglavnom isti kao navedeni, samo se integrali razlikuju, ali se u principu
mogu izracunati. Ako uzmemo nedto manju vrijednost za X, na pr. 0,65 cm,
poslije zamjene i izradunavanja dobi¢emo za duzinu usporavanja 5,4 cm, 3to
zna¢i da nije uzet dovoljno u obzir gornji dio naSeg intervala, pa se dobila
znatno niza vrijednost, $to je potpuno razumlijivo, jer se i prema formuli vidi
osjetljivost duZine usporavanja na promjene srednje duZine slobodnog puta.
Ovo takode potvrduje pravilnost nae formule.

4.5 — Eksponencijalna aproksimacija daje prema postoje€im dijagramima
kao na pr. ((29) str. 236 i 238) (5to je opSte poznato) za kiseonik gustine
1 g/cm® relaciju :

A (1) = 6,50 4 40,3-e —28u pri E, = 3 MeV,
a za vodonik ,
A (1) = 0,655 - 10,25- ¢ —064u pri E,= 5 MeV.

Pri prvoj aproksimaciji dobiva se Ly=16,2 cm, a pri drugoj L; = 6,26 cm
Ovi rezultati pokazuju neznatnu razliku medu prvom i drugom aproksimacijom
u nadoj formuli, a s druge strane koriS¢enjem naSe formule dobivaju se nesto
veCe vrijednosti za L, od vrijednosti dobivenih ranije prema pretpostavei da
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je masa jezgra kiseonika beskonaéno velika. Treba imati u vidu i veéi ener-
getski interval, koji se uglavnomiznosi u literaturi opSte nuklearne fizike.

_ To opet potvrduje bolju efikasnost naSe formule od ranijih makar sa
uzimapjem ‘malog- broja prvih ¢lanova u dva reda sa naznafenim integralima.
Numericki bi se moglo izvesti da s druge strane T, i T, pretstavljaju male
velitine u cdnosu na dominirajuée &lanove u izrazu za L,

MiSljenja smo da je u citavoj ovoj teoriji ponajgrublja aproksimacija
bila u relacijama (2,6), koju ¢ine uglavnom svi danadnji teoretiGari. Ali,
jasno je na kakve se komplikacije nailazi uzimanjem daljih ¢lanova tamo
dobivenih redova.

5. Prostorni momenti viSeg reda i gustina neutrona

5.1 — Iz osnovne modifikacije jednacine (1,4) vidi se da se prostorna
raspodjela neutrona, odnosno gustina neutrona, moZe izra¢unati kada se znaju
prostorni momenti. Kao $to je u poCetku navedeno, problem je principijelno
potpuno rijeSen kada se znaju izrazi za te momente. U prethodnom izlaganju
smo se zadriali uglavnom na drugom prostornom momentu, jer je on naj-
vaZniji za odredivanje duZine usporavanja i ostalih veli¢ina koje su sa njom
povezane,

Izratunavanje prostornih momenata viSeg reda za razne sredine, bez
naznalenja sastava, osim nekih svojstava povezanih sa stepenom apsorpcije,
uglavnom su se najviSe bavili Placzek i njegovi saradnici (Placzek G., Man-
hattan Project Report A-25) za kretanje neutrona kroz jedan element i uz
konstantnu duZinu slobodnog puta. Njegov rad citiram prema drugoj litera-
turi, jer mi sam rad nije bio pristupacan, ali su rezuitati tog rada objavljeni
u ,Reviews of Modern Physics“. Za smjedu je izratunavao momente viseg
reda 1. Waller (I. Waller, Arkiv for Mat. Astr. 0. Fys. 34A,5/1946). | on u
svojem radu pretpostavija konstantnu srednju duZinu slobodnog puta za sve
elemente smjeSe. Takode je i Marshak izracunavao momente viSeg reda, od
- kojih mu je formula za moment Cetvrtog reda, uz eksponencijalnu varijaciju
srednje duZine slobodnog puta, toliko duga da je nije naveo u pomenutom radu.
Waller je priSao problemu sa manjom strogo3¢u i precizno$¢u, nego Sto je po-
kazao osnovnom jednalinom, pa su mu i rezultati dosta grubi. On je izvrSio
upodetku ‘izviesne simplifikacije- jednadine, kako bi mu matemati¢ki rad bio jed-
nostavniji. Naravno, treba imati u vidu da je Wallerov rad objavljen 1946 go-
dine, dok je detaljna informacija o ovoj oblasti, pristupatna u cjelini op3toj
javnosti, data kasnije a narocito u (29).

Mi smo na3li op3tu relaciju za moment reda 2n sli€no postupku navedenom
pri dobivanju L.

5.2 — Prostorni moment reda 2n definisan je poznatom relacijom

2n

z -dzfde}f(zp, u)

(5.1

—— 88— 3

dzfdQ\lI(z, y, u)
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koja se prema navedenim Fourierovim transformacijama svodi na relaciju
(2n)

[z ¢ "()m] _ % @ (5.2)
(Poo (1)

Ove jednadine su identi¢ne sa (1,5) i (1,19).

Za dobivanje op3teg izraza za prostorni moment reda 2n poéi ¢emo od
ranije dobivenog sistema mtegralmh jednagina (1,16). OpSta integralna jedna-
¢ina za funkciju ¢, data je relacijom (1,16), odnosno ¢, relacijom (1,17).

Zamjena

o0

j(®) @ (k) u) . yk
o SR o)

k=0L1421-+4...
daje
k—I(k—1) k—1

Fo®(wyr  iy:(w) iy (u)y y i
g hewy I3
K! 21+ 1 [ k— 1)1 +(1+1)”("(”1) K+
— [aw 2 BREWI (5.4)

0
Funkcije ¢ mozemo prikazati u obliku
PP =EB 4 Gy 8 (u) (5,5)
Tada (5.4) postaje

(6% (w) + Gu 8 ()] y* _y“A(U)[ 2 £ () —l—G(, 1)(/«—1)5(")

k! 2041 (k—1)!
£ ) Gy 8 @)
— (41 kA1 —
(D (k4 1! ]’
£ (k)
—f w 2 (UHGH‘S(U)V-h("y ) (5,6)

Uporedenje koeficijenata uz iste stepene y* i bez 8 daje

W _ [ g w,
2 21-}—1[1 (ki])v] j E “““ =1 (u, d)+ S (u) (5 7)

gdje je
. Gy, 8 (u)
S == du’ . Sk DA !’
(1) f E L (u,u), (5,8)
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3to se uz dati izraz f, (u,u’) moZe izralunati.
Stavljajuéi =0,k = 2n, izlazi

97w _ g
~fo (u, ')+ S (u). 5,9
E’(2n f oS (5.9)
Prema ranije navedenom postupku dobiva se ‘
E00=eq.(") (5,10)
Uzmemo li da je
3 E_(_fn)(i) - £ ()
2 2m)! =X, ili x(u \_Efl)l ) (5.11)
.ostace
x(W)=7§du - x()f, (u,t')+ s (u) (5,12)

.gdje se s(u) odnosi ne na sumu, nego na 2n-ti ¢lan u (5,8).
RjeSenje integralne jednacine (5,12) glasi

x(u) = s () + 5 folu, o) s () du' -+ y fo (u, ') du’ -'(Szlfo W, ") s (") du" +-...(5,13)

Prema tome je srednja vrijednost traZenog prostornog momenta reda 2n:

[m»] =e“'.‘")[ s () + ffuw,u')s(u')du'+frofu,u'>du’><
0 0

z (u)

X [fo (W, v’y s@)dd +.. ] (5,14a)
0

Ali

z (u)

[?’)—:I _ —-q(U)Ef ( (k)(k-H)) (u(k-i-l)) u(k+1) (5,14b)

k=0 o

Oblik funkcije s (u) moZe biti komplikovan, pa se moZe naiéi na inte-
grale koje je teSko izracunavati, ali se uglavnom i onda moZe pribjeéi aproksi-
mativnim metodima,

5.3 — Kada se znaju prostorni momenti moZe se izracunati i funkcija
raspodjele neutrona ¥, (z, u) prema stavovima iz teorije vjerovatno¢e. Na tim
pitanjima je u teoriji vjerovatnoce radio Pirson. Tako se prema dobivenim op-
8tim relacijama za momente moZe dobiti izraz za gustinu neutrona u posma-
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tranom mjestu sredine koja je ispunjena smjeSom elemenata, a Sto se odraZava
naroCito na oblik funkcije f,(u, u’) i s (u).

Zbog glomaznosti formula neéemo ulaziti u ta racunanja, jer nas taj pro-
blem ovdje ne interesuje s obzirom da je uopS3te za sredinu bez apsorpcije i
sa apsorpcijom aproksimativno izratunat. Utoliko prije je taj postupak opravdan,
§to se sve te raspodjele uglavnom nalaze blizu jedna drugoj, a sve zajedno
blizu Gaussove raspodijele.

Gustina neutrona se moZe izratunati sa dovoljnom aproksmacqom uzima-
juéi momente oko z kao pocetka, tako da je z=10, 22 = o? itd., gdje je o® dis-
persija raspodjele , odnosno ¢ standardna devijacija. Tada se moZe primije-
niti relacija koju je dao F. Zernike (43) Ta relacija glasi uz naSe notacije-

wo(z,u)=;%-e [1+2/:k Hk( ; )J (5,15)

gdje su H, Hermite-ovi polinomi. Konstante ¢, imaju vrijednosti (43.):

z' z‘ 25
Cg=—,C=-——3, c5=——lO c6=——-15—+30 (5,16)
G3 ot oS 6

Ovdje z pretstavlja odgovarajuce srednje vrijednosti, koje su ranije navedene

6. DuZina ekstrapolacije u sfernoj Supljini

6.1 — Pri proutavanju varijacije gustine neutrona vaZino je znati odnos
medu gustinama u raznim tackama. Opstost izlaganja se ne gubi kada se pri-
bjegne slucajevima sa sfernom simetrijom. Tako se gustina § izratunava u

funkciji radijus-vektora r U literaturi (6a, str. §) je poznata slledeéa integralna

jednacina koja prikazuje vezu medu gustinom u tatkama sa r i r
o
WO= [ [ [0 v, (6,1)
im p
Ve (r)
- -+
gdje je p=|r—r!|.

U sludaju sredine koja pomalo apsorbuje, integralna jednacina ée glasiti
(7a, str. 3) 4

qfo(—;)=1

S
) ‘p—z dVy (6,2)-

gdje je a odnos efektivnog presjeka zahvata (kaptiranja) i totalnog efektivnog:
presjeka. Integraina jednacina (6,1) veZi i za sluaj neke sredine u kojoj se
nalazi ,crna* lopta, tj. lopta koja apsorbuje sve neutrone koji udu u tu Supljinu.-
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Vrlo aktuelan problem je raspodjela neutrona na grani¢nim povriinama
medu sredinom koja samo raStrkava ili i pomalo apsorbuje i ,,crnom* sre-
dinom koja inale potpuno apsorbuje neutrone. Nas interesuje sredina koja samo
rastrkava, a u slutaju male apsorpcije treba se sluziti integralnom jednainom
(6,2), §to ne pretstavlja veliku razliku u postupku.

Poznato je da je duZina ekstrapolacije ono rastojanje na kojem se gustina
neutrona pri granicnoj povrSini smanji do nule. Oznadimo je sa d. Onda je
prema definiciji (10, str. 2).

a=-) o (63)
Y’ / na gran. povrsini

Odmah se vidi da su i u brojiocu i u imeniocu graniéne vrijednosti fun-
kcija, pa njih treba i izraCunavati.

Za ravnu grani¢nu povrdinu problem je detaljno proufen. To je tzvi
Milne-ov problem u astrofizicici. RjeSenje je dato joS u Hopfovoj monografij.
(16). Daljom razradom i primjenom bavili su se astrofizicari, fizicari i mate-
maticari. Chandraseker je Hopfovo rjeSenje primijenio u astrofizici narocito u
poslednje vrijeme (od 1945). Na transportnu teoriju neutrona primijenili su ga
Placzek, Seidel, Mark, Le Caine i Davison narocito u radovima (33a), (32), (28),
(21). Davison (Devison) je svoje radove o tom problemu veéinom objavljivao u
obliku specijalnih publikacija Komisije za atomsku energiju.

Numeri¢ka vrijednost duZine ekstrapolacije izratunata je jo$ u navedenoj
Hopfovoj monografiji. Ona iznosi

d = 0,710446 (6,4)
u jedinicama sredsje duZine slobodnog puta. Danas se smatra da je to naj-
tagnija numericka vrijednost ekstrapolacione duZine, tj. da je gustina neutrona
jednaka nuli na razdaljini d == 0,71 ,, gdje je X, srednja duzina slobodnog puta
radunata u transportnoj teoriji. To se naravno odnosi na ravne grani¢ne povr3ine.

6.2 — Medutim, izraunavanju u navedenoj literaturi moZe se primijetiti
da se zasniva na uzimanju samo po dva ili uop3te vrlo malog broja ¢lanova
u redovima za neke funkcije poslije primjene Laplace-ovih transformacija na
osnovu integralnih jednacdina. 1 Loranov i ostali redovi uzeti su samo sa ne-
znatnim brojem prvih ¢lanova, a nije se dokazalo da takav postupak ne utice
na vrijednost rezultata u osjetnoj mjeri. Prema tome, ipak se ne moZe sa ve-
iikom odluéno3¢u tvrditi da je (6,4) najtacnija vrijednost. Ako se, naime, uzme
.ednostavno prema jednoj od navedenih distribucija bliskih normalnoj asimp-
:otska vrijednost funkcije i njenog izvoda, pa izracuna d, dobi¢e se vrijednost

bliska V%=O’707’ §to opet nije daleko od vrijednosti (6,4), koja je izracu-
nata na komplikovan nacin. Prema.elementarnoj teoriji difuzije (12) dobiva se

d=§ = 0,67, 3to opet nije daleko od vrijednosti (6,4). Dakle, za duZinu eks-

frapolacije pri ravnoj grani¢noj povr3ini nijedan metod rac¢unanja nije bez pri-
mjedbe, iako se rezultat (6,4) smatra najtacnijim.
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Za druge oblike granitne povrSine medu sredinom koja raStrkava i pot-
punim apsorbentom rezultate je uglavnom dao Davison u svojim radovima, koje
navodimo. Rezultati su dati za sferne i cilindri¢ne ,crne“ 3upljine.

Za crnu sfernu 3upljinu velikog polupreénika R u odnosu na srednju du-
Zinu slobodnog puta Davison je u radu (7) dobio red

1 IR
d=07104-405047-~ +0,2336. - — L mr—o, 1704—-+ o( ) 6,5)
+ R R:  4R® R? A

Za crnu sfernu $upljinu malog polupreénika u odnosu na srednju duZinu slo-
bodnog puta dobio je u radu \6) red

4 5 2 (n?
d=7 - R— §<—4_ — -1>R2 In R — 1,402 R? + O (R%n* R) . (6,6)

Za beskonaéno dugi cilindar velikog polupreénika u odnosu na srednju duZinu
slobodnog puta dobio je u radu (9) red

1 5 InR
= 0,7104 0254— 0,0949. — — —-. — —0,02561 . — 6,7
-+ -+ R 64 R R+ 6,7
+O<In R)

Za beskonatno dugi crni cilindar malog polupretnika R dobio je zajedno sa
Seidelom 1 Kushnerivkom u radu MT-207 red

d=—+(1-;TG)RlnR—02164R—I—O(R2 In* R) (6,8)

Pri svim izracunavanjlma primijenili su metod perturbacije, 3to se jasno
vidi prema prvim ¢&lanovima, koji vaZe za ravan odnosno za vrlo malu Supljinu.
Naravno, ¢lan 0,7104 se apriori uzima kao tacan prema Hopfovom rezultatu i
utvrdenoj vrijednosti pomoéu Laplace-ovih transformacija, bez obzira na um-
jesnost primjedbe titavom tom izracunavanju.

6.3 — Za cilindri¢nu Supljiny nismo na8li novi metod i rezultat, ali za
crntt loptu smo nasli nov rezultat za jednu tacku lak$im naéinom izralunavanja.
Za slutaj lopte polupre€nika reda srednje duZine slobodnog puta (aproksima-
tivno) dobili smo dosta dobar rezultat.

Prouci¢emo ba$ taj slucaj kada je polupreénik reda veliine srednje du-
Zine slobodnog puta, pa ih matematicki moZemo izjednaliti, Onda integralna
jednadina za odnos medu gustinama neutrona glasi prema (6,1)

V=14V -1

W () —»—f— o (1) ar fi'—"—" (6,9)
p

lr—r|
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gdje se kao zapremina V. u (6,1) uzima sva zapremina, koju ne zagraduje
crna lopta kada se ra¢una od pojedinih tadaka prema vrhu konusa.
Odavde je kao tamo u navedenoj publikaciji

) Vrr—1+)rr—1
o) = [P ar i e (6,10)

1 lr—1"]
U sludaju proizvoljnog polupreCnika Supljine bi¢e (6a)

Vir—a =g
r by (r)=% [ ' tr') dr’ f ULy (6,10)
® p

| r—r|

Relacija (6,10) moZe se napisati u obliku slicnom onom u (6a)

r%(r)_——fr'upo ) dr'[E(!r—-r'n—E(V r=—1+Vr"—l)]. 6,11)

1

gdje E pretstavlja specijalnu funkciju, koja je uop3te definisana relacijom
E,(x)= [e"“, t—n.dt (6,12)
i
Kada ne bi bilo Supljine, onda bi ¥, (r) teZilo konstatnoj vrijednosti. Da bi se
imalo jezgro integralne jednacine simetricno u odnosu na r i r' treba tu kon-

stantnu vrijednost izabrati u zgodnom obliku. Uvritenjem funkcije g (r) moze
se staviti

b =0 (00) + L2y, 20y = V2 g g ), (6,13)

Zamijena daje

4o (o) [ (r>1=%f B (00) [t + (O] t[E (- — ) — E(f7F— T4 JE=1)),
1

r+q<r)=%ftdt[5(r_t)—5(v}=——“1+V?i?1)+ (6,14)

1

+5 [a0dtEE—s—EGr=T+yF=T),
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gdje je umijesto 1’ uzeta promjenljiva t zbog lakSeg pisanja.
Dalje je:

qm=%[ww{mw—m—5wu4+ﬁfﬂ -
/

1

=

R ]

tE(r—-—I)dt—«-—;—ftE(l/r**—l-{—I’tz—l) dt.
1

Primjenjuju¢i dalje definiciju funkcije E dobiva se

o

0 =5 [40 @lEr—t)—E(F=i 47 =T) —

1
2,
~%[E3(r—-1)——E_,(r——1)]—{—%£s|/rz——1). (6,15)

Za R =0 poslednja dva ¢lana se ponistavaju. Isti takav rezultat dobio bi se
i u sluéaju vazdudne Zupljine umjesto crne Supljine, jer sferna Supljina u ma-
terijalu ne izaziva promjene u gustini neutrona ako je ta gustina konstantna
kada nema te 3Supljine.

Za funkciju

hm=%[qmvr—mwv+ﬂm+fm (6.16)

bi¢e u beskonacénosti
e 3

q(c0) =3 fr/ (r) dr. (6,17)
0

To je dokazano na viSe mjesta, kao na pr. u radu (6). To se moZe izvesti i
elementarnim posmatranjima. Naime, gustina neutrona na rastojanju r od izvora

. f(n) S : . ,
iznosi—=. Svi izvori ravnomjerno rasporedeni davacée koli¢inu
r .
oo

Q= '[LEQ dnridr = 4rn 0frf(r) dr.
0

S druge strane se moZe uzeti da je

o

q(oo)=%~§- — 3frf(r dr, (6,18)

[
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(vidjeti na pr. (12), (pa se ova relacija moZe slobodno upotrebljavati. Onda je

[+}

q(r)=%fq(t)dt[E(r—t)—E(Vrle+Vt2—1)1+<p3(r>
gdie je 0
cpa(r>=%[E3(r—l)——E:(r-—l)—ES(V—rﬁ—n].

Medutim, granice integrala u naSem sludaju su 1 i oo (u op$tem slucaju bile
bi R i o), a mi imamo relaciju (6,16) za granice 0 i oo Transformiraemo
izraz (6,19) u.izraz sa granicama u relaciji za E funkciju (6,12). Rezultat je
u drugom obliku dat u radu (6), ali bez izvodenja. Ovdje éemo navesti izvo-
denje. Prema (6,19) ima se

@« 1 -]

q r)=—;—f (t)th(r_t)—%fq(t)dus(r—r)—%fq(t)th(Vr—zfl'+
o 1

]

+Vt2—1)+<p3————;—fq(t)dt[E(r—t)—E(r+r>+—;fq(t) dUE(r+ 1) —
1 0 Lr - -
—5fq(t)dt5 (r—t) — §~fq(t)th(Vr2—l FVETD 4 o= ;f gt dt
o 1 4]

<o [«

[E(r—t)— E<r+t)] + fq f)th<r+t)—§fq(t>dtﬁ<vr?fn +
1 1

© 1
+vm)+va=§fq(t;dt[5 (r—t)—E(r+t)]+%—-;—{fq(t>dt[E<r—t>

@©

—E<r+t)]+f g (t) d [E(VFT—‘T +VEST) - E<r+t)]] X

1

x%f g (t) dt[ﬁ(r—t)—E(r+t>]=<p1 6,21)

1 [+ o]
- f gyt [b (1)~ E (r4 t)]+% f q() dt[E(V 1T — E(r+r)] — 2

[

(6,22)
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gdje vaZi cio izraz za @, za slutaj r>1, a sd prvim integralom za 0<r<1.

Uzmimo da je
Ps— P =S (1), (6,23)
pa ¢emo dobiti sistem simultanih integralnih jednaéina

@

1
gin=— g dEGr—t)—E(r+4t]+1({) (6,24)
o [(N=9s—0, '
U sliénom obliku dobili su na drugi nalin ove jednatine Davison i Marshak.

6.4 — RjeSavanje ovog sistema u opS$tem obliku komplikovan je posao
i obavezno sa grubom aproksimacijom. Svi meni poznati metodi su sasvim ne-
precizni bez obzira na komplikovanost primijenjenog matematickog aparata.

Mi ovdje dajemo pribliZan metod slican navedenim u citiranim radovima,
ali sa jednostavnijim matemati¢kim operacijama. Dobiven je rczultat sa manjim
brojem prvih Clanova reda za duZinu ekstrapolacije, no je i taj broj dovoljan
pri izraunavanjima.

Primijeni¢emo relaciju za q(co).

o® o0

q(oo):3fff(’)d’=3ff(<ps—'p,)dr::

0
® ©

(6,25)
=3frdrcp3—3frdrcp2=Jl—J2
Izratunajmo integral J,.
3 0 | -
J,=3| rdre, =3 / rdr1 E,(r—1)—E, (r—l)] —Es(]/rz—l)].
0 0 ~
Za funkciju E, (t) postoji relacija momenata (33):
'
f mE, () dt= " (6,26)
. (n + m)
ili za m=1 o
i
tE, ()dt= —-. 6,27
[ o=+ (6,.27)

0
Primijenimo ovu relaciju na J,.

00

3 F
J,:ﬁfrdrEaar—l)——B— rdrE2(r-—l)—i rdrEg(Jr2 - 1).
2 2 2 )

. 0 9

0
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Stavimo za prva dva ¢lana r—1=x, pa je

J,:%j(l—{—x) dea(x)—%af(l—}—x)dXE,(x)—g-fr dr By (f =)=
[ [ 0

3 [ 3 3 3
—-?deEa(x)—f-;fxdea(x)—?fdeg(x)———é—fxa'xE,(x)—-

3 — 3 3 ——
""'é‘f’dea(sz‘—l)= —g—fff dr Eg (/P =T1).
0

Da bi se poslednji integral sveo na prostiji oblik, stavimo Jr?—1 =y, pa taj
integral iznosi 3/8.
Tada ¢e se dobiti

3
j1=—-—~‘—-.' (6’28)
4
Tako se za q(o0) u sluéaju ,,crne lopte dobiva

-]

q(oo)=—%—-3 frdr-q»z. (6,29)
Poslije zamjene i transformacije ¢, izraz (6,29) dobiva oblik
3 3 dr
o) — 2 L0 6,30
ge) =242 f(rﬂ,rz_l)z + (6.30)
1

gdje O pretstavlja ¢lanove sa vidim stepenima polupreénika, koji je u ovom
sluaju jednak jedinici. Ti Clanovi se mogu zanemariti, jer nas interesuje samo
nekoliko prvih ¢lanova za q(o0).

Integral

<]

o
(r+Yr=1y
i
moZe se izraCunati elementarnim metodom, recimo zamjenom r+yr—1=u
Vrijednost toga integrala je 1/3.

Tako je

3 1
bt —_— —_— 6,31
‘I(°°)~—4+4+0 (
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Ekstrapolaciona duZina je za ovaj slucaj

By (00) (1 +q—(3‘i’)
;

g = Fous (R) _ =244 10T —om
Voas (R) %(oo)(l_q_(:)) 3 9 9
r? r=1 (6,32)
6.5 — Ovaj rezultat je dobiven na jednostavniji naéin od dosada$njih, a

slaZc se sa Davisonovim i Marshakovim u nekim prvim ¢&lanovima. Ovdje je
za jedinicu uzeta srednja duZina slobodnog puta, kao i poluprecnik crne lopte.
Sve promjene za smjeSu su u gustini neutrona, pa dobiveni rezultat vaZi za
smjeSu, koja se smatra kao poznata. Vjerovatno se ovaj rezultat moZe proSiriti
na crou loptu polupreénika u 3irim granicama oko jedinice.

Iz relacije (6,5) i (6,6) vidi se da su vrijednosti veli¢ine d za veliko R
i malo R sasvim razlicite. Za vrlo veliko R dobiva se 0,7104, a za R — 0 bic¢e
d==4/3 To takode znali da se za vrijednosti R oko srednje duzine slobodnog
puta ne moZe ‘uspjeSno primijeniti ni jedna od ovih relacija; ¢ak se ne mogu
primijeniti ni za ¢&itav jedan interval vecih i manjih vrijednosti oko jedinice,
odnosno ». Prema tome postoji izvjestan interval u velitinama R oko srednje
duZine slobodnog puta za koji nema podesne relacije. U ovom radu je rezul-
tatom (6,32) nadena jedna vrijednost. koja bi odgovarala jednoj tatki toga
intervala,


Miroslav


Miroslav

Miroslav

Miroslav


LITERATURA

1. AECU 20—40, 1952 -

2. BERNSTEJN: Teorija vjerojatnostej, 1946 (na ruskom)

3. BOTHE, W.: Zur Theorie der Bremsung von Neutronen, Zeitschrift fiir Physik,
125, 210 (1948)

4, BARI, N. K.: Teorija rjadov, Moskva 1938

5. CHAPMAN, S. & T. G. COWLING: The Mathematical Theory of Nonuniform
Gases, Cambridge, 1952

6. DAVISON, B.: MT-88 (1944, 1947): Influence of a small black sphere upon
the Neutron Density in an Infinite Non-captiuring Medium

6a. DAVISON, B.: MT-232 (1946): Influence of an Air Gap surrcunding a small
Black Sphere upon the linear Extrapolation of the Neutron Density in the
Surrounding Medium.

7. DAVISON, B.: MT-93 (1944): Influence of a Large Black Sphere upon the
Neutron Density in an infinite Non-capturing Medium. .

7a. DAVISON, B.: MT-124 (1945) Large Spherical Hole in a slightly Capturing
Medium.

8. DAVISON, B.: MT-207 (1946, 1948): Influence of a Small Black Cylinder upon
the Neutron Density in an infinite Non-capiuring Medium.

9. DAVISON, B.: MT-135 (1945, 1947): Influence of a Large Black Cylinder upon
the Neutron Density in an infinite Non-capturing Medium.

10. DAVISON, B. and KUSHNERIUK, S.: MT-214 (1946, 1949): Linear Extrapolation
Length for a Black Sphere and a Black Cylinder,

11. FELLER WILLIAM: An Introduction to Probability Theory and its Applaca-
tions, New York; 1950,

12. GLASSTONE, S. & EDLUND, M.: The Elements of Nuclear Reactor Theory,
New York, 1952. ’

13, GOODMAN, & COL.: The Science and Engineering of Nuclear Power I & II,
Cambridge, Mass. 1949.

14. GROSJEAN CARIL, C.: On the Slowing Down of Neutrons (Izdanje Belgiske
akademije nauka, 1949, No 13, XI).

15. HARDY, G. H.: Divergent Series, Oxford, 1949.

16. HOPF, E.: Mathematical Problems of Radiative Equilibrium, Cambridge
Tracts 31 (1934).

17. JEANS, J.: The Dynimical Theory of Gases, Cambridge, 1921.

18. KASANIN, R.: Visa matematika II-1, 1I-2, 1950, Beograd.

19. KENNARD, E. H.: Kinetic Theory of Gases, New York, 1938.

20. LANDAU, L. i LIFSIC, E.: Kvantovaja Mehanika, Moskva 1948,

21. Le CAINE: Application of a Variational Method to the Milne’s Problem, Phys.
Rev. T2. 564 (1947).


Miroslav

Miroslav

Miroslav

Miroslav

Miroslav

Miroslav

Miroslav

Miroslav


Teorija kretanjaZneutrona 39

22.

23.
24,
25.

26.

27.

a
0.

29.

30.

Le CAINE: MT-131: A Table of Integrals involving the Function En{x).

LEVY, P.: Processus stochastiques et mouvement brownien, Paris 1948.

LOEB, L. B.: The Kinetic Theory of Gases, New York, 1934

LOVITT: Integral Equations, New York, Dover.

LYONS, D.: Ueber die Theorie der Diffusion thermischer Neufronen in einer

wasserschtoffhaltigen Substanz, Ann. d. Phys. 4, 379 (1949).

LYONS, D.: Diffusion thermischer Neutronen, Ann. d. Phys. 8, 156 (1951).
MARK, C.: The Neutron Density Near a Plane Surface, Phys. Rev. 72, 558 (1947).
MARSHAK, R. E.: Theory of the Slowing down of Neutrons by Elastic Col-

lision with Atomic Nuclei, Rev..of Mod. Phys, 19, 185—238 (1947).

MARGENAU, H. & MURPHY, G. M.. The Mathematics of Physics and

Chemistry, New York, 1949.

1. MOTT N. F. & MASSEY, H. S, W.: The Theory of Atomic Collisions, Oxford

32,

33.

1950.

PLACZEK, G.: The Angular Distribution of Neutrons emerging from a Plane
Surface, Phys. Rev. 72, 556 (1947).

PLACZEK, G.: MT-1 (1946): The Functions En(x).

33a. PLACZEK & SEIDEL, W.: Milne’s Problem in Transport Theory, Phys. Rev.

'34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.
41.

42.

43.

72, 7, 550 (1947).

POMSEORANCUK, I. i AHIEZER, A.: Nekatorie vaprosi teorii jadra, Moskva,
1950.

SMIRNOV, V. I.: Kurs visSei matematiki, Tom III, Cast 2, Moskva, 1949,

SCHELKUNOFF, S. A.: Applied Mathematics for Engineers and Scientists
New York, 1948.

SCHMEIDLER, W.: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und
Technik, Leipzig, 1950.

SNEDDON, I. N.: Fourier Transforms, New York, 1951.

TI'}‘&ZIMARSH, E. C.: Introduction to the Theory of Fourier Integrals Oxford,

USPENSKY, J. V.: Introduction to Mathematical Probability, New York, 1937.

WALLER I.: On the Theory of Diffusion and Slowing down of Neutrons,
Archiv for Mat. Astr. o. Fys. 34A, 5 (1948).

WHITTAKER, E. T. and WATSON, G. N.: A Course of Modern Analysis, 1950.
ZERNIKE, F.: Handbuch der Physik, Vol. III, 1928 (prema (29)).


Miroslav

Miroslav

Miroslav


Summary

THEORY OF MOTION OF NEUTRONS THROUGH THE MIXTURE OF ELEMENTS

DragiSa M. Ivanovié

. This paper treats the problem ot slowing down the neutrons through
the mixture of two elements of any finite masses and neutrons’distribu-
tion at the end of the moderator with a spherical ,black“ hole. A formula
is found for slowing down lenght through the elements of any mass, and
the extrapolation length for a special case of black sphere too.

The problem of slowing down of neutrons through one element was
successfully treated before (Bothe, Waller and others). The papers in the
field of the theory of neutrons were almost unavailable during World
war II, and that for many reasons. Marshak’s very extensive paper [29]
had a prominent role for scientific information; a splendid review of re-
sults obtained in that field is given there, although a number of names
of contributors has not been mentioned.

In the main the cases of heavy elements with special variations of
mean free path were treated. The slowing down of neutrons through the
mixture of elements is not treated with more exact theory except in
special cases; that is through the mixture of hydrogen and an element
of indefinite large mass [29]. Waller [41] treated that problem with less
rigorousness and he obtained good results for slowing down through the
cne element moderator. For the mixture of two or more elements with
finite arbitrary masses a formula for slowing down length did not exist.

Using methods given in those papers the author obtained the for-
mula (3,35) for slowing down length of neutrons through the mixture
of elements with finite masses.

The author uses the known Boltzmann equatlon (1,1), which is often
used in more exact theory, when it is modified by the introduction of
the function (1,3) and finily writien in the form (1,4). This relation is
used as fundamental for further performance and calculations [29)].

This equation can be solved in principle if the spatial moments
are obtained. It is clear that by their summation one meets very many
mathematical complications, and one must have recourseé to the approx1-
mations. ,

A suitable method of treating and calculating is the known method
of Fourier’s transforms, which is given in [29]. That method is given in
more detail in this paper in section 1.3.

One of the most important guantities in the freatment of slowing
down of neutrons is the slowing down length. Its general form is given
by the known relation (1,20), which can be also derived according to the
elementary theory. .
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If one takes the mass of neutron as mass unity, M for the mass of
the nucleus mass of one element, and N for the mass of the nucleus
of the second element, then the function f in our case of arbitrary mas-
ses gets the form (3,2), while fo and f: get the form (3,3) and (3,4). De-
velopping in the series, as is given in (3,2), and introducing the functions
s and t one obtains (3,27) where new mathematical operators are given
and explained in § 2.

The term T: is calculated as given there. Probably, it can be useful
in mathematics because of its special form and effectiveness. The rela-
tion (3,33a) shows the possibility of its application in the mixture of more
elements. .

By definite calculation of slowing down length according to the new
special forms of functions, the author obtained mathematical operators

D, P, A, B, Q, F for which reccursion formulae (2,1), (2,3), (2,4) are given.
They can be usefully used in mathematics.The general theorem for sums
of the successive effects of operators A and B is not found,but according
to the author’s opinion the best way is to apply direct numerical calcu-
lation for various cases, which is proved to be justified and successful
in cne practical example. On the other hand the obtained relations (2,12)
and (2,14) are useful in the general case. In this paper the general pro-
cedure to obtain the spatial moments of higher order (section 5.2) is also
given. One uses the system of integral equations (1,16) given in the be-
ginning. After the procedure of substtution and calculation for mean
value of spatial moment of degree 2n the relations (5,14a) and (5,14b) are
obtained.

The form of function s(u) can be complicated and can cause the in-
tegrals which are diff'wcult to  calculate, in which case one can take
approximations also, which are more precise than usual in special cases
of mixture.

If the spatial moments are known, one can calculate the distribution
function of neutrons ¥, (z, u) according to the theory of probability
and that is reflected on functions fo and s. The formulae are cumbersome;
therefore the author does not give them in this paper.

The form of formula for the slowing down length, which the author
obtained, shows that one cannot treat the summability according to
customary methods, because of the terms with successive effect of va-
rious operators. In the meantime, the numerical calculation shows good
applicability of this formula.

The numerical calculation of the slowing down length according
to our obtained formula is achieved for water. The form of variation
of mean free path is adopted. For the energy interval which is intere-
sting in the reactor theory the best form is a constant. In the table are
given respective values of necessary magnitudes. which are in the
expression for L, for varions forms of the variable u. The fundamental
constants and some grafical data for water are taken from (1]. In the
first approximation after the substitution of respective values the inte-
grals (4,10) are obtained. The value of u is taken for the resonance
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energy of indium, which is customary energy of detection. It is adopted
knso == 0,670 cm according to [1]. After all substitutions and adopting
the constant one obtained 5,9 cm for slowing down length. Th's result
is higher than that given in (29} where 5,3 cm was obtained according to
the theory of intervals. But the applicability of this formula is obvicus
because one obtains the same order of magnitude. The second approxi-
mation shown in (4,3) gives 5,93 cm. That shows a near result. The
calculations are incontestably cumbersome, but the case is similar w'th
the calculations according all formulae for one element which are known
to the author, where other operators and transforms are used.

Analysing the variation of the mean free path one comes to the
conclusion that the best way is to find ¢ and after that to look the form
of diagram, and accord'ng to that to compose an analytical expression.
In the case of water one sees that these magnitudes are constant already
from u = 4 to u == 15, 1. e. from E = 30keV to the thermal energy.
The same holds for 2. So the linearity gets constancy, excluding the
yhump* in diagram for water. That justifies the adoption of the consiant
mean free path.

Otherwise, the mathematical operations would be more cumbersome.

In the case of adoption of other variation forms, the procedure is
similar, but one meets various integrals. The calculations are performed
also for the exponential variation taken from [29] . After laboricus nu-
merical calculations the author obtained the values near to the pre-
vious for both approximations.

The obtained formula is obviously lengthy as the before known
formulae for one element, but it can be successfully applied to various
cases. '

In proved cases it is numerically shown that T: and Ts are small
quantities compared to the dominant terms in the expression for L;.

In the whole of this theory the roughest approximation is in the
relations (2,6), which make, in the main, all theoreticians. It is clear
what difficult mathematical complications would arise if further terms
in those series were taken.

The author gives also the value for the length of extrapolation at
the end of the moderator with ,black” spherical hole for a special cage
when the radius of sphere is of order of magnitude of the mean free
path. The method known from the papers of Davison, Placzek, Seidel,
Mark, Le Caine and Kushneriuk (7}, [6], [9] is used. The author pro-
ceides from integral equations these authors have given for various
forms and cases. Some results with E function are given particularly in
papers[6] and [12] The author gave incidentally the derivation which in
these papers was not given; that because of better survey.

In the special case of the same order of magnitude of radius and
mean free path, according to methods of these authors, here is obtained
d = 0,77 (6,32). The procedure of calculation is more simple than the
previous, and the result is in some terms similar to the Davison’s and
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energy of indium, which is customary energy of detection. It is adopted
Kiso == 0,670 cm according to [1]. After all substitutions and adopting
the constant one obtained 5,9 cm for slowing down length. This resuit
is higher than that given in [29] where 5,3 cm was obtained according to
the theory of intervals. But the applicability of this formula is obvious
because one obtains the same order of magnitude. The second approxi-
mation shown in (4,3) gives 5,93 em. That shows a near result. The
calculations are incontestably cumbersome, but the case is similar w'th
the calculations according all formulae for one element which are known
to the author, where other operators and transforms are used.

Analysing the variation of the mean free path one comes to the
conclusion that the best way is to find ¢ and after that to look the form
of diagram, and accord'ng to that to compose an analytical expression.
In the case of water one sees that these magnitudes are constant already
from u = 4 to u == 15, i. e. from E = 30keV to the thermal energy.
The same holds for %. So the linearity gets constancy, excluding the
yhump* in diagram for water. That justifies the adoption of the constant
mean free path.

Otherwise, the mathematical operations would be more cumbersome.

In the case of adoption of other variation forms, the procedure is
similar, but one meets various integrals. The calculations are performed
also for the exponential variation taken from [29] . After laborious nu-
merical calculations the author obtained the values near to the pre-
vious for both approximations.

The obtained formula is obviously lengthy as the before known
formulae for one element, but it can be successfully applied to various
cases. :

In proved cases it is numerically shown that T and Ts; are small
quantities compared to the dominant terms in the expression for L;.

In the whole of this theory the roughest approximation is in the
relations (2,6), which make, in the main, all theoreticians. It is clear
what difficult mathematical complications would arise if further terms
in those series were taken.

The author gives also the value for the length of extrapolation at
the end of the moderator with ,black” spherical hole for a special cage
when the radius of sphere is of order of magnitude of the mean free
path. The method known from the papers of Davison, Placzek, Seidel,
Mark, Le Caine and Kushneriuk {7}, [6], [9] is used. The author pro-
ceides from integral equations these authors have given for various
forms and cases. Some results with E function are given particularly in
papers [6] and [12] The author gave incidentally the derivation which in
these papers was not given; that because of better survey.

In the special case of the same order of magnitude of radius and
mean free path, according to methods of these authors, here is obtained
d = 0,77 (6,32). The procedure of calculation is more simple than the
previous, and the result is in some terms similar to the Davison’s and
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Marshak’s. According to (6,5) and (6,6) one sees that the expressions
for d are quite different in the case of very large and very small radius
of black sphere with respect to the mean free path (0,7104) and (4/3).
That means inapplicability of these both these formulae for values of
R around mean free path, except with many mathematical difficulties,
and that was not attempted according to the author’s information. An
interval ex’sts arcund R == 1 for wh:ch there does not exist a good for-
mula. In this paper, with the result (6.32), a value is found, which cor-
responds to one point of that interval. The possible general formula for
a larger interval is not considered.
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