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ELIPTICKE INTEGRALE I I II VRSTE

Stanimir Fempl

1. Zamisao Legendre-a da elipticke integrale dovodi na normalne forme
dovela ga je do vaznog saznanja da se svi elipticki integrali raspadaju u tri
bitno razlicite i nesvodljive klase.

Za nor maine elipticke integrale I i II vrste mogle su se naciniti tablice
[1], tako da su racuni u kojima su se pojavljivale ovakve velicine bili znatno
olaksani. To nije bio slucaj kad su se pojavljivali integrali III vrste za koje se
ne mogu naCiniti tab lice, jer se tamo, kao sto je poznato, pojavljuje i para-
metar. U takvom slucaju moralo se ostati pri razvijanju u redove, jednom dosta
mucnom poslu. Usled toga se islo za tim da se barem specijalni normalni
integrali III vrste redukuju na one I i II vrste, kako bi se mogle upotrebiti
tablice. Tako je jos Abel [2] nasao da se uz izvesne veze izmedu modula i
parametra normalni elipticki integrali III vrste mogu izraziti takvim integralima
I vrste i logaritmima jedne algebarske funkcije.

Od specijalnih amplituda integrala III vrste dolazila je u obzir sarno ampli-

tuda ~. Tada imamo potpune normalne elipticke integraJe III vrste i ovi se
2

mogu izraziti kombinacijama normalnih eliptickih integrala I i II Vr1>te.

Cilj mi je da pokazem U ovom radu da se, koristeCi jedan stay koga eu

ovde izvesti, jedan niz integrala III vrste sa amplitudama razliCitim od ~ moze
2

svesti na potpune integrale te vrste. Pri tome moraju amplitude zadovoljavati
izvesne uslove, a iz toga, onda, sledi moguenost izrazavanja eliptickih integrala
III vrste pomoeu normalnih integrala I i II vrste.

2. Oznacieemo, kao sto je to obicaj, sa

(j!

r
d6

F(k, cp)= -,
. l:1 (6)
o

rp

E(k, cp)= J l:1(6)d6,

o

'1'

J
de

(n, k, cp)= --n (1 + n sin2 6) l:1(6)
o
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normalne elipticke integrale I, II i III vrste. Ovde je

Ll (co) = V I - k2 sin 2 co,

cPje amplituda, k moduo (O<k<I), a n parametar. U izvodenjima ce
upotrebljavati komplementaran moduo k' na osnovi veze

k2 + k'2 = I .

se jos

Stay koga izvodim mogao bi se nazvati multiplikacionom teoremom za
normalne elipticke integrale III vrste. On sledi iz poznate adicione teoreme
za takve integrale koja glasi:

Kadgod tri amplitude <:P,I); i a zadovoljavaju uslov

cosa=COS<:p cosl);-sin<:p sin I);Ll(a), (1)

tada je

ll (n,k, cp)+ ll (n, k,I);)= ll (n, k,a)+ V
n

cD(<:p,1);, a)
(n+ I)(n+ k2)

i obrnuto. Pri tome je

sincp sin I); sin a vn(n+ 1)(n+k2)
' '0 ' I k 2)arc tg za n~ I za n E (- ,-

1 + n sin2a - n sin cPsin I);cos a Ll(a)

ilog!2 n sin2 a-sin <:Psin I);[sin a {~n(n + I)(n+ k}+ n cosaLl(cr)
2 1 + n sin2 a + sin cPsin H sin a V- n (n + 1) (n + k2) - n cos aLl(a)

za nE (-k2,0)

cD(cp, 1);, a)=

Na osnovi toga imamo:

II(n, k, <:PI)+ II(n, k, CPI)= II(n, k, CP2)+ V
-n--

cD(<:PI' CPI' CP2) ,
(n+ 1)(n+k2)

II(n, k, CPI)+ II(n, k, <:Pm-I)= II(n, k, CPm)+ V -
n cD(CPI,'Pm-I' CPm),

(n + l)(n + k2)

gde je prema (1)

COS <:Pv+! = COS <:PI COS CPv - sin CPI sin CPv Ll (CPv+!) ,

v= 1, 2,
'"

m-l.

Obrnuto, ako uzmemo 'PI proizvoljno, a CP2'CPa'. . . <:Pmtako da budu zadovo-
Ijenl ovih m - 1 uslova, moCicemo na osnovi adicione teoreme napisati nave-
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denih m - 1 jednaCina za II. Saberemo Ii ih, dobicemo

Dakle:

Aka ve/icine CPt' CP2'. . . CPmzadavaj/avaju us/aye

cos CPv+! = COS CPt cos CPv- sin CPt sin CPvLl (CPv+l) ,

v = 1, 2, . . . m - 1 ,

(2)

anda je

II(n, k, CPm)= m II(n, k, CPt)- V --
l)

n

k 2)
mi:1 <1>(cpt, CPv, CPv+!) .

(n + (n + . v~l

Polazeci od CPt mogu se postupno izracunati velicine CP2'CP3'. . . CPm, a
moze se poCi i obrnutim putem tj., polazeci od CPmmogu se postupno izracu-
nati velicine CPm-t,. . . CP?,CPt.

3. Problem svodenja normalnog eliptickog integrala III vrste sa nekom

amplitudom razlicitom od ~ na potpuni integral ima prosto resenje ako se
2

za CPmuzme vrednost ~. Tada leva strana od (3) postaje potpuni integral
2

koga cemo oznaciti sa lIo, a veliCina <1>('Pt, 'Pm-I' 'Pm= i) koju cemo oznaciti

.sa <1>o(m-l)ima vrednost

(3)

I

arc t< sin 'Pt sin 'Pm-IV nJ;: ~2)],za n;;>O i za n E(-1, -k2),

<1>(m-l)
-o
_

1

~log 1 + n - sin 'PIsin 'Pm-d/=n (n_~ l)(n + k2),
za n E(- k2, 0).

2 1 + n + sin 'Pt sin 'Pm-I V -n (n+ l)(n+ k2)

Usled toga jednacina (3) dobiva oblik

II(n, k, 'PI)= ~ II + ~ V ..
n--

[
<1>o<m-I) + ~l <1>('Pt, CPV-I' 'PV)

]mOm (n+l)(n+k2) v~2 ,

dok se poslednja jednaCina (2), usled Ll ('Pm)= k' svodi na

1
tg 'Pm-I = -- ctg'Pt.

k'

(4)

Sada se iz prethodnih m - 2 jednaCina (2) izracunava - obrnutim redom -
cos 'Pm-2' cos 'Pm-3' . . . COS'PI' tako da se, konacno veliCina 'Pt izrazava pomocu
modula k.
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Velicina m je proizvoljan prirodan broj > 1. Iznecu nekoliko konkretnih
slucajeva svodenja.

Za m = 2, velicina v, prema (2), prima jednu jedinu vrednost v = I. Tada
otpada zbir na desnoj strani (4), pa ostaje

n (n, k, 91)=~-
no +~ V(n+ 1);::~<I>o(l),

a uslovi (2) se svode na jedan jedini ('P2=~)

ctg2 'PI = k'.
Velicina <1>0(1)po~taje

arc tg
1 ~ k' V n(: :~2I za n;> 0 i za n E (- 1, - k2),

~ log (l + k')2 V~_-=-(~n~{ za n E (- k2, 0).
2 (1 + k')2 Vn + 1+ V - n(n + k2)

Za m = 3, izraz (4) se svodi na

n (n, k, 'PI)=
~ no +} V(n +-l)~n + £2) [<1>0(2)+ <I>('PI' 91' 'P2)]

i izraz u srednjoj zagradi opet pretstavlja jednu ciklometrisku ili logaritamsku
funkciju, dok se uslovi (2) svode na

cos 'P2= cos2 91 - sin2 91 Ll ('P2)'

Itg 'P2= --
ctg 'PI

k'
]z toga sledi uslovna jednacina za qJ1

k' sin 'PI 2 k' sin2 <PI
~ = COS qJI - - ,

Ll ('PI) Ll ('PI)

tj., posle deljenja sa I + sin qJI- 0,

k2 sin4 qJ1- 2 k2 sin3 qJ1- 2 sin 'PI + 1 = 0 .

Lako se uverava da ova jednacina ima jedan jedini koren sin qJ1izmedu 0 i 1,
a njegova je vrednost

sin qJ1=~(1- i 1+ A + \;2-=A-+ 2 (t~~.r+A2),
2

gde je
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Unosenjem ovih vrednosti u poslednji izraz za n (n, k, 91) dobiva se ta velicina
izrazena pomocu potpunog normalnog eliptickog integral a III vrste i jedne ele-
mentarne funkcije. Sarna vrednost za n (n, k, 9J) nije od narocitog interesa i
stoga nije ovde izracunata.

.

Za m = 4 moglo bi se opet poCi od uslova (4), no moze se izabrati i

kraci put nairne, prvo izraziti n(n, k, <:PJ)sa iII
(n, k, 92) pomocu uslova

cos 92 = cos2 9t - sin2 91 ~ (92) ,

a zatim n (n, k, 92) izraziti potpunim integralom no tj. uzeti uslov

ctg2 92= k'.

Iz poslednje dye jednacine izlazi

V
k' 2 . 2 ! k'

,
I + k' = COS 91 - Sill 91 1 ,

tj.

. 2 I 1 + k' - Vk'Sill 9t =--;=- ~--
(I + 1 k') V1 + k'

Uz ovaj uslov izrazava se n (n, k, 9t) pomocu .!. n itd.
4 0

Za vrednost m> 4 racuni ce se, razumljivo, komplikovati. Ali iz prethod-
nog izlaganja ipak se moze izvuCi jedan opsti zakljucak:

Postoji beskrajan niz amplituda normalnih eliptickih integrala III vrste
koje, uz izvesne uslove, dozvoljavaju svodenje ovakvih integrala na potpune inte-
grale, dakle, koje dozvoljavaju izrazavanje takvih integrala pomocu normalnih
eliptickih integrala I i 11 vrste i pomocu jedne elementarne funkcije, ciklometri-
ske ili logariramske.

Takode se moze nesto reCi i 0 uzracunavanju veliCina <:Pm-], <:Pm-2'... 92
iz amplituda <:Pmi 9]. Ako se, nairne, jednacine (2) racionaliziraju, posle kraceg
racuna, one se svode na oblik

(k'2 + k2 cos2 9] + k2 cos2 9v +1 -. k2 cos2 CPtcos2 9v+1) cos2 9v - 2 cos 9] COS 9V+1 COS 9v -I

+ (k2 cos2 9] cos2 9v+1+ k'2 cos2 91 + k'2 cos2 <:Pv+1- k'2) = 0, v = 1,2, . . . m - 1 .

Odavde se vidi da se velicine cos 9m-], cos 9m-2' . . . COS92 dobivaju sukcesivno
iz jednc serije kvadratnih jednaCina ciji su koeficijenti polinomi po kosinusima
amplituda neposredno viseg indeksa i po cos 9].

Napomenuo bih jos nesto 0 vrednostima potpunih integral a III vrste koji
ce se pojaviti prilikom svodenja. Ako se sa A (k, ~) obelezi jedna linearna kom-
binacija norm:tlnih eliptickih integra!a I i 11 vrste

A (k,..jJ)= EF(k',~) + FE (k', ~) - FF(k',..jJ)
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gde su FiE potpuni integrali I i II vrste, tada - na osnovi jednog ranijeg
rada [3] - za pozitivno n i stavljajuci n = ctg21)1imacemo

II
sin 1)1 cos 1)1

[
r. 1

= r--= == -'-+ Ftgl)l ~ l-k'2sin21)1-A(k,l)I)
o l' 1 - k'2 sin21)1 2 ,

za n E (- I, -- k2), stavljajuCi n = - 1+ k'2 sin21)1irnacemo

no = F+ r1-~~'; s~::t [i--A (k, 1)1)],

n E (- k2 ,0), stavljajuCi n = - k2 sin21)1 imamodok za

gde je

Moze se primetiti da u ovim izlaganjima nije tretiran slucaj para metra
integrala III vrste n< - 1. Ovaj slucaj ne dolazi u obzir iz sledeceg razloga.
Posto se radi 0 svodenju na potpuni integral III vrste, za vrednost podinte-
gralne promenljive

. 1e= arc Sill--=
V -n

koja se nalazi izmedu integralnih granica 0 i ~, podintegralna funkcia ima dis
2

kontinuitet. Usled toga je integral Do divergentan, pa taj slucaj otpada.
4. U izlozenim redukcijama su rnoduo k i pararnetar n integrala III vrste

- uz navedena ogranicenja - bili potpuno proizvoljni. Ako se i za njih postave
medjusobne veze, rnogu se postiCi dalja uproscenja, te potpuni integral III vrste
izraziti sarno potpunirn integral om I vrste. Ovakvi problemi obradeni su u mom
ranijem radu [3], a interesantno je napomenuti da veze izmedu modula i para-
metrairnaju istu strukturu kao i jednacine (4), sarno rne&to k stoji k', dakle

cos \);v+} = cos I)I} cos 1)1,.- sin I)I} sin I)Ivc.} (I)Iv+}), v= 1,2, . . . m-l,
gde je

c.}(w) = {l-IZ2Sin2 c:;

i gde treba staviti n=ctg21)1} za n>O i n= -1+k'2sin2h za nE (-1,-k2).
Za n E ( - k2, 0) veze su iste kao i jednacine (4), pri cemu sarno treba staviti
n = -k2 sin2 h.

5. U navedenirn izlaganjima uziman je Legendre-ov tip eliptickog integrala
za norrnalni tip. Pokazalo se da nije opravdano jednoj izvesnoj formi eliptickog
integrala III vrste dati neku narocitu prednost, a s tim u vezi i jedno narocito
funkcionalno obelezje, jer su se nasle i mnoge druge ravnopravne forme. Na
osnovi Jacobi-jeva stava da se Legendre-ov normalni tip eliptickog integrala
III vrste koji sadrZi tri argumenta svodi na funkcije koje sadrze samo dva
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argumenta, izgledalo je da su ovi integrali izgubili svoju aktuelnost. No, u ve-
likom broju slucajeva, naroCito u geometriskim primenama i kada se radi 0
jednostavnijim transformacijama, uzimanje Legendre-va tipa za normalan ti.p
imalo je svoje opravdanje, tim pre sto se Legendre-ova metoda odlikuje svojim
naroCito elementarnim karakterom. Kada se jos uzme u obzir da prelaz na
elipticke funkcije cesto puta otezava i formalno i numericko racunanje sa inte-
gralima III vrste, tretiranje Legendre-ova tipa moze i nadalje biti od interesa.
Iz tih se razloga i pristupilo ovom radu.

LITERATURA

[l}. BYRD F. P. AND FRIEDMANN D.:
Handbook of elliptic integrals for engineers and physicists. Berlin-Gottingen-
Heidelberg. 1954.

[2]. ABEL N. H.:
Oeuvres completes I. Nouv. ed. par L. Sylow et S. Lie. Leipzig 1881; /528 - 565f.

[3]. FEMPL S.:
o jednoj linearnoj komhinaciji normalnih eliptii'kih integrala I i II vrsie. Teza.
Zbomik radova Matematickog instituta SAN 5. /1956/; 61-116.

ZUSAMMENFASSUNG

UBER DIE AMPLITUDEN DER ELLlPTlSCHEN NORMALINTEGRALEN III GATTUNG
FOR WELCHE SICH SOLCHE JNTEGRALE AUF ELLlPTlSCHE NORMALINTEGRALE

I U. II GATTUNG REDUCIEREN

Stanimir Fempl

In dieser Abhandlung wird ein Satz ausgeflihrt auf Grund dessen sich eine Folge yon
elliptischen Normalintegralen III Gattung mit verschieden0n Amplituden durch vollstandige
Integrale derselbcn Gattung ausdrticken lasst.

1m Satz ist gezeigt dass (3) immer gillt sobald die Amplituden den Bedingungen (2)
genligen, und umgekehrt. Dabei ist <1>eine elementare Funktion, und es hangt yom Parameter
des Integrals III Gattung ab, eas diese Funktion eine zyklometrische oder eine logaritmische

n
ist. Wenn man in (2) und in (3) setzt 'I'm ==2" '

so folgen die Reduktionen im angeflihrten Sirq.

Die Grosse mist eine beliebige natlirliche Zahl > I, und flir verschiedene Werte yon
m bekommt man eine Folge spczieler Integralen III Gattung ausgedrtickt durch vollstancigen
Integralen derselben Gattung.


