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GENERALIZACIJA NEKIH REZULTATA
U PROBLEMU SUDARA TRIJU TELA
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U ovoj raspravi autor proucava vezu izmedu dva, do sada potpuno
izolovana tretirana problema Nebeske mehanike. Jedan od njih je tzv. problem
sudara triju tela, a diugi — pretstavlja jedan specijalni problem triju tela koji
je definisao M. Milankovi¢ u svome radu: ,,Osobina kretanja u jednom speci-
jaliziranom problemu triju tela i u ovome dokazao jednu znatajnu osobinu
kretanja [1].

Milankovi¢ev specijalni sluaj problema triju tela, koji autor kratkoce
radi naziva problemom rasprskavanja, tretira osobine kretanja teZilta triju tela
postalih rasprskavanjem jednog jedinog tela koje se kretalo uniformnim kieta-
njem — pod dejstvom unutrasnjih sila. Milankovi¢ pokazuje: 1) da je ovo
kretanje ravno i 2) da je integraciona konstanta u integralu momenta kvanti-
teta kretanja jednaka nuli. Odavde on izvodi zakljucak, da se pravci trenutnih
relativnih kretanja (tangente na putanje triju masa) moraju se¢i u jednoj tacki
ravni njihovog kretanja. Sto se tige prirode sila koje dejstvuju na posmatrane
tri materijalne tatke, Milankovié pretpostavlja, da one mogu biti proizvoljne,
ali holomorfne funkcije poloZaja, brzine i vremena.

Vezu izmedu ova dva problema autor je uspostavio proucavajuéi kvanti-
tativnu stranu problema tzv. trostrukog realnog sudara i analizirajuéi rezultate
do kojih je u tom smislu doSao H. G. Blok u svojim raspravama [3] i [4].
Osnovu za uspostavljanje ove veze &ine sledefe Cinjenice. Ako se u Milanko-
vicevom problemu rasprskavanja uvedu sile Newton-ove gravitacije, onda ovaj
problem pretstavlja 1ealizaciju onog slufaja problema triju tela koji odgovara
tretitanju problema posle momenta sudara. Obrnuto, ako se u problemu sudara
izvi§i uopstenje karaktera sila, onda Milankovi¢ev problem pretstavlja onaj
specijalni slu¢aj problema sudara triju tela, pri kome, kada ¢— ¢, (f, — mo-
menat rasprskavanja prvobitnog tela), teZiSta triju postalih tela polaze iz iste
tatke prostora.

Autor u ovoj raspravi specificira Milankovi¢ev problem, uvodeéi sledece
pretpostavke:

1) da se uzajamni uticaji triju masa menjaju po potencijalnom zakonu

p(x)=x%, (a<l—1);
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2) ako se vektori poloZaja ovih masa s obzirom na teZiSte sistema pret-
stave u obliku W;=;+1) 8, (i=1, 2, 3),
da, kad ¢ — t,: .

a) 6-——)0, 1';——)0, 3?;——)0,
dd

d
b - 1",'8 L
) dt (19) dt -0,

). da projekcije vektora d—(r,-6) na ose utvrdjenog koordinatnog sistema pret-
t

e -y . dd )
stavljaju infinitezimale viseg reda u poredjenju sa T tako, da se za vrednosti

t
od ¢t dovoljno bliske momentu rasprskavanja ¢=r, moZe uzeti aproksimativno
N ds
% =~ —, (i=1, 2, 3).
dt dt

Ovim pretpostavkama ograniéeni Milankovi¢ev problem autor naziva suZe-
nim problemom rasprskavanja. Ako se u suZenom problemu rasprskavanja uzme
o= —2, tada se iz njega problem sudara triju tela izvodi kao specijalni slucaj.

Uvodeéi u svoja ispitivanja ovako definisani suZeni problem rasprska-
vanja, autor je bio u moguénosti da prositi i uopsti Blok-ove i neke svoje
rezultate u vezi sa kvantitativhom analizom problema sudara triju tela.

Pretstavljajuéi vektore poloZaja teZidta triju tela u suZenom problemu u
obliku N;=N; u, (i=1, 2, 3), gde su N; konstantni vektori, autor pokazuje da
se veliéina u dobija u obliku jednog potencijalnog reda ¢&iji je najniZi stepen

2 2

2=[(1—) k] - (z—1,) 1- ¢,
(k = konstanta). To znali da su u suZenom problemu vektoii poloZaja masa
m; proporcionalni veli¢ini 2. Za o= —2 dobija se poznati Sundman-ov rezultat:

2= (3Kk)%B. (t—1,)23
kao specijalni slutaj prethodnog [5].

Diferencijalne jednadine ovoga problema autor izvodi, uvodeéi mesto
vremena t- novu nezavisno promenljivu

1 1
t=[(1—)yx]—=. (t—1) T —.
Ove se jednadine za o= —2 svode na onaj oblik, do koga je doSao Sundman
tretirajuéi problem sudara triju tela [5].
Autor je dalje pokazao da su partikularni integrali sistema diferenciialnih
jednadina za suZeni problem oblika

EH;=% ‘52, (i= 1, 2, 3) N
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gde ¥, oznacuju konstantne vektore. Za poloZaje triju masa koji su prema

teZistu sistema odredjem vektorima poloZaja U; autor nalazi za vrednosti rezul-
tujucih sila:

gl“i:ZKZ(l +O’)migri’ (1= 1,2, 3)'

Odavde, primenom Milankoviéevog stava o polu gravitacije [2], neposredno
utvrdjuje, da konfiguracije odredjene vektorima ¥!; pretstavljaju konfiguracije La-
grange-ovih egzaktnih reSenja za opsti problem triju tela. Odredjujuéi, dalje, ove
konfiguracije, autor je pokazao da za nekolinearni raspored masa partikularna
reSenja pretstavlja jedna odredjena konfiguracija ravnostranog trougla i to za
sve vrednosti a<C —1, dok se kod kolinearnog rasporeda masa konfiguracija
menja u zavisnosti od «. Svi odgovarajuéi Blok-ovi i raniji autorovi rezultati
koji se odnose na problem sudara triju tela, izvode se iz napred navedenih
kao specijalni sludajevi.

Najzad autor daje vektorske diferencijalne jednaline za varijaciju konsta-
nata egzaktnih refenja, polazei od

=W+ )% (i=1,2,3)

iiz ovih je izveo, kao specijalni slutaj Blok-ove diferencijalne jednacine za vari-
jaciju konstanata u problemu sudara triju tela.

Uporedjujuéi osobine karakteristiéne za problem sudara triju tela i pro-
blem rasprskavanja, autor je dofao do slede¢ih zakljutaka. Pre svega osobina
koju je u [l] pokazao Milankovi¢, da se instantani relativni pravci kretanja
seku u jednoj tadki ravni kretanja, neposredno se prenosii na problem sudara
triju tela s obzirom na &injenicu da je i u ovome problemu integraciona kon-
stanta u integralu momenta kvantiteta kretanja jednaka nuli. S ovim u vezi
autor izvodi jo§ i sledete zakljuCke:

1) putanje teZi$ta triju tela moraju imati svoje zavrsne tacke u teZiStu
sistema 1

2) konfiguracija ravnostranog trougla pretstavija ono partikularno resenje
problema, pri kome tangente na putanje prolaze kroz zavrSnu tacku ovih
putanja.. Za pravohmsku konfiguraciju masa, tatka preseka 1nstantan1h relativ-
nih pravaca kretanja je neodredjena.

Druga osobina karakteristina za obadva problema jeste ta, da su pro-
jekcije vektora r; na koordinatne ose, kojima se variraju vektorske integracione
konstante U; konfiguracije Lagrange-ovih egzaktnih reSenja, vezane jednom line-
arnom relacijom. Ovde je karakteristiéno podvuéi, da, za konfiguraciju ravno-
stranog trougla, ova relacija vezuje sve projekcije vektora t;, dok kod pra-
voliniske konfiguracije ona vezuje samo projekcije tih vektora na osu OY
odabranog koordinatnog sistema. Dalje, u prvom shlufaju autor utvrdjuje da
linearna relacija ostaje ista za sve funkcije ¢ (x)=x%, jer je za sve a<<—1
konfiguracija ravnostranog trougla zajedni¢ka, dok se u drugom slucaju karakter
same konfiguracije menja u zavisnosti od «, te se i ova linearna relacija menja
za razliito « € (—o0, —1). Sa teoriske tatke glediSta pomenute linearne rela-
cije pretstavljaju prve integrale sistema diferencijalnih jednadina problema, te je
autor ove iskoristio za redukciju Blok-ovog sistema diferencijalnih jednacina
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za varijaciju konstanata ; egzaktnih refenja problema trostrukog sudara i
njegovo reSenje u prvoj aproksimaciji, u jednoj dovoljno maloj okolini momenta
sudara ¢, {6].

1z ovih rezultata sleduje jo§ i to, da su u problemu rasprskavanja pro-
jekcije sila koje dejstvuju na tri posmatrane tafke vezane takodje jednom
linearnom relacijom. U specijalnom slufaju, za problem sudara triju tela, ova
se svodi na linearnu relaciju izmedju projekcija parcijainih gradijenata skalarne
funkcije ¥ po vektorima 1;. Naposietku autor je naglasio znalaj poslednjih
rezultata u pogledu moguénosti redukcije sistema diferencijalnih jednaéina pro-
blema i izvesne modifikacije Blok-ovih rezultata koji se odnose na efektivno
reSenje problema sudara triju tela.

2. DEFINICIJA POLA GRAVITACHE (CENTRA ATRAKCUE) I STAV
O USLOVIMA ZA EGZISTENCIU EGZAKTNIH RESENJA

S obzirom na zna&aj pola gravitacije (centra atrakeije) za razradu i modi-
fikaciju koju vrsi autor u Sundman-ovim i Blok-ovim rezultatima u problemu
sudara triju tela [6], u ovome paragrafu je ponovljena u najvaZnijim potezima
definicija pojma pola gravitacije (centra atrakcije), kao i stav s ovim u vezi
koji fiksira potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju egzaktnih reSenja u opStem
problemu triju fela Nebeske mehanike.

Pojam pola gravitacije uvodi Milankovié u svome radu: O opstim integra-
lima problema n tela [2], zamenivsi taj termin kasnile — novim terminom:
centar atrakcije.

Polom gravitacije (centrom atrakcije) Milankovi¢ naziva tacku preseka
pravaca sila koje dejstvuju na tri materijalne tatke my, m, i my i koji leZi u
ravni trougla koga obrazuju ove tri tacke. Za sluaj pravoliniske konfiguracije
triju masa, pol gravitacije (centar atrakeije) se definide kao grani¢ni poloZaj pola
gravitacije trougla m, m, mg pri Gemu temena ovog trougla teZe da zauzmu
raspored po jednoj pravoj liniji.

Ako nam na sl. 1 talka O pretstavlja teZiSte sistema materijalnih tacaka
my, msy, My, @ N; oznaduju vektore polozaja ovih tataka s obzirom na tatku O, tada je

(1) ml ?){1+m2 :)l‘2+m3 5’\‘3:0_

Prema oznakama na sl. 1 vektori v; imaju
vrednosti:
(2) ]‘12 = 9}2 - E)l‘l, T23 = 91‘3 - 9}2, T31 = ?]%1 - 3{3.

Oznatimo skalarne veli¢ine ovih vektora
sa ry, tj.

rip =t =, — 3, To3 = [to3 = {5 — I,
rig = [tg1| = I — Ny

3)

Vektorske vrednosti sila §;, %, i P; koje dejstvuju 1espektivno na
materijalne tatke m;, m, i m; date su relacijama:
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(4) %1 = 1}12 - %:m 1}2 = s1323 - 1312: 133 = %31 - %23‘

Milankovié tretira slu€aj kada su priviaéne sile *J; funkcije p (r;) njihovih
uzajamnih rastojanja ti. imaju oblik:

¥ ) Y. (r
G T2, \1{23 =My mg 1G] Tag, YLay=mgm, (B‘*l_s) Tay-
Fio Ta3 T3

(3) Loy =my my

Ako se pol gravitacije poklapa sa teZiStem sistema, tada rezultujuce sile ¥
moraju biti kolinearne sa vektorima poloZaja J; tj. one moraju biti oblika:
(6) Sﬂpi= —x' my; ?)lli, (i= l, 2, 3)

U slutaju nekolinearnog rasporeda materijalnih tacaka, uslovi za poklapanje
pola giavitacije i teZiSta izraZeni su relacijama:

- 0w _x | 2w ¥ 9w x|
I M Fos M I M
gde je
M =m;+my+ ms,
1li
®) ®(rie) 0 (re) _ 9 (r5)

Fi2 Fag Fis
Za kolinearnu konfiguraciju masa, pri ¢éemu je poredak masa my—m,— ms,
a teZiSte leZi izmedju masa m, 1 m,, ovaj uslov je izraZen relacijom:
) my [ryp P (rag+ ria) — (rag +719) P (r1)] +my [r15 9 (rog) —ras @ (rpo))] +
+mg [(rag+rys) P (rag) —ras p (s +r12)] =0.

Za sluCaj kad je ¢ (x) stepena funkcija oblika ¢ (x)=x", uslovi (8)
postaju

(10) ri =k =riyt
tj.
(10 Fla="Foz3="13;
tactke m;, my, my leZe u temenima ravnostranog trougla.
Relacija (9), posle deobe sa ri; ' i zamene F1a/fss =z, pPOstaje:
(1m my [(1-+2)' =L+ 2]+ my (2" —2) + mg [(1 4+ 2) 2"~z (1 + 2] = 0.
Za n= —2 imamo slu¢aj Newton-ovih sila, pa relacije (10) i (11) dobijaju
1espektivno oblike:
(10") Fia="To3="ry3,
odnosno

(1) my 22 [1— (1428 +my (1 + 22 (1 = 2%) +my [(1 + 23— 28] = 0.
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i izraZavaju uslove za Lagrange-ovu konfiguraciju ravnostranog trougla, odnosno
za pravolinisku konfiguraciju triju masa.

Milankovi¢ev stav se moZe formulisati ovako:

Za egzaktno reSenje opSteg problema triju tela potreban i dovoljan uslov
Je izrafen time, da tri materijalne talke sistema obrazuju jednu od navedenih
konfiguracija, pri ¢emu de pol gravitacije (centar atrakcije) pasti u zgjednicko
teZifte sistema.

To znali, poklapanje pola gravitacije sa teZiStem uslovljava moguénost
egzaktnog reSenja problema triju tela. Pri tome su vektorske vrednosti sila 9
koje dejstvuju na mase m; date relacijama (6) tj. ove su proporcionalne vekto-
rima poloZaja tih masa. Obrnuto, ako su sile koje dejstvuju na mase m; pro-
porcionalne vektorima IV, pol gravitacije ¢e pasti u teZidte sistema i odgova-
rajuéa konfiguracija triju masa pretstavljace jednu od konfiguracija za sludaj
egzaktnih reSenja.

3. DEFINICIJA MILANKOVICEVOG PROBLEMA RASPRSKAVANJA I OSOBINA
KRETANJA TAKO POSTALIH TRIJU TELA

Za uopStenje Blok-ovih rezultata u problemu sudara triju tela i za dopunu
i razradu kvantitativne analize problema sudara triju tela, autor polazi od
jednog specijalnog problema koji je formulisao Milankovic u svojoj raspravi:
»Osobina kretanja u jednom specijaliziranom problemu triju tela® [I1.

Milankovi¢ posmatra kretanje triju tela postalih rasprskavanjem jednog
jedinog tela u tri; ili rasprskavanjem prvobitnog tela najpre u dva — sekun-
derna, od kojih se jedno rasprskava jo$ u dva, tako da postanu tri posmatrana tela.

Sto se tige prirode sila u ovome problemu, Milankovié pretpostavlja:

1. da, sem medjusobnih uticaja, na tri tercijerna tela ne dejstvuju nikakve
druge sile i da se ti uticaji pokoravaju principu akcije i reakcije;

2. da su te sile proizvoljne, ali neprekidne funkcije poloZaja, brzine i
vremena i utvrdjuje

3. da ¢e se tri postala tela kretati u jednoj ravni koja je definisana
teZiStem prvobitnog tela koje se kretalo pravoliniski s konstantnom brzinom i
pravcima vektora brzina dvaju sekundernih tela.

TeZiSte prvobitnog tela ostade i teZiSte sistema tri postala tela, te wuzi-
majuéi ga za poletak koordinatnog sistema, a za ravan xy — ravan Kretanja
triju tela i oznalujuéi sa N; vektore poloZaja masa m; s obzirom na ovaj
podetak, imaéemo jednadine: '

(12) my Ny + my Ny 4 my Ny =0,

odakle

(13) my Ry + my Ny + mg My =0,
dl;

gde je 9%;: fd_ , (i=1, 2, 3). Iz (13), diferenciranjem po vremenu dobijamo:
t

(14) m1 ﬂ.{1+m2 ?}.{"2‘{‘”’13 \)33:0
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Koristeéi oznake na sl. 1, moZemo diferencijalne jednadine kretanja
teZiSta triju tela napisati u ovom obliku:

my ml =P — 1{31’
(15) my My = Pog — Ly,
mg Sjf‘:z = 1‘31 - S4323,

MnoZeéi redom ove jednadine vektorski sa S, M, i N3 1 sabirajuéi do-
bijene vektorske proizvode, nalazimo
3

D e R S = Iy (B — BT + D (Ras — Fuo)] + [0 Py — Rao)].
Posto je =

[y (Bre — Pap] = [Re (Boz — Bro)] + s (B —Po)] =0,

to prethodna jednaina postaje:

d 3
16 — TR 9] =
(16) & ._El m; [R: ] =0.

U vezi sa integracijom ove jednadine Milankovi¢ &ini slede¢u napomenu: »Inte-
gracija ove jednaline daje zakon o odrZanju momenta kvantiteta kretanja.
Ovaj momenat je za interval vremena pre no Sto se je prvobitno telo rasprslo
ravan nuli, a ne menja se ni posle rasprStenja, jer su promene kvantiteta
kretanja jednake impulsijama, a impulsije, koje su se pri raspritenju pojavile,
uvek su dve i dve jednake, protivnog pravca, a leZe na istoj pravoj. Zato Ce i
integral gornje jednaine biti ravan nuli, pa ¢e da postoji jednalina:

3
(n E m; [N H]=0."
i=1
Znali. prvi Milankoviev rezultat, koji éemo kasnije primeniti, izraZava
¢injenicu, da je intergraciona konstanta u integralu momenta kvantiteta kretanja —
za problem rasprskavanja — jednaka nuli.

Drugi Milankoviev rezultat se odnosi na jednu dGsobinu momentanih
relativnih pravaca kretanja u ovome problemu. Jednadine tih pravaca imaju oblik:

(18) Edy,-—r] dxi+(yidXi—Xidyi)=0s (i= 1, 2, 3)-

Ako se prva od ovih jednalina pomnoZi sa m,, druga sa m, i treta sa ms, pa
se zatim saberu dobijeni proizvodi, dobice se

3, 3 3
(19) E-medyi—fPZmidxf—'z m; (xidy;— yi dx;) = 0.

i=1 i=1 i=1

Iz jednadine (13) i (17) proizilazi:
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. 3 3 3
(20) Z m;dx; =0, z m;dy;=0, z m; (x; dyi— yi dx;) = 0.

i=1 i=1 i=1

S obzirom na (20) relacija (19) je identiCki zadovoljena. Na taj nalin je Mi-
lankovi¢ dokazao ovu osobinu u problemu koji je definisao:

Pravci instantanih relativnih kretanja tj. pravci vektora brzina (tangenata na
putanje) seku se u jednoj tacki ravni kretanja triju tela.

Ovaj rezultat nalazi takodje primenu u daljoj razradi problema sudara
triju tela, koju je u [6] izvriio autor ove rasprave. U daljem izlaganju, krat-
koée radi, zvacemo napred definisani Milankovi¢ev problem triju tela — pro-
blemom rasprskavanja.

4. PROBLEM RASPRSKAVANJA 1 PROBLEM SUDARA TRIJU TELA

Problem sudara triju tela, kao §to je to u uvvodu podvuleno, reSava u
kvantitativnom pogledu pitanje kretanja triju materijalnih tataka koje se pri-
vlade ili odbijaju silama Njutnove gravitacije i u jednom momentu vremena
t=1, dolaze u istu taku ravni njihovog kretanja (teZiSte sistema) ili polaze od
ove. Pri tome, kako Blok pretpostavlja, kad ¢—1,, projekcije vektora poloZaja
ovih tadaka teZe nuli. Blok je u svojoj raspravi [3] istakao dva sludaja koji
mogu nastupiti n problemu sudara. Uvodeéi u sistem diferencijalnih jednadina
kretanja, mesto vremena ¢ novu nezavisno promenljivu t definisanu sa:

2n T=c-(ty— D3,

gde ¢ oznaluje izvesnu konstantu, Blok u vezi sa ovom konstantom kaZe: »lci,
¢ est une constante que nous laissons pour le moment indéterminée. S’il s’agit
d’un choc futur, nous supposons ¢ positif; au contraire, §’il est question d’un
choc passé, c’est a dire si le trois corps viennent d’étre lancés du méme point,
c est négatif. Alors nous aurons a considerer la solution pour de petites va-
leurs positives de t«. Sam znak ove konstante nije uop$te od znacaja za ispitivanje
i reSenje problema. S tim u vezi Blok podvla&i: »D’ailleurs, ¢ n’entrera dans
nos calculs que par son carré, de maniére que son signe n’aura aucune influ-
ence sur les résultats. Ceux-ci peuvent s’appliquer aussi bien aux chocs passés
quaux chocs futursi« [1].

Milankovi¢ev problem rasprskavanja, definisan u 3. tretira osobine u
ravnom kretanju triju materijalnih tafaka koje polaze iz iste tatke prostora —
teziSta sistema. Prema tome, ako ‘bismo u tome problemu uveli jedno ograni-
Zenje u vezi sa prirodom sila, naime, ako pretpostavimo da se ovde ima posla
sa silama Newton-ove gravitacije, tada bi, sa ovim ogranienjem, Milankoviéev
problem u$ao u onu kategoriju problema sudara koju Blok mnaziva w»les chocs
passés«. Obratno, ako bi se u pogledu prirode sila ostalo pri Milankovicevoj
pretpostavci, tada bi onaj slu¢aj opSteg problema trostrukog sudara, pri kome,
kad vreme t— ¢, (t,—momenat sudara), tri tela polaze iz iste tacke ravni
kretanja (po Blok-u: »les chocs passés«) pretstavljao specijalni slufaj problema
koji je definisao i tretirao Milankovié.
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Ovim je nesumnjivo utvrdjena veza izmedju problema sudara triju tela
i onog specijalnog problema triju tela postalih rasprskavanjem jednoga tela pod
dejstvom unutras$njih sila. Fundamentom ove veze sluZe sledeée zajednicke
karakteristike obadva, do sada, sasvim izolovano tretirana problema:

1. projekcije vektora poloZaja teZiSta ovih tela s obzirom na zajedniBki
centar inercije teZe nuli, kad vreme ¢— ¢, (¢, — momenat sudara odnosno
rasprskavanja);

2. kretanje je ravno;

3. integraciona konstanta u integralu momenta kvantiteta kretanja jednaka
je nuli;

4. specifikacijom karaktera sila, uz prednje karakteristike, ostvaruje se
potpuna identi¢nost ovih problema.

Posmatrajmo sada problem rasprskavanja i uvedimo sledece pretpostavke:

1. da su medjusobni uticaji materijalnih tadaka funkcije njihovih medju-
sobnih rastojanja oblika ¢ (x)=x%, pri &emu je a<<—1;

2. ako vektore poloZaja triju talaka s obzirom na njihovo teZiSte pret-
stavimo u obliku
(22) Ri= U+ 1) 6, (i= 1,2, 3) s
da, kad t—1¢, -

a) §—=0, 15—=>01iN—=0 (i=1,23)

b) projekcije vektora di(r,ﬁ) na ose odabranog koordinatnog sistema
!
pretstavljaju infinitezimale viSeg rada u poredjenju sad— tj.
t
d dé-
(23) _(riS):_- _')09 t —t, (l: 1’ 2’ 3)’
di dt

zbog &dega se za sve t€ (¢, t’)', a gde je ¢ dovoljno blisko ka 7,, moZe uzeti
aproksimativno
dN; ds
24 W, —  (i=1,2,3).
@4 dt dt )

Sa ovim pretpostavkama, udinjenim u problemu fasprskavanja, dolazimo
do jednog njegovog specijalnog slufaja koji éemo u daljem izlaganju zvati
kratkoe radi suZenim problemom rasprskavanja.

Ocigledno je da je Blok-ov problem specijalni sluc¢aj suZenog problema
rasprskavanja, pri kome se zakon ¢ (x) iz pretpostavke 1. dobija za vrednost
o= —2.

5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE KRETANJA U SUZENOM PROBLEMU
RASPRSKAVANIJA

Pre nego $to pristupimo detaljnom proudavanju suZenog problema ras-
prskavanja, pokazacemo jednu znalajnu osobinu i karakteristiku ovog problema.
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Napisimo za sada vektorske diferencijalne jednaline kretanja problema
u obliku

e
25) m; E2 =% (i=1, 2, 3).
Ovde je:
Py =mym, M (Mo —Ny) — mymy CP_("13) N, —Ny),
72 Y13
(26) Yy = myms ) () (Rg — Ny) —mymy 9w (rsa) (M —Ny),
Fo3 Tio
Py = mgm, ks ("132 (My— Ny} —mgmy 3(123) Oty —Ny),
Tis : Tos
ili
(/R - 1) v o (I =I5 1)
By, =mmy ———2—2 2 (W, — H) —mgmg ———=2 (R, —N) ,
Ty o) 9y, | (6] ) 1M3 EET 0y 3)
W9 NN
Q@7 Yo=mymy "CP*(LMEJ)’ (Mg —Ny) — mymy M*’)l—l[*) =3y,

| Ng— Ny | | 9y — I |
: (1N =N 1)) , o(| Ry — Ny |)
Py = mgmy =221 (R —g) —mgmy, ==L (O — Ry)
P = mgm; 9%, — %, | (N, —Ny) 311y 9t — 30| 6] 2)
Pretstavimo vektore poloZaja }; u obliku
(28) Ri=Niu (i=1,2,3),

gde su I konstantni vektori, a u pretstavlja funkciju vremena. Analititki
izraz ove funkcije moZe se dobiti iz sistema vektorskib diferencijalnih jedna-
¢na (25), a jednostavnije na sledeéi nacin.

Podjimo od zakona Zive sile za posmatrani sistem u diferencijalnom obliku

3 3
1~ . .
(29) d {52 mi (O t)f,-)} = gl( dRy).

i=1

Pre svega, prema (28) je
.. 2
(30) L) = O ) (‘%’i), ARi=Tdu (=1, 2, 3).
1

Zamenom X; iz (28) u skalarne proizvode (% dN;) i vodeci ratuna da je
@ (x)=x%, na osnovi relacija (27), dobi¢emo:

(31) Bilg =& G=1, 2, 3),

gde su§; konstantni vektori.
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Tako napr. za i=1 imamo:

p ([ M= 1)

(Babg = u=u" 8y =u®imym o =9 )—
[ Iy — 3, |
e M=) o o
—my; mg m—- ()(1—2)(3)} ,

tj.
@ ([N—T ) e (19 ~—35]) "
R = ASE T2 (N — V) — 2, i),
1=Mmy Mg 9 R, | (N, ) —mymy A N, —91)

Ako nadjene izraze sa (i, ). 1 d; iz (30), kao i za {Yiy_g, iz (31) zame-
nimo u (29), dobi¢emo:

3 ) 3
1 /du\? .
di—{— s M) = udu &),
{2(dt) St )} s 30

ili

3
Z (R: %)
_;':L
2 m: (0 )
i=1

Integracijom poslednje jednadine dobijamo:

3
z (R:N)
(i’i)z _gimt
dr 3
> (%)
i=1

gde C oznadava integracionu konstantu. Odavde je

u®du.

(32) d(d—“)z -

. a1
T O,

(33) @=2K\/u°‘f1+c,
d
gde je
3
Z (KN
(34) K= =

; .
2 (o+ 1) Z mi ()
i=1
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Iz (33) proizilazi:
)

2
u
(35) —  _dy=2xdt.
v 1+ Cy—(at+)

1

Razvijajuéi (1 + Cu—(**D) 2 na levoj strani u binomijalni potencijalni red
konvergentan za o< —1 i dovoljno male vrednosti od #, dobijamo:

i
(4 cu—etvy 21 - Sy
2

Jednagina (35) postaje

_otl _3ath
(u 2 —~2~u 2 +..)du=2xdt
Integracijom dobijamo, poSto za r=¢, treba da bude u,=0:
1:5 ~3oc+1
2 u ? +£—-2~u 2 =2x (-1,
1—a 2 3a+1
ili
u __(I___—}—l __3(C(+l)
f(u iﬁu 2 +...>du=21<(t—t0),
-2
ili
P 3o+l
- C l—a -
(36 u b= ——uy 2 =(l=a)x(t—1).
) 7 3ori (1) x (t—1o)

Ako se izvi§i inverzija ovoga reda, dobija se velifina u razvijena po

rastué¢im stepenima velidine
1 1

37 t=[(1 - ) K] (t= )i,
pri éemu je najniZi stepen u ovome redu
~ 2 2
(38) R N N
Za o= —2 dobija se za problem sudara triju tela neposredno iz (37)

Sundman-ov rezultat [5] 1 Blok-ov [3], naime u ovome specijalnom slufaju je

39) Cr= ) (1)
Blok-ov postupak za dobijanje relacije (39) izloZen metodom vektorske

analize sastoji se u ovome. Smenjujuéi R; i N; iz (28) u sistem vektorskih
diferencijalnih jednalina kretanja (25), dobija se
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Pu
(40) my ?ij-z‘:%ﬁi' (=1, 2, 3).

Odavde, skalarnim mnoZenjem sa J;, dobijamo za svaku materijalnu talku
ponaosob

L TR

MN)—=— R/ i=1, 2, 3).

L (@R ( )
Stavljajuéi (8, 1)/ (G N)= — 2«3, (i=1, 2,3), dolazi se do diferencijalne
jednactine: '

d?y 2x?

41 —_— =
@0 de? u?

Integracijom ove jednadine nalazi Blok da se projekcije vektora poloZaja R;
mogu razviti u potencijalne redove po veli€ini t, datoj relacijom (39), pri
gemu je 72 najniZi stepen ove veliine koja figuriSe u tim redovima.

Na osnovi prethodnog zaklju¢ka moguée je dati definitivni oblik dife-
rencijalnih jednaCina kretanja za suZeni problem rasprskavanja, polazeéi od
vektorskih jednalina (25).

U tom cilju, uvedimo mesto vremena ¢ kao nezavisno promenljive, novu
nezavisno promenljivu t datu relacijom (37). Pre svega iz ove relacije, dife-
renciranjem po vremenu, nalazimo:

i
62’:[(1-0()1{]7—(.! i—a !

t—1, s
dt l1—a ( )

odakle se sasvim elementarnim postupkom, uzimajuéi u obzir (37), nalazi

42 — =K1%,
“2) dt

Na osnovu ovoga, postupak za transformaciju promenljivih u vektorskim dife-
rencijalnim jednacinama (25) bio bi sledeéi.
Pre svega je

dN; dd i .
i:* Rzr— (1:19293)9
dr - dt dt
ili prema (42)
dan; dd;
43 ——=x1*—— (i=1, 2, 3).
“3) dt 2 )
Dalje je iz (43)
ot

+ KOt

azn;  d dR;) dt a2N;
=— {KT%—1% - = I KT —
dr? dt

dt
T e = T j = 11 2’ 3 >
i dt dt dt } dt G )
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ili prema (42)

7% (i=1,23),

2N { B e d)
=IKt%—- 4 - .

KAt . K
dr dx? dt |
ili
231 2R I
(44) BN poag (N A (i=1,2,3).
de |dez © dr

. dz‘ i .y el . . .
Zamenom izvoda —£ iz (44) u (25), dobiée se definitivni oblik vektorskih
t

diferencijalnih jednadina kretanja za suZeni problem rasprskavanja, u kojima,
mesto vremena ¢ figuriSe kao nezavisno promenljiva — veli¢ina 1, data relaci-
jom (37) Ove ¢e jednaline biti oblika:
Idz.’]\li o d.‘)l‘i
\dez <. de

(45) K2m; T2 =¥ (=1, 2, 3).

Za o= —2, dobija se iz (45):
K2y [d2; 2 d);

(451) ~=grad% U (1219 25 3)’

T4 di2 ot de

a ovo su Blok-ove jednadine za problem sudara triju tela [3].

6. PARTIKULARNI INTEGRALI SUZENOG PROBLEMA RASPRSKAVANJA
I LANGRANGE-OVA EGZAKTNA RESENJA

Posmatrajmo sistem vektorskih diferencijalnih jédnaéina kretanja (45) za
suZeni problem rasprskavanja, pri &emu su sile J}; date obrascima (26) ili
(27), gde je

px)=x%, (a<—1).
Neka su nam za vektore poloZaja triju masa date relacije oblika
(46) Ni=N;12 (i=1,2,3),

gde nam 9(; pretstavlja izvesne, za sada neodredjene, vektorske konstante, a 12
je dato sa (38). Odredimo konstante ¥, tako, da nam jednaline (46) pretstav-
ljaju partikularna redenja tj. tako da relacije (46) zadovoljavaju sistem vektorskih
jednadina (45).

Iz (46), diferenciraju¢i J{; dvaput po t, dobijamo:
DEN 2.

AN gy, L0

dz di?

-2, (i=1,2,3).
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Zamenom ovih izvoda u diferencijalne jednadine kretanja (45), nalazimo

K%mfm'{ﬁm+%“2ﬁﬂ}={me=wﬂ (i-1,2,3),
ili
(47) 21{2(1 +(1)m,~<lf,-r2°‘ ={‘Bi}.‘ﬁ=‘2112 (l= 1, 2, 3),

pri ¢emu nam {{:}y_g.2 (i=1,2,3) oznatava da u (27) sve vektore ); treba

smeniti izrazima oblika ;2. Znagi, na osnovi (46), jednadine (27), nam odre-
djuju sledefe vrednosti sila ;:

, o (22 Ay — Ay ) ) P ’2|211 A, \)
! = —_ = W, —A)— e I, —-U
{Ll}}){=911-2 my my ,.1912_9111 Qf 1) — my m 90, QU 3)>»
o P2 A=, ) @ (2 Ay — A, )

48) (1 orp = Mgmg—————=—2". Ol —U,) — m, LM Hhit LYO DA R
( {12}3i=2112 23 19—y 3 2) — My My 12,9 | (Ug 1)
B _ ('P(t2[‘1 QI |) N, 9 . (P(TZ;%[:S_"QIﬂ) 9
{l3}ﬁ=%2 T RN —‘3‘3[ )= my e [ A — A, o)

Posto je p(x)=x%, to je

(49) ¢ (FP2) =9 (2),
pa jednadine (48) postaju:

Wy — A, — A
{El}:)fzijlrzztza '{m1m2(P(l ‘) () (‘)Xl)——ml ms ﬁ"‘]—_ 3}) (*’Il 9(.3)’ >

| Ap— Ay | 1, —Ug |
(50)
. ) o (| As— {9, —
{‘r"z}ﬁzg(rzztm {m pI(QrI o~ %{ [ ) Ay —Ap) —my my I()I %A |l) () 911)},
2 —
) -2 . cp(’%[l-—ﬁf3’) N R ?(1’) ) -
{]_?}ﬁ:mz_r {mgm 190, — 20, | Ay — Ag) — mz m, 90 %2{ “Qlg—Ay)p .

Posle zamene ovih vrednosti za {}i}y_g,2 u jednadine (47) i deobe svake
od njih sa 3%, nalazimo:

© ( | gr2 QII’ ) (QX g)[l) - (P (l 211 <)13 ) (,)
| U=, | | Uy — A |

2k2(1+ oy my Ny =my my ——=—

—As),

(1) 20(1+ @), 0y = mgm 22D (1t oy LD 1,y
[ Ug— Ay | Ay =,y |

Cp(lml 2l3)(‘)I —90,) — my tp(JS)T -, )()v _9,).

2x2(1 4o ¥y =
K2 ( o) mg g =mg my Ig[ __%il ‘2[_”‘
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Stavimo :
Ay — 9, |) (| A~ )
® - PUA =AY o gy QUMD o gy
1= My My igjz—i){ﬂ QP D—mymy lml—%al @, 3)
N q)(}913~2)12") @(‘912_9{11)
(52 K= 2 (W —U)— = = 0L-%),
) 2= My My ]%T:,—lel A 2) — mym,y Igrz_mll QL 1)
3 (1Y, —-%D) CP((%“%D
Ry = 2 2RO — W) —mg my 2 (Y, — ),
3=HMg my l’){l—wa{ A, 3) —mg Ny, lms—%zl (s 2)
tada jednagine (51) postaju
(53) 2K2(1+(l)m,%,=ﬁ, (l= 1,2, 3)

Pre nego $to iz jednalina (53) izvedemo odgovarajue zakljuCke, obele-
Zimo kratkoce radi

(54) W= As=by, dy=|by|=]b;] (j=1,2,3),

tada jednadine (52) moZemo napisati u obliku:

Ql = m1 mg %2_) (i)Iz - E)Il) - ml m3 <Pc(1d13) (311—‘ %3) 3

12 13
. d. d

(55) Ko =my mg %2—3) g — W) —mymy (%E) -2y,
23 12

K3 =mg my MQ (A —Ag) —mz my ‘g(dzg) A —Ay).
d13 d23

Zamislimo u ravni kretanja one talke koje su prema teZiStu sistema odredjene
vektoriima poloZaja 9; i pretpostavimo da smo u te poloZaje stavili materijalne
tatke m;. U tom sluaju vektorske vrednosti sila koje u tim poloZajima dej-
stvuju na mase m; moZemo dobiti iz jednalina (27), zamenjujuéi u njima vek-
tore JN; vektorima ;. Tako napr. za i=1, iz prve od jednalina (27), a prema
(54) i (55), bismo dobili:

d d N
{Bl} R=Y =M My S’L(‘LZ)(912“911)"’”1’"3 M(’)Il—%,):ﬁl .
dye dys

Moze se pokazati da je uopste:
(56) P} oo =8 (i=1,2,3).

Znati, dakle, da vektori &; odredjeni iz (55) pretstavljaju vektorske vrednosti
sila koje bi dejstvovale na mase m;, ako bismo te mase poloZili u one tadke
ravni kretanja koje su prema teZistu odredjene vektorima poloZaja ;. Prema
(53) ove sile imaju vrednosti:

(53') {PFgeg =~Ri=2&21+)m;Y; (i=1,2,3)
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Kao §tose vidi iz (53°) ove su sile proporcionalne vektorima poloZaja %;, pa iz
stava o polu gravitacije proizilazi, da poloZaji masa m; odredjeni vektorima polo-
Zaja W; prema teZiStu sistema formiraju jednu od konfiguracija egzakinih reSenja
problema triju tela.

a) Nekolinearna konfiguracija masa

U sludaju nekolinearne konfiguracije masa egzistencija egzaktnih reenja
uslovljena je poklapanjem pola gravitacije sa teZiStem sistema. Uslovi za to su
izraZeni jednafinama (8), gde r; treba smeniti sa dj tj. sa:

P (dyy) 9 (dy) _ 9 (dry) - 2x*(1+ )

b4

(57)

dyy dos di M
ili posto je ¢(x)=x*, imamo:
(58) Ay =dyy = di
odakle je
(59) dyp=dpz=dy3.
To znadi da tri mase formiraju konfiguraciju ravnostranog trougla. -

Prva od jednadina (51), s obzirom na (57) daje

M Ay —mg Uy —As) +my (A, —Uy) =0,
odakle, imaju¢i u vidu da je M =m,+ my+ m,y, nalazimo
(60) my Wy +my Uy +mg Ay =0

koja pretstavlja integral teZiSta za uolenu konfiguraciju. Ista se relacija dobija
i iz dve druge jednacine (51).
Odaberemo 1i jedinicu duZine tako da je

(61) dip=dpz=dy3=1,

tada iz (57) proizilazi za znalenje konstante x2:

(62) 2k%= — M ,
1+

gde je prema napred udinjenoj pretpostavci M /(1+ o) <0 za a < —1.
Ako su projekcije vektora U; (a;, b;), tada ralacije (61), na osnovi (54) daju:

(a1 —a)* + (by—by)* =1,
(63) (az—ag)*+ (by—bs)* =1,

(ay—as)®+(by~by)?= 1.
Skalarne jednaline za integral teZita (60) su:

(64) m1a1+m2a2+m3a3=0, m1b1+m2b2+m3b3=0-

2 Publikacije
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Za odredivanje Sest projekcija  4;, b; imame sistem od pet jednalina (63) i (64).
Zato, poSto orijentacija osa koordinatnog sistema nije bila fiksirana, moZemo
jednu relaciju izmedju ovih projekcija izabrati proizvoljno. Uzimajuéi kao i Blok
(65) by—by=1,

koordinatni sistem e biti fiksiran i ravnostrani trougao u njemu ¢e imati pot-
puno odredjeni polozaj. Sistem jednalina (63) i (65) ekvivalentan je sa sistemom

al—~a2=0, bl'—bzz +1,
/3 _ . L
(66) ay— ag = +]2 ’ bl_b3—‘+—2’

I3 i
dg— dg = ‘|‘}—23~9 b2—b3:‘<2'

Jednadine (66) resene sa (64) odredjuyu projekcije vektora 9; na ose
odabranog koordinatnog sistema tj. odredjuju konfiguraciju ravnostranog
trougla koja pretstavlja partikularno reSenje problema.

Svi rezultati i zakljuéci u vezi sa problemom sudara, dobijaju se iz
prethodnih kao specijalni slu€aj (o= —2).

Od interesa je ovde naro€ito podvuéi da jedna ista i potpuno odredjena
konfiguracija ravnostranog trougla pretstavlja partikularna reSenja suZenog pro-
blema rasprskavanja, pri ¢emu u zakonu uzajamnih uticaja triju materijalnih
tafaka ¢(x)=x%, izloZilac o« moZe uzimati sve realne vrednosti iz intervala
—oo < a<—1. Odigledno je da je Sundman—Blok-ov problem ovde sadrZan
kao specijalni slu¢aj i odgovara vrednosti o= —2, pri ¢emu su jo§ rezultujuce
sile oblika grad, U.

b) Pravoliniska konfiguracija masa

U slutaju pravoliniske konfiguracije masa, pri ¢emu je poredak ovih
my, My, My, imamo, koristeéi jednaline (51) i sl. 2, sledeée tri jednadine:

d
—2x%(1 4 @) ‘lllzmzq)fim) Q=) + ma@ Ay —Ay),

12 13
) d )
61 22+ Uy=mg ) gy 4w, 2 (o,
. d23 dl2

— 2 (14 ) =y 2D o, 9y 4y 2 (o 1y,
d13 d23

Oduzimanjem druge jednaline od prve i treée od druge, dobijamo:

(68) — 26 (1 + ) (U —30,) = omy + my) ?fid—”)@u—vrmmg [?? Q= Yy

12 13
_ #(dy)

23

Uy~ 90y) ]
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—2x2 (1 + @) (212—913)=(m2+m3)-(‘)—(0—;—12—3—) Qly—Ag) +my [—(’%dm) Ay =) —

23 12
d ,
~2@) o o ]
dig
Prema sl. 2 je:
(69) i)le:ali 9[2:02 ;, \)I3j —d3 ;, m :“0_, 0 o m 'm
odakle . ":' f :2 ? : X
W, —Wy= (a;—ay) i=dyp i, ! 0, ——! '
H—__dlj——*dn |
(70) Wy —Us = (ax + ay) i=dyp i, b d, -
9‘3—911: - (a1+a3) i: —dl3 i. St 2.

Posle zamene razlika 3;—; iz (70) u jednaCine (68) i posle skalarnog
mnoZenja ovih poslednjih jednalina vektorom i dobijamo:

a1 —2x2 (1 + ) dyy = (my + my) @ (dyp) + my [ (dy3) — p(das)],
— 262 (1 + 1) dyy = (my + my) @(dys) + my [9(dy3) — p(dy,)]-

Izaberimo jedinicu duZine tako, da je rastojanje

(72) dog = 1.
Stavimo jo$

(73) dyy =z,

tada je

749 dig=dig+dos=1+1z.

Na osnovi (72), (73) i (74) jednaline (71) dobijaju ovaj oblik:
=2k (1 4+ ) - z = (m, + my) 9(2) + my [p(1 + 2)— p(1)].

(75)
=22 (L +0) = (my+mg) p(1) +my [9(1 + 2)—p (2)].
Deobom prve od jednaina (75) drugom nalazimo:
(76) L (mytme) 9 (2) +my [p (1+2)— 9 (D]
(mytmy) p(D+my [p(1+2)—p @]
ili
an mylzp(1+2)—(1+2) p(@)] + my [z-o(D— @]+

+ my[(1 +2) p()—(l+2)]=0.
Posto je ¢(x)=x%, prethodna jednalina postaje:

(78) mz(l+2) [(1+2)* 1=z ]+ myz (1l —z% ) +
+my(1+2)[1—(1 +2)*~1]=0.

2%
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Realnu pozitivnu nulu jednaline (78) treba zameniti u sistem jednadina
(79) ay—dg=2, al—a3=1+z, ag—a3=1, blzb2=b3=0.
my ay+ My a2+m3 a3=0,

pa ¢e time biti odredjena pravoliniska konfiguracija triju materijalnih tafaka.
Vrednost konstante x? dobija se tada iz druge jednadine (75) zamenom realnog
pozitivnog korena jednadine (78).

I ako su jednaline (79) za odredjivanje pravoliniske konfiguracije triju
masa istog oblika kao i jednaine za odredjivanje ove konfiguracije u problemu
sudara, u ovome sluCaju partikularna reSenja ne pretstavlja jedna ista konfi-
guracija, kao §to je to bio siu¢aj kod nekolinearnog rasporeda masa. Ova
konfiguracija se prema (79) menja u vezi sa promenom, odnosno kretanjem
realne pozitivne nule z=z () jednaline (78) koja pretstavija funkciju ekspo-
nenta o u zakonu ¢ (x)=x* koji karakteriSe medjusobne uticaje u suZenom
problemu triju tela.

7. DIFERENCIJALNE JEDNACINE ZA VARIJACIJU KONSTANATA
PARTIKULARNIH RESENJA

Na osnovi jednafina (27), uvzimajuéi jo$ u obzir da je prema jednadi-
nama (2) i (3)

I'12 = s}llz - ?)1‘1 s ] 23 = 3“3 - 322 N ‘1‘31 = \){1 - :)%3 ;

(30) r12:\712l=}3“2—7)l'1§a r?3:[r?3]:|3?3—5)?2!, V13:1"31|=U"1—9f31

diferencijalne jednaéine kretanja (45) za suZeni problem rasprskavanja dobijaju
ovaj oblik:

dA?N, o d) r [
w2 my T3¢ b, & LY G 9 ( 12) T m3‘P( LQ Tays
dtt v dt Tis I3
N, o dR Yo
2y 20 lp L@ 2| _ My P (ray) Yoy — 11y 1y P (re) Ve
dt® 1 dt Tag o
ARy o dN r
81) K2mg r2e )78 OO | _ mym, @ () Tay — Mg My P (ray) Tog -
2t dt | i3 Yo3

Partikularna reSenja ovoga sistema vektorskih diferencijalnih jednadina data su
relacijama IN;=UA;<%, (i=1, 2, 3).

Primeni¢emo za varijaciju konstanata ; koje odredjuju konfiguracije
egzakinog reSenja, postupak koji primenjuje i Blok u svojim raspravama [3]
i [4]. Ako, dakle, stavimo:

(82) Ri=Qi+1)® (1=1,2,3),

onda je potrebno odrediti vektore 1; kao funkcije od t tako, od relacije (82)
pretstavljaju refenja sistema vektorskih diferencijalnih jednalina (81).
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Iz jednalina (82), uzastopnim diferenciranjem po t dobijamo:

zl}i: 12 d_" + 2t (A; +13),
(83) dt dr
PRy, dn
| TN 2@ 4B Yy,
dr? dv? dv

(=1, 2, 3).

Zamenom ovih izvoda u leve strane vektorskih diferencijalnih jednadina kre-
tanja (81) dobi¢emo:
2).
szi‘cza B CL‘H'_*_ « d') l
di2 ¢ do|

(84) =K2m,-‘f2°‘-{ 2 4% LR P d—r'+2(1+,)+ 24&+2r(‘)1;-|—r,~) =
d+? dt dr

a2, .
—mee )2t (4 t~'+2 1+ o)+
{ T2 (4+ ) o (14 o)( )}
(i=1, 2, 3).

Na osnovi (84) i (81), vektorske diferencijalne jednadine za varijaciju konsta-
nata 9; koje odgovaraju egzaktnim reSenjima, dobijaju oblik:

TR ok SR L F R TR
d\? dr

P (1) (" 13)

=mmy; ——Tp— m1m3 T31>
ST rys

2

e [ gy Dy 2(1+a><2r2+r2>}=
dr? dt.

QP( 23) mzmlcp(rlz)

Fas ria

(85)

=My Mg - Y19

D
KZmy T2%. T2(_l£+ (4+(t)rd—r:’3+ 2(1+(Y.)(2I3+r3)|=
dt? dr |
CP( 13) — g my 22 (P("23) Tos
733 Tas

Po sebi se razume, da u desne strane jednalina (85) treba piema (80) zameniti
vrednosti za J; date relacijama (82). Jednatine (85) moZemo krace napisati ovako:

d%y dr; ] ]
+@G+)t —+2(04+a) N+ =4
a2 |-y

T

(86) K2 m; 2o {1’2

(i=1, 2, 3),

gde su sa ; oznadene desne strane jednalina (85) posle zamene vektora Ji;
relacijama (82).
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Za o= —2, imamo da je Y==grady U i jednaCine (86) dobijaju oblik:
K? m; d?
— T

87 z_‘_"+2rd"—2(*2I,~+r,-)} =grady U

4 d2 ;1;

(i=1, 2, 3).

Ovo su poznate Blok-ove jednaline za varijaciju konstanata 9; u problemu
sudara, napisane u vektorskom obliku. Skalar U dat je relacijom

yMmy  my mg  my my

4T 4T To3

Ako se uzmu u obzir relacije (82) i U zameni novim skalarom V
tako da je:

(88) V=120,
tada je
(89) grad,, V=14 gradmi U (i=1, 2, 3),

pa jednaline (87) postaju

90) K:m; Itzﬁ+2'c@—2(‘lf,-+r,-)‘ =grad, V. (i=1, 2, 3).

| de dt J

Jednacdine (90) pretstavljaju nam u definitivnom obliku, vektorske dife-
tensijalne jednaline za varijaciju konstanata J; u problemu sudara. Kao §to se
iz prednjeg moZe videti, ove su jednadine dobijene iz opstih jednadina (86)
koje se odnose na suZeni problem rasprskavanja, a za specijalnu vrednost
eksponenta « tj. a= —2.

S obzirom na potrebu u daljoj razradi problema sudara triju tela za-
dr7zaemo se na jednainama (90). Posto je

. AN g2 d2E g2
O %G b, 1 r), 2 (15', R (d-E’ A1), eradey (9‘K 2,
de \dt dt) d<2 \di? di2/ 0 Ony
(=1, 2, 3)

skalarne jednaline za varijaciju konstanata g, i b; koje odgovaraju sistemu
vektorskih jednacina (90) imaju oblik:

2% :
wmy {TZEI—EI +2T'd~E—l—2 (ai+ Ei)‘ :E)Z s
©2) dr dt ) oE;
’ d2[]i dﬂi Vv
K3m; 12 +2t ——=2(bi+n)=—,
| de2 dt On;
(i=1, 2, 3).

Mi éemo se u daljem izlaganju zadrZati na tretiranju problema sudara
triju tela u jednoj dovoljno maloj okolini momenta t=¢, napr. za dovoljino
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mali interval vremena koji neposredno sleduje momentu sudara ¢,, odnosno
momentu rasprskavanja prvobitnog tela u tri posmatrana tela. U tom sludaju
¢e projekcije & 1 n; vektora r; biti vrlo male velifine, Cije vise stepene podevsi
od drugog, kao i medjusobne proizvode, moZemo zanemariti. Ako se jo§ primeti

da skalarna funkcija V, kao i njeni parcijalni izvodi (LV i iV pretstavljaju ne-

OE,- dfh
prekidne i diferencijabilne funkcue u odnosu na argumente E; i r;, tada funkcije
SV . &V T
g 16— mozZemo u okolini tataka (§;=0, n;=0), ili §to je isto u blizini
¢ )i

poloZaja (a;, b;) koji odgovaraju egzaktnim reSenjima, aproksimirati Taylor-
ovim polinomima 1 stepena oblika

v 1% 1%
—+ - B+ Ty,
(93) OEI oai 1 oai oav o—1 Oai Obv
y=3 v=3
OV av 0%V 0%V
— 4+ . v+ ’p.v, (l=1, 2’3
()rlx Obl §0bx ()av E glfbi obv )
Ovde je, prema Blok-u, kratkole radi stavljeno:
av {OV} ()V [6V|
£~ E 0,
aal 0;1 n= 0 IO\], =
otV 2V
(%94) l ={ ]
o an log, agvjq 0’ da; 0b, |k dqvl,,zo
4 oV ) l oV l
- 'E =0, e E 0 N
0b; Oa, |0y OE '3-0 db: 0b, | 0n; on, ;2

G, v=1,2,3).

V.oV
Kako se razvijanje izvoda Qé—l —g— odnosi na tatke (§=0, n;=0) tj. na
i r]l
poloZaje materijalnih taaka koji odgovaraju egzaktnim reSenjima problema
triju tela, to ¢e za ove poloZaje biti:

(95) {grad . V} o= T 2emA (=1,2,3).
Odavde proizilazi neposredno:
v=3 y=3

oV oV oV
_'_’\-’_2K2mxa:+ “Ey + v,
OE, gda,- Oav E zda.- ()bv g

(96) y=3 ::3

oV oV oW

—’\4—'2sz,b+' Ev“"‘ s (121,29 3)'
dr], §0b, an %Ob, Obv k
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Ako ove aproksimativne vrednosti projekcija vektora grad.V zamenimo u
desne strane skalarnih diferencijalnih jednadina (92) tada c¢emo, poSto se na
levim i desnim stranama potiru sabirci —2 x%m;a;, odnosno —2«x%m;b;, dobiti
definitivni oblik skalarnih diferencijalnih jedna&ina za varijaciju konstanata
egzaktnih ieSenja u problemu sudara triju tela:

95 ] y=3 2 v=3 9
sz;{’fzg—% +2td—g~'—2gi}= i B D> o Ty,
(97) T T vzlt)ai Oav 1 Oa,- Oby
y=3 v=3
d2m dl’]i ()ZV 62V

2 'C2~'*+2T—-“-2F,' = - - v+ “Ily

Km’{ ae  de } §0bf o, ;oh o,
(i=1, 2, 3).

8. PRESEK INSTANTANIH RELATIVNIH PRAVACA KRETANJA

MilankoviCev problem rasprskavanja ima dve karakteristine osobine:

1.— integraciona konstanta u integralu momenta kvantiteta kretanja
jednaka je nuli;

2. instantani relativni pravci kretanja (tangente na putanje tiiju mate-
rijalnih talaka) seku se u jednoj tafki ravni kretanja ovih tadaka.

Ova druga osobina je posledica prve i pokazuje se postupkom koji je
dao Milankovi¢, a koji je ve¢ naveden u 3.

Prva osobina je karakteristiéna i za problem sudara triju tela, kako je
to pokazao Sundman [5]. Medjutim sasvim analognim postupkom Milanko-
vievom, proizilazi da se i u problemu sudara triju tela instantani relativni pravci
kretanja moraju sec¢i u jednoj tacki.

Prema tome, ova osobina pretstavlja jo§ jednu zajedni¢ku karakteristiku
suZenog problema rasprskavanja i problema sudara triju tela.

Ovde je potrebno uliniti jo§ slede¢e napomene. PoSto su u problemu
sudara triju tela vektori polcZaja masa m; s obzirom na njihovo teZiste oblika:

©98) =@ 1) (=1,2 3)
dakle kad ¢t — 1,:
(99) T —0, 1, — 0, 9, —0 (i=1,23),

to ¢e putanje triju tela imati svoje zavrine tacke u zajedniCkom teZiStu sistema.

Ako zamislimo da mase m; obrazuju konfiguraciju ravnostranog trougla,
tada ¢e se instantani relativni pravci kretanja morati prese¢i u zajedniCkom
teZistu tako, da se ova konfiguracija moZe smatrati kao partikulaino
reSenje problema, u kome tangente na trajektorije prolaze kroz zavr$nu tacku
trajektorija. U sluaju pravoliniske konfiguracije masa kretanje ¢e, kao §to je
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pokazao Blok [3], ostati pravolinisko sa zajedni¢kom trajektorijom za sva tri
tela. TaCka preseka instantanih relativnih pravaca kretanja u ovom slu€aju je
neodredjena.

Ovo §to je napred konstatovano za problem sudara triju tela, ocigledno
vaZi uopSte za suZeni problem rasprskavanja, u kome se opste reSenje moZe
dobiti varijacijom konfiguracija egzaktnih reSenja problema triju tela.

9. JEDNA OSOBINA VEKTORA 1, KOJIMA SE VARIRAJU KONFIGURACIJE
EGZAKTNIH RESENJA

U definiciji suZenog problema rasprskavanja naveli smo, pored ostalih, i
sledecu njegovu karakteristiku. Vektori poloZaja triju materijalnih taaka s
obzirom na teZite sisema mogu biti pretstavljeni u obliku

(100) Ni=(N;+1,)0 (i=1,2,3)

gde:
1.§—=0,1,—=01iN,—>0sa 71— ¢ (i=1,2,3);

. d . .
2. projekcije vektora = (1;8) na ose odabranog koordinatnog sistema,
t

~

kad t—1,, pretstavljaju infinitezimale viSeg reda u poredjenju sa f{o tj.
{
d ds
(101) . —Wd) = =0, t—>1, (i=1,2,3)
dt dt

tako da se za sve vrednosti ¢ dovoljno bliske momentu rasprskavanja moZe
uzeti aproksimativno da je

dN;
dt

(102) ;zﬂlifl—‘s (i=1,2,3).
dr

Poslednja aproksimacija zna€i, da se kod tretitanja problema za momenat koji
neposredno sleduje momentu rasprskavanja r, odnosno, kod problema sudara

koji sleduje (prethodi) ovom momentu, da se projekcije vektora 2’{ (%) u
4

~

- .. L . . dd
zbirovima mogu zanemariti prema sabircima koji sadrZe = kao faktor.
11

Ako se podje od integrala momenata kvantiteta kretanja:

i=3

dn;
103 =1 =0,
(103) Z’"[‘ dtJ

i=1
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tada on prema (100) i (103) daje

i=3
> e, 2] <o,
] dr

i=1

.od
odakle, posto je 6; £0,
t

ploizilazi:
i=3
(104) zmi [261}=0,
a odavde je: -
(105) gm;(aiqi—bigi)=0.

i=1

To znadi da su projekcije vektora Y; na ose odabranog koordinatnog sistema
vezane jednom linearnom relacijom. :

i=3 =3
Posto je 2 m;R:=0, to je prema (100) 5-2m,~(@1,-+r,-)=0, ili
i=1 i=1
i=3 i=3
(106) Z U+ Zm,-r,-:o,
i=1 i=1

ili kako je prema jednalinama (60)

i=3
(107) 2 m; U;= 0,
i=1
to je:
i=3
(108) _ 2 m;t;=0.
i=1
V i=3 i=3

Ako se pomocu skalarnih jednadina 2 m =01 E m;n;=0,

i=1 i=1

elimini$u projekcije & i 3 iz jednadine (105), dobice se:

(109) my (a,— ag) 03 -+ My (by—by) & +my (@, — 03) ng + my (by — by) &, = 0.
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U slu€aju konstelacije ravnostranog trougla imali smo prema jednadinama (66)

3 1
al_a3:‘/7, b3—b1:_“277
(10) )
3 1
az“a:;:VT, b3_b2:'i’-

Zamenom (110) u (109) dobijamo:
(111) ml[/5-1]1—m1§1+m2]/§-r12+m252:0.

Za slu€aj pravoliniske konfiguracije triju tela imali smo, ptema jednadi-
nama (79)

(112) al_a3:l‘f“z, bg_bl:o,
a,—as=1, b3 —by,=0,
te jednacina (109) daje
(113) my(1+2) n;+m,ny,=0.
Linearna relacija (111) izmedju projekcija vektora v, i 1, zajednicka je za
sve funkeije ¢ (x)=x%; poSto konfiguracija ravnostranog trougla ostaje ista za

sve te funkcije. Medjutim u relaciji (113) menja se koeficijent uz n; poSto je
z=z(0), kao Sto je napred podvuleno.

Znali dakle da i za problem sudara triju tela relacije (111) i (113)
ostaju u vaZnosti s tim, §to za z u (113) treba zameniti realni pozitivni koren
Lagrange-ove jednaine '

(m2 + m3) 25 -+ (2m2 + 3m3) 24 + (m2 + 3m3) Z3’_(3m1 + mz) Zz"

—(3my + 2my) z — (my +my) = 0.

(114)

Iz napred izloZenog proizilazi, da je autor izvr§io ovim 1 jedno uopStenje
svojihj zakljuaka u vezi sa osobinom vektora poloZaja 1; u problemu sudaia
triju tela, pokazavsi da linearne relacije (111) odnosno (113) izmedju p:ojekcija
vektora 1; pretstavljaju jednu karakteristiénu crtu i u problemu rasprskavanja,
a pod pretpostavkama uvedenim za ovaj problem.

Za suZeni problem 1asprskavanja moZe se, na osnovi prethodnog rezultata,
pokazati i jedna osobina sila Y% koje dejstvyyu na materijalne tatke m;. Ako
se, naime, vektorski identiteti A;=9; vektorski pomnoZe odgovarajuéim jedna-
¢inama (86)

2. .
(115) K2 ;2. 12‘11' +@d+a)c cﬁ,+ 2L+ o)+ 1',~)| =%
dz? dt ‘

(i=1, 2, 3)
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i izvr§i sabiranje dobijenih jednalina, dobiée se:
3 3

dzr; N
(116) K2r2¢ . { IZZm,-[JI,-E‘)‘—] F(@4+a)t Zm,

o]
dr
i=1 i=1

3
+2 (140 2 m; [ i) ! Z[ﬂl;‘]},—].
i=1

i=1

Iz jednaéine (104) proizilazi:

(117) zm,{ﬂr d"} _0, Vm[ dt:'} 0.

Na osnovi (104) i (117) jedna&ina (116) daje ovaj rezuliat:
3
(118) > =0
i=1

Za problem sudara triju tela je, prema jednadini (90)

s'}i:gradl._ V (l: ]9 29 3)7
pa relacija (118) daje:

3
(119) 2 [¥: grad_V]=0.

Iz relacije (118) proizilazi da su projekcije vekiora grad V' na ose oda-
branog koordinatnog sistema vezane takodje jednom linearnom relacz]om

Autor je u svome radu [6] pokazao primenu napred izvedene osobine vektora
poloZaja 1; kojima se variraju integracione konstante 3;, a kojima §{se definifu
partikularna reSenja problema (Lagrange-ova egzaktna reSenja) na redukciju
Blok-ovih diferencijalnih jednadina za odredjivanje vektora 1,. Na ovaj nalin
redukovani sistem diferencijalnih jednadina ima oblik:

17 Za slucaj konfiguracije ravnostranog trougla:
. 5 3
1<2D(§1)=( 2m1—m2+1m3) Bt % My - By + 3—\11 UL AR

3 2m, —m. 3,
3my Qo= ey 4 ) — my] 5y 4 S T

(120) 2D (%) — i
2

my

3 1
K2D (1) = ":{‘ my Ei+ == m, £+ [ 2 (my+my) — 4 ’7”3J RN
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2° Za sluéaj pravoliniske konfiguracije:

2 :2’_m_1_~m2 ' { _’m?}'

k2D (§)) '(1+Z)3 -3 (1 GZ)3| Gt (1+2)? 23 &2
(121) }\2D(§2) Z(ml ’:;) 'El +2<g1+m2+m3) E2:

- _ ml _ 1 + z _ ml _ _mz _ _lni__

k2D ( 4) {(1 1 2)? " -3 (14 z) 28 (1 +Z)3} "

. d?u du
gde je D(u)=1% —+ 21— —2u.
) dr? dt
Polazeci od sistema diferencijalnih jedna&ina (120), odnosno (121) autor
je u [6], pored ostalog, dao resenje problema sudara triju tela u prvoj apro-
ksimaciji 1 s ovim u vezi izvrSio i izvesnu modifikaciju Blok-ovih rezultata

u tome problemu.

LITERATURA

[1} M. MILANKOVIC:

Osobina kretanja u jednom specijaliziranom problemu triju tela (Glas SAN,
LXXIX, prvi razred, 32, Beograd, 1909).

2] M. MILANKOVIC:
O opstim integralima problema n tela (Glas SAN, LXXXI, prvi razred, 34,
Beograd, 1911).

B H. G. BLOK:
Sur les chocs dans le probléme des trois corps (Arkiv for Matematik, Astronomi
och Fysik, Bd 5, Ne 9, 1908).

[4] H. G. BLOK:
Sur une classe de singulatités dans le probléeme de n corps (Meddelanden fran
Lunds Astronomiska Observatorium; Serie H, Ne 6, Lund, 1909).

[51 K. F. SUNDMAN: .
Recherches sur le probléme des trois corps (Acta Societatis Scientiarum Fennicae,
T. XXX1V, Ne 6, 1907).

[6] D. MIHAILOVIC:

O kvantitativnim reSenjima sistema dQ’erencUalnih Jjednacina u jednom specijalnom
problemu triju tela (doktorska disertacija — u rukopisu, Beograd, 1956).



30 Dobrivoje Mihailovié¢

RESUME

GENERALISATION DE CERTAINS RESULTATS DANS LE PROBLEME
DU CHOC DE TROIS CORPS

Dobrivoje Mihailovié

L’objet de la présente étude est la généralisation de certains résultats
auxquels aboutit H. G. Blok dans ses travaux [3] et [4] sur [’analyse quanti-
tative du probléme du choc de trois corps. L’auteur arrive a cette généralisation
par la confrontation du probléme du choc de trois corps et d’un cas spécial
du probléme de trois corps, défini en [1] par Milankovic.

Milankovi¢ traite le probléme du mouvement de trois corps provenant
de Péclatement d’un corps unique qui se mouvait d’un mouvement uniforme
sous ’effet des forces internes. Alors 1) le mouvement s’effectue dans un plan;
2) la constante d’intégration dans Pintégrale du moment de la quantité du
mouvement est égale au zéro; 3) les forces qui agissent sur les trois corps
sont des fonctions arbitraires, mais holomorphes de la position, de la vitesse
et du temps. De [2] Milankovi¢ déduit que les directions des mouvements
relatifs instantanés (les tangentes aux trajetoires de trois masses) se coupent
dans un point du plan de leur mouvement.

L’auteur établit le rapport entre le probléme du choc de trois corps et
le probléme de Milankovi¢ (le probleme de I’éclatement) se basant sur le fait
que le premier est déduit du second, si I'on spécifie, dans ce dernier, la nature
des forces (c. 4. d. si I'on y introduit les forces de Newton).

Dans le présent article Pauteur part du probléme de I’éclatement, en y
introduisant, en méme temps, les hypothéses suivantes:

1) que les influences réciproques changent en conformité avec la loi
¢ (x)=x%, (a<<—1);

2) si I'on représente les vecteurs de la position des masses m; par rap-
port au centre de gravité du systéme sous la forme R;=(WUi+1;) 8, (i=1, 2, 3),
que, lorsque r=1¢, (¢,,— le moment de 1’éclatement):
a) 6§ —0, 1;—0, N;,—0;
d dd
b) —(1:8):——0, t—1,
dt dt

d N, dd . . L
i ~A i (i=1, 2, 3) est aux environs suffisamment réduits-du
t

de sorte que

point r=1,.

De ce probléme de Déclate nent que lon appelle restreint, on déduit le
cas de Blok du probléme du choc, comme un cas spécial pour o= —2.

En introduisant dans ses investigations le probléme restreint de I’éclate-
ment, défini de cette fagon-la, lauteur a, dans le présent article, élargi et
approfondi les résultats de Blok ainsi que certains de ses propres résultats en
rapport avec l’analyse quantitative du probléme du choc de trois corps.
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En représentant les vecteurs de la position du centre de gravité de trois
corps sous la forme N;=Nu, (i=1,2,3) ol N; sont des vecteurs constants,
Pauteur démontre que 'on obtient la grandeur de (36) dans la forme d’une
série potentielle convergente dont la puissance la plus petite est

2 2
2=[(1—-w)x]1—< (—1,)1—%, (x=const.).

Pour «= —2 on obtient le résultat connu de Sundman [5]:
2= (3k)2B. (1 —1,)23,

L’auteur déduit les équations différenticlles du probléme en introduisant,
au lieu du temps r — une nouvelle variable indépendante:
1 RIS
t=[(1-)x] =% (t—¢,)—©

et arrive aux équations différentielles du probléme dans la forme (45). Celles-ct
se réduisent, pour a= —2, au systtme d’équations de Blok pour le probléme
du choc de trois corps.

Pour ce systéme d’équations différenticlles existent les intégrales parti-
culigres dans la forme: MN;=¥; 72, (i=1, 2, 3), ol A; sont des vecteurs constants.
Pour les positions des masses, lesquelles sont déterminées par rapport au centre
de gravité du systéme au moyen des vecteurs de la position 3; 'auteur trouve
pour les valeurs des forces résultantes :

SBi=2K2(1+(x)m,~i)I,~ (i=1, 2, 3)

L’auteur a appliqué ici le théoréme de Milankovi¢ sur le pdle de gravitation
(le centre d’attraction) lequel donne les conditions nécessaires et suffisantes
pour lexistence des solutions exactes du probléme de trois corps. En vertu de
la derniére relation, en appliquant le théoréme mentionné ci-dessus, Pauteur
conclut directement que les configurations déterminées par les vecteurs ; c. a
d. les solutions particulieres du probléme restreint de 1’éclatement sont identi-
ques aux solutions exactes de Lagrange du probléme de tiois corps. En déter-
minant ces configurations, 'auteur a démontré que, pour la disposition non-
collinéaire des masses, la configuration du triangle équilatéral est indépendante
de I’exposant ¢, tandis que celle-ci change en dépendance de o lorsque la
disposition est rectiligne. Les relations (66) et (76) avec (79) déterminent ces
deux configurations.

Partant des équations différentielles vectorielles pour le probléme restreint
dans la forme (81) lauteur a, au moyen de la transtormation ;= (A;+1x) 2,
(i=1, 2, 3), déduit les équations vectorielles pour la variation des constantes
U; dans la forme (86). De celles-ci, dans le cas spécial ol o= — 2, ’on déduit le
syst¢tme correspondant de Blok dans la forme (87), respectivement dans la
forme (97), qui donne la solution du probléme du choc aux environs du
moment =1#,. )

L’auteur a démontré, ensuite, que, méme dans le probleme restreint de
Iéclatement, les directions relatives instantanées des mouvements se coupent
dans un point, pouisque dans ce probléme-ci ainsi que dans celui de Milanko-
vi€, la constante d’intégration dans Pintégrale du moment de la quantité du
mouvement est €gale au zéro.
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De 13, lauteur a déduit les conclusions suivantes: 1) les trajetoires des
centres de gravitation de trois corps doivent avoir leurs points terminaux dans
le centie de gravité du systéme; 2) la configuration du triangle équilatéral
Teprésente cette solution particuliére du probléme ou les tangentes aux trajetoi-
res passent par le point terminal de ces trajetoires. Pour la configuration
rectiligne des masses, le point d’intersection des directions relatives instantanées
du mouvement est indéterminé.

De la définition du probléme restreint et en vertu de (103), T'auteur a
déduit la relation (104) qui représente la relation linéaite entre les vecteurs 1;,
au moyen desquels on varie les constantes d’intégration U; des solutions exactes.
Dans le cas de la configuration du triangle équilatéral les projections des
vecteurs 1; sont liées par la relation (111) et dans le cas de la configmation
rectiligne — par la relation (113). La premiére ralation est commune a toutes
les fonctions ¢ (x)=x%*, (¢ <—1), tandis que la seconde change en dépendance
de P’exposant o.

Du résuitat précédent Vauteur a démontré que, dans le piobléme de
I’éclatement, pour le moment proche au moment les projections des forces qui
agissent sur trois points matériels, sont aussi liées par une relation linéaire
(118). Dans le cas spécial, pour le probléeme du choc de trois corps, elle se
réduit a4 la 1elation (119) entre les projections des gradients partiels de la
fonction scalaire V selon les vecteurs 1;.

Finalement, dans le piésent article l'auteur a souligné I'importance de
derniers 1ésultats a4 I’égard de la possibilité de déduire les systémes d’équa-
tions différentielles (97) pour la variation des constantes des solutions exactes,
ainsi qu'd Pégard d’une certaine modification des résultats de Blok dans
I’analyse quantitative du probléme du choc.

A la fin de son article auteur a cité le systéme réduit d’équations dif-
férentielles (120) et (121) pour la variation des constantes des solutions exactes,
dont la solution dans la premiére approximation il avait donné dans sont
¢tude [6].
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