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SUR LA FORME DE L'INT�EGRALE

G�EN�ERALE DE QUELQUES
�EQUATIONS DIFF�ERENTIELLES

DU PREMIER ORDRE

Dragoslav S. Mitrinovi�c

1. Nous allons repr�esenter, dans ce qui suit, par K une constante arbitraire, par

m and n deux entiers positifs, par hj (j = 1; 2; : : : ;m) des constantes num�eriques,

par �j (j = 1; 2; : : : ;m); �i; �i; �i; �i (i = 1; 2; : : : ; n) des fonctions de la variable x;

di��erentes entre elles.

Ceci �etant admis, consid�erons une relation de la forme

(1) exp

 
nX
i=1

�iy + �i

�iy + �i

!
mY
j=1

(y � �j)
hj = K:

L'�elimination de K de la derni�ere relation conduit a l'�equation di��erentielle

(2)
dy

dx
=

A(x; y)

B(x; y)
=

p0(x) + p1(x)y + � � �+ ps(x)y
s

q0(x) + q1(x)y + � � �+ qs�1(x)ys�1
; (s = m + 2n)

les coe�cients du num�erateur �etant des combinaisons simple des fonctions �j; �i;

�i; �i; �i et des leurs premi�eres d�eriv�ees; et les coe�cients du d�enominateur �etant

des combinaisons des mêmes fonctions et non de leurs d�eriv�ees.

Il est �evident que les

yj = �j (j = 1; 2; : : :m); yi = �
�i

�i
(i = 1; 2; : : : ; n)

sont des solutions particuli�eres de l'�equation (2). Ce fait fourni la possibilit�e

d'abaisser, dans des cas assez g�en�eraux, le degr�e des polynômes A(x; y) et B(x; y):

En e�et, si l'on pose, dans l'�equation (2),

(3) y = z + �1;
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elle prend la forme suivante

dz

dx
=

P1z + P2z
2 + � � �+ Psz

s

Q0 + Q1z + � � �+Qs�1zs�1

et en�n

(4)
dz

dx
=

P1 + P2z + � � �+ Psz
s�1

Q1 + Q2z + � � �+Qs�1zs�2
;

si la relation Q0 = 0 est v�eri��ee, relation alg�ebrique entre les quantit�es �j; �i; �i;

�i; �i:

D'apr�es la relation (3), on voit que

z1 = �2 � �1

est une solution particuli�ere de l'�equation (4), or, le même proc�ed�e peut s'appliquer

�a l'�equation (4), etc.

Proposition. Si l'on soumet les coe�cients �j; �i; �i; �i; �i �a la v�eri�cation des

r � m+n conditions alg�ebriques qui s'obtiennent de la mani�ere indiqu�ee plus haut,

cela a pour e�et de diminuer le degr�e des polynômes A(x; y) et B(x; y) de r unit�es.

On peut en tirer diverses cons�equences. Ainsi, par exemple, en choisissant

convenablement les fonctions �j; �i; �i; �i; �i et les nombres entiers m et n; on �nit

par arriver �a une �equation de la forme

(A)
dy

dx
=

a0(x) + a1(x)y + a2(x)y
2

b0(x) + b1(x)y
;

�equation jouant un rôle important dans l'Analyse. Ce fait indique comment �gure

la constante d'int�egration dans l'int�egrale g�en�erale des �equations faisant partie de

l'�equation (A).

2. Si l'on part maintenent de la relation

exp

 
nX
i=1

�iy + �i

y � �i

!
mY
j=1

(y � �i)
hi = K;

qui est moins g�en�erale que (1), on arrive �a une �equation de la forme

dy

dx
=

p0(x) + p1(x)y + � � �+ p2n(x)y
2n

q0(x) + q1(x)y + � � �+ q2n�1(x)y2n�1
:

En choisissent en ontre les hi (i 6= 1) de sorte que

nX
i=1

hi = 0;

on a q2n�1(x) = 0:
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3. Les �equations appartenent au type (2) ont �et�e �etudi�ees par de nombreux

g�eom�etres. Les r�esultat que nous venons de signaler se rattache, en particulier,

aux r�esultats de Letnikow [1], de Haentzschel [2] et de Painlev�e [3].

1. Zeitschrift f�ur Mathematik und Physik, 12 (1867), 223{264.

2. Journal f�ur die reine und angewandte Mathematik, 112 (1893), 148{155.

3. Annales de la Facult�e des Sciences de Toulouse, 10 (1896), M�emoire G, 1{37.

Remark. The above note was written by D. S. Mitrinovi�c in 1937. He wrote

several versions of the note, but none of them were published. One of the versions

was read by our leading mathematician of that time, M. Petrovi�c (1868{1943)

who gave some suggestions regarding the presentation of the result.

A few years ago Professor Mitrinovi�c gave me a �le containing the material

relevant to the problem considered in the note: various o�prints, his sketches and

writings, comments by M. Petrovi�c, etc. Professor Mitrinovi�c asked me to

look through all the versions of the note, and said that he would like to publish

the result. However, we were both engaged at other projects, and we both forgot

about the note.

Although the considered problem is somewhat out of date, it �ts into the �rst

period of Mitrinovi�c's work (1933{1941) and I believe that it is appropriate to

publish the note in this issue of Publikacije, dedicated to him.

The above text is reprodused from the �nal hand{written version of the note.

Clearly, it was prepared for publication in C.R.Acad.Sci. Paris.

Belgrade, September 14, 1995. J. D. Ke�cki�c


