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COMPLEMENTS AU TRAITE DE KAMKE. V.

D. S. Mitrinovitch

1. Cette Note fait suite a nos notes anterieures [1), ayant pour but de
completer et augmenter Ie Recueil d'equations differentielles insere dans Ie Traite
de Kamke [2).

Dans la presente Note nous allons indiquer des equations differentielles
Iineaires, integrables au moyen des quadratures et des fonctions speciales
(fonctions de Bessel, de Pochhammer, etc.) ayant, entre autres, la forme suivante

dn+ky

[
dny dn-ly dY

]
(1) -f(x) Aoxn- -+AIXn-l_+... +An-lX- + AnY =0.

dxn + k dxn dXn-l dx

(n, k nombres naturels; Av constantes quelconques).

Chez Kamke [2], on trouve seulement quelques equations particulieres
du type (1).

2. Considerons l'equation differentielle
y(nH)- f(x) L~y] = 0(2)

avec
n

(3) L[y]= L(-I)VV! (~)xn-vy(n-v), (0!=1, y(O)=y),

v-o
ou y(r)=dry/dxr (r= 1, 2,. . ., n+k).

L'equation (2) appartient au type (I).
En posant L[y]=z, on a, apres la derivation

z' =xny(n+l),

z" = (xn) 'yen+ 1)+ xny(n + 2),

z'" = (Xn)"y(n +1) + n)(xn) 'yen + 2)
+ xny(n +3),

successive)

(4)
k

Z(k)
= L: (~=D (Xn) (k-r) yen + r)

r=1
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z' xn 0 0 + ( - I)kxkn I (x) z = O.

z" (xn)' xn 0

zl/! (xn)" U)(xn)' 0
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avec (xn)
(s)

= ds (xn)/dxs.

Le resultat de l'elimination des k quantites

y(n+l),
Y

(n + 2) . . ., , y(n + k)

entre les (k + I) relations (2) et (4), quelques transformations etant prealable-
ment effectuees, est la relation suivante:

Z(k-l) (k~2)(xn)(k-3)

(k~1
)

(xn)(k-2)Z(k)

La derniere equation, apres Ie developpement du determinant d'ordre k y
intervenant, prend la forme suivante

(5) XkZ(k)+ alxk-lz(k-l)+ a2xk-2z(k-2)+ ... + ak-lxz'-xn+kl(x)z = 0,

ou les coefficientsar sont des fonctions de n et de k, a savoir:

- ( - I)r ,(k-I \

I
n+ r-I )ar - r . ) ,

r r
(r = I, 2,. . ., k - I).

L'equation (5) s'ecrit aussi sous la forme suivante

z(k)- (k~I)(xn)'Z(k-l)+ (;-1) (xn)lIz(k-2)_. . . + (_I)k-l
(Z=:)

(xnYk-l)z'

- I (x) xnz ~ 0,

ou bien
Z(k)+gl (x) Z(k-l) + g2 (x) z{k-2) + . . . + gk-l (x) Z'- I(x) xnz = 0,

avec

(k-l )g,(X)=( -1)'-1
r

(xn)(,J, r= I, 2,. . ., k-l.

Par suite, l'equation lineaire (2) se reduit a l'equation (5), suivie de l'equa-
tion lineaire L [y] = z.

L'integrale generale de l'equation homogene L[y] = 0 est
y= C1x+ C2X2+ . . . + CnXn (Cp constantes d'integration).

Pour trouver la solution generale de l'equation complete L [y]= z, il reste
a lui appliquer la methode de variation des constantes, qui est due a Lagrange.
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Lorsqu'on admet k = 2, 3, 4, l'equation (5) prend les formes respectives
suivantes:

(6)

(7)

(8)

X2Z" - nxz' - x" + 2f(x) Z = 0,
'

rz'" -2nx2z" + l1(n + 1) xz'-x..+3f(x)z = 0,

.0Z(4)- 3nrz'" + 3n (n + 1) X2Z"-n (n + I) (n + 2) xz' - x" Hf(x)z = O.

Toutes, les fois oil Ies equations (6), (7), (8) s'integrent, il en sera de
meme de l'equation (2) pour k = 2, 3, 4. D&i1S la suite, nous. allons ilIustre.r
ceci par quelques exemples cQnvenablement choisis.

3. Prenons l'equation {cf. [2], p. 440, equation 2.162 (6)}

(9) X2Z" +(1- 2v) xz' + V2(X2V + 1 -, V2)Z '7' 0

dont la solution est

oil Zv designe

Zv(t) =: ClJv(t) + C'll-vCt), (v *nombre entier);
et

(\. = nombre entier).

(Cl et C2 sont iei des constantes. d'integration, J,. (t) et Ny(t) les
de Bessel de, premiere et seconde espece {cf aussl [3], p. 305 ~ 312 }.

En comparant les equations (6) et (?), on obtient '

n = 2v-I, f(x) =: V2 [(v2-I) 2X-2v -l_X-l],

oil v= 1, 2, 3,. . ., tandis que, dans (9), cette restriction ne s'imposait pas.

Par suite, la solution generale de l'equation "

fonctions

(10)

~I ! CV;1)X2V ,-
2y(2V -2)+

',' " -' (2v- I)! (;:=Uy ]=0

s'exprime a l'aide des fonctions de Bessel.
La comparaison, de l'equation (6) avec, :

-'

-I
\'. '. ! "",..., , ,-

"
-'-'---'

-.,.--,

xz" + (1- 2v)z' +xz = 0(11)., .(

{cf [2J, p. 440, 6quation 2.162 (8)} fournit:
,

'

n=2v-l, f(x)=: -X-2v,

v etant un nombre naturel, taJ1dis que, dans (11), ceUe
necessaire.

restiction n'a pas ete
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Etant donne que la solution de (11) est

z=xvZv(x),

on voit que l'equation (2), correspondant it ce cas, it savoir

X2V y(2V +1) + x2V-1y(2V -1) -I! (2V;-1
J

x2V-2y(2V -2) + . . .

+(-I)2V-1(2v-l)! (~:=:)Y=O,

s'integre aussi au moyen des fonctions de Bessel.
Appliquons maintenant Ie meme proc6de it l'equation

(12) X2Z"+ axz' + (bxm + c) z = 0, (m I-0, a, b, c constarites)

qui embrasse les equations (9) et (11) comme des cas particuliers.
La solution generale de l'equation (12) est {cf[2], p. 440, equation

I-a (2 -
m

) 1-
Z=X-2 Zv

m VbX2 , v= m ,(I-a)2-4c, bl-0;

2.162 (la)}

~ I-a-P.
Z=C1x 2 +C2X 2 , p.= nI-a)2-4c 1-0, b=O;

I-a
Z=X2(C1+C210gx), (I-a)2-4c=0, b=O.

Toutes ces formules sont ecrites SOuS la condition que x>O.
En confrontant les equations (6) et (12), on trouve

(13) n= -a, f(x) = -~-2(bxm+c),

a devant etre: - 1, - 2, - 3,. . .
Si 1'0n introduit Ies donnees (13) dans l'equation

y (n+2)- f(x) L [y] = 0,

on a l'equation lineaire dont la solution est une fonction qui s'exprime au
moyen des fonctions de Bessel, suivies des fonctions elementaires.

Parmi les equations de ce type se trouve aussi la suivante

a xPy(n+2)+xny(n)-I !(7) xn-l y(n-1)+ ... + (-I)nn! (:) y= 0

(n nombre naturel; a, p nombles quelconques) dont la solution generale
s'exprime au moyen des fonctions de Bessel. Dans Ie Recueil de Kamke ne
se trouve pas ladite equation, pas meme ses cas particuliers suivants:

a xPy'" + xy' - Y = 0,
.
a xPy"" + x2y" - 2xy' + 2y = O.
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La mise en correspondance de l'equation (6) avec une autre equation,
convenablement choisie, peut etre poursuivie. Ainsi, par exemple, on peut
utilisel, dans Ie but mentionne, les equations suivantes du Recueil de Kamke [2]:

2.97, 2.98, 2.99, 2.103, 2.104, 2.105, 2.106, 2.138, 2.140,

2.176, 2.179, 2.187, 2.400, 2.409, etc.

L'equation 2.138 a la forme

(14) xz" + az' --: (x - 2a - 4b)z = 0, (a, b constantes),

et se ramene, au moyen de la transformation z = u exp ( - x/2), it l'equation

(15) xu" + tb-x) u' -au= 0,

ce qui est l'equation confIuente hypergeometrique.
En mettant en correspondance l'equation (6) avec (14), on obtient

(16) n= -a,
1f{x) == - xa-2 (x-2a-4b),
4

a devant prendre les valeurs: a= -1, -2, -3,
'"

En ce cas, nous avons l'equation

(17) y(n +2) - f{x) L [y] = 0

admettant la solution qui s'exprime it l'aide des fonctions hypergeometriques
confIuentes (fonctions de Poehhammer).

Lorsque la difference b - a est un entier positif, la solution de (17),
avec (16), s'exprime au moyen des fonctions elementaires.

4. Considerons paralle1ement les equations (7) et celle
Chaundy {ef. [2], p. 516, equation 3.49}:

(17) X2Z'" - 3 (p + q) xz" + 3p (3q + 1)z' - X2Z = 0
(p, q nombres entiers positifs).

La solution de (17) est

de Burehnall-

p-l q-I 3

z= IT (1S-3p.-1)IT{IS-3v-2) L Ckexp{£kx),
}l=O v=o k=1

avec IS5 x (d/dx) et Ek les solutions de £3 = 1.
L'equation (7) se ramene it (17), lorsque les conditions

(18) 2n=3{p+q), n{n+I)=3p(3q+I), f{x)==x-n

sont remplies.
La reduction de (7) it (17) s'effectue, ce qui resulte de (18), pour tous

les entiers positifs p, q vetifiant l'equation diophantienne
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(19) 3 (p+q)2+2(p+q).=4p(3q+ I), .

qui s'ecrit aussi sous la forme

2 1 2 t
p=- ---:--. q=- - tf: 1

3 t-I
.

3 t-I~ "

t etant un parametre,

L'equation (19) se decompqse en

p=q et p-q=2/3.

Comme l'equation indeterminee

p-q = 2/3

n'a aucune solution en nombr~s entiers, 'il resulte, grace a l'equation p = q,
que la solution la plus generale de. l'equation (19), en nombres l1aturels? est
definie par

p=N, q=N, (N nombre naturel arbitraire).

Mettant a profit Ie resultat obtenu ci-dessus, on peut enoncer la propo-
sition suivante.

(20)

L'equation differentielle

X3Ny(3N
~

3)- X3N y(3N)
+.

11(3;) X3N'-Jy(3N-I) - ~! (3;) X3N-2 y(3N-2)

+ . .. + (-1)3N(3N) !(~Z)y=:,o

est integrable et sa solution generale est definie par'

(21) (3N )
,'.

(3N )
. .

x3Ny(3N)-I!
1

x3N-Iy(3N-I)+.. ..+(_t)3N(3N)!
'3N'

y=z,

avec '. ,!.

N-I N-I 3

z= n(0-311-1) n'(o' 3v-2) L ~kexp(Ekx)
p,=o v=o k-l

(0
== x (d/dx), Ek racines de. l:equation. E3

="
I).,

La solution de l'equation homogene, correspondant a (21), est
y = BI x + B2 X2+ . . . + B3NX3N, (Bk constantes d'integration).,
Si 1'0n y applique la methode de variation des constanhJs, On aura la

solution generak-de,!:equ,ation (21), ce qui se fait, sans difficulte. '.
En dehors du cas indique, il est difficile de trouver d'autres, pouvant

etre cOllfrontes avec l'equation (7). C'est encore plus difficile s'il' s'agit de
l;equafion (8). - .

\"
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5. A present, nous allons considerer un autre type d'equatipns lineaires,
a savoir:

/I

(22) Lfk(x)LNk [y]=O,

k- ~ ,

(Nk entier non negatif),

ou l'on a
. ,

LN [y] ==xNy(N)-1
!(~)

x'N-1 y(N-1)~ 2! (~)XN-2y(N':"-2)- :.. + (_l).NN! (Z)y.

L'expression differimtielle IN [y], si l'on y pose y = xz, prend la forme
tres simple que void

(23) LN [xz] ==
XN+1 z(N).

Grace a (23), l'equation (22) devient

,.

(24) L XNk+1 fk (x) Z(Nk}
~ O.

k=l

L'ordre de l'equation (24) est

v =max (N1, N2,' . ., N,.).

Lorsque

p.= min (N1, N2,' . ., N,.), .

l'equation (24), par Ie changement z(il}
= w, se transforme en une equation line-

aire. (appelons-Ia: equation E) dont l'ordre est v-p..

L'equation (24) a, comme soluti~ns particulieres, les fonctions

x, XI,. ., xl1.

Une equati~n de telle espece est par ~xemple

(25) f1 (X)(X3y''' - 3X2 y" + 6xy' - 6y) + f2(X) (X2j1'- 2xy' + 2y) + f3 (x) (xy' - y) = O.

Dans ce cas, l'equation (24) et son equation (E) sont respectivement:

x2fi(x)z'" + Xf2(X)Z" + f3 (x)z' = 0,

x~fI(x)u" + Xf2 (x) u' +f3(X) 11= O.

La derniere equation peut servir comme equation de comparaison en
sens employe plus haut.

.

6. Nous allons indiquer une variante de dernier procede sur des equations
lineaires de troisieme et de quatrieme oIdre.

.
.

"
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Envisageons l'equation

(26) y'" + f (x) C~2y"- 2xy' + 2y) + g (x) (xy' - y) = 0

qui se transforme, par Ie changement y = xz, en celle

xu" + [xo/(x) + 3] u' + X2g(x) U= 0, (z' = u),

equation qui se prete bien a la confrontation envisagee dans cette Note.
L'equation

(27) Y
(4)

+ f(x) (X3y'" - 3x2y" + 6xy' - 6y) + g (x) (X2y"- 2xy' + 2y)

+h(x) (xy'-y)=O,

a 1'aide de changement y = xz, refi(oitla forme
XZ(4)+ 4z'" + x4f(x)z'" + x3g (x)z" + x2h (x)z' = 0

ou bien

xu'" + [x4f(x) + 4] u" + x3g (x) u' + x2h (x) u = 0 (z' = u).

Etant donne qu'on a de nombreuses equations du type (28), dont les
solutions, pour des fonctions f(x), g(x), h(x) convenablement chosies, sont
exprimables par des quadlatures et des fonctions speciales, on pourra con-
struire des equations de la forme (27), integrables egalement par fonctions
mentionnees.

6. L'equation (2), a 1'aide de la substitution

(28)

(29) y=xt, t=t(x),

se transforme en la suivante

(30)

On passe de 1'equation (5) it (30) par la transformation

(31) x" + 1t(II)= z,

ce qu'on obtient si 1'on pose y =;xt dans la relation L [y] = z, ou L [y] est
defini par (3).

La correspondance etablie entre les equations (5) et (30) permet de
verifier que Ie coefficient a" figurant dans l'equation (5) a, a la verite, la
forme suivante

ar=(-l)rr! (k-;l) (n+:-l) (r=l, 2"", k-l).

Le fait indique peut etre employe pour augmenter Ie Recueil
d'lquations integrables.

de Kamke
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Illustrons ceci sur l'equation de Perron {ef. [2], p. 502, equation 2.409}

x2au" + ax2a-l u' + (a - 1)2u = 0,

dont la solution generale est

y= C1COS(Xl-a) + C2 sin (xl-a), (a>O
(CI, C2 constantes d'integration).

L'equation de Perron peut etre mise sous la forme

xu" + au' + (a-l)2 XI-2a u = o.

L'equation (30), pour k = 2, devient

xu" + (n+ 2)u'_xn+lf(x) u= O.

et a f. 1),

Si l'on compare les deux dernieres equations, on obtient

n + 2 = a, f(x) = - (a - 1)2x-2a-n.

On en deduit
n=a-2, f(x) = -(a-l)2x-Sa+2,

ou a (>2) designe un nombre nature!.
Par suite, l'equation (2) de la forme

a-2
y(a)+(a-l)2 x-3a+2.L (-1)vv! (a~2) xa-2-Vy(a-2 - V)=O,

v=o

avec a (>2) nombre naturel, s'integre a l'aide des quadratures.
Des exemples de cette nature on peut indiquer dans un grand nombre

de cas.
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REZIME

DOPUNE KAMKE-OYOM DELU

Nota Y

D. S., Mitrinovic

.
Ovo je peti iz serije chmaka [1] kojima je cilj upotpunjavanje i uveca-

vanje Kamke-ove zbirke diferencijalnih jednaCina.
U ovom clanku pokazuje se kako se mogu obrazovati diferencijalne je-

dnacine oblika (1), koje se mogu integraliti pomocu kvadratura i nekih speci-
jalnih funkcija.


