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715. SUR UNE INEGALITE DE LA NORME*

Domenico Delbosco
1. Introduction.

Dans le livre [1] on trouve formulée et démontrée I’inégalité suivante: quels que
soient les nombres réels ou complexes x et y on a

(1.1 [x+y[P<c, (| x]7+]|¥|P)

oll ¢,=2P"1(p>1) et ¢,=1(0=p=1) sont les meilleures constantes.
11 est facile 4 démontrer (voir § 2) cette simple généralisation & n variables de (1.1):

1.2) |x1+"'+xnlp§cp,n(!x1fyp+"'+lxnlp)r

ol ¢, ,=nP~1(p>1) et ¢y ,=1(0=p=1) sont les meilleures constantes.

Dans cet article on donne une généralisation des inégalités (1.1) et (1.2) aux espaces
linéaires - normés.

2. Les résultats

Proposition 2.1. Quel que soit x=(x;, ..., x,), okt x; est un nombre réel ou
complexe et quel que soit le nombre non négatif p, on a

(1.2) [ X+ -+ x, 172, (| %P+ - - - +]x,]P),
ot ¢, ,~n""1(p>1) et ¢, ,=1(0=p=1) sont les meilleures constantes.

Démonstration. (i) 0<p=<1. Si n=2 linégalité (1.2) devient la (1.1). On
suppose que l'inégalité (1.2) est vraie pour un certain entier n et on démontre
quelle est aussi vraie pour I'entier n+ 1. En effet on a:

lxl+ e +xn+1|p§|xl+ RN +x"lﬂ+lxn+llp

et par Iinduction

DX+ F X [P X [P X |7
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(ii) p>1. L’inégalité & démontrer est:

[x,+ - - - +xn|p§”p_l(lx1!p+ ce X, ]P),
c’est-a-dire

( | X1+ + X )pS [ X1 [P+ +]| x5 |P

n n

Cette derniére inégalité est conséquence de la convexité de I’application
z=1? (p>1) (en effet sa dérivée z' =prP~! est croissante).

On va, maintenant, démontrer le résultat fondamental de cet article.

Théoréme 2.2. Soit (X, ||- ) un espace linéaire normé sur le corps des réels ou
des complexes. Quelle que soit la couple (x, y) d’éléments de X et quel que
soit le nombre réel non négatif p, on a

@n [x+ylP=c, (| x[17+ |y ]9,

ot c,=27"'(p>1) et c,=1(0=p=1) sont les meilleures constantes.

Démonstration. (a) p=1. Dans ce cas [Pinégalité (2.1) devient I'inégalit&
triangulaire de la norme. .

(b) p#1. Si I'inégalité triangulaire de la norme: | x+y|/<|x|+|ly]i
on éléve A la puissance p-iéme, on déduit que:

(2.2 [x+ylP=(x||+l»|)?.

En posant | x||=a et ||y||=>b et en utilisant I'inégalité (1.1), on trouve:
(a+b)? =c, (a”+b?), donc

@3) lx [+ [y IDPse, Clxlle+ ]y 119)-
Les inégalités (2.2) et (2.3) entrainent Iinégalité (2.1).

Il est possible de donner une généralisation de I'inégalité (1.2) aux espa-
ces normés.

Théoréme 2.3. Soit (X, ||-||) un espace linéaire normé sur le corps des réels ouw
des complexes. Quel que soit x=(x;, ..., x,), ot ;=X et quel que soit le
réel non négatif p, on a

2.4 x4 x 2= ([ X174 - - -+ %19,

olt ¢, ,=nP~t(p>1) et c,,=1(0=p=1) sont les meilleures constantes.
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La démonstration se fait en utilisant le Théoréme 2.1 et Dinégalité
(1.2).
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O JEDNOJ NEJDNAKOSTI ZA NORMU

D. Delbosco

Dokazana je teorema: Neka je (X, {|-||) linearni normirani prostor i neka je p proiz-
-voljan nenegativan realan broj; tada za svaki par (x, )X vaZi nejednakost

lx+y112=Cp (i x 117+ ¥ [i7),

gde su Cp,=27-'(p>1) i C,=1(0<p=1) najbolje konstante.



