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632. SUR QUELQUES GENERALISATIONS DES
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Dédiée au Professeur D. S. Mitrinovi¢ @ Ioccasion
du 70-iéme anniversaire de sa naissance.

0. Dans la présente note nous avons étudié quelques généralisations des
équations fonctionnelles de O’DOUBLER, de STAMATE, de CRSTICI-NEAGU et de
PreM NATH. Partout nous considérons seulement des founctions réelles et les
variables réelles. En général, les fonctions sont supposées continues ou mesu-
rables. Les démonstrations sont analogues pour les cas particuliers dans
[1], [2] et [3]. Seulement la méthode que nous avons employée pour résoudre
les équations (5.1), (5.3), (5.6) (6.1), (6.2) et (6.3) est plus simple que celle
dans Tarticle [4]. Les équations (6.1), (6.2), (6.3) et (7.3) sont les généralisa-
tions des équations importantes de la théorie des informations (voir [4]). Les
solutions banales sont exclues parce qu’elles sont évidentes.

1. L’équation fonctionnelle

n B
[f)
re—

n n =1
(1.1) f(nx,.)=xn{[ﬂ(kvxv)]'*“ ]+a (kER*, 2, a, BER)

i=t1

ol x; et les fonctions f, f; sont supposées positives, a comme solution

)C(%)B (=1,...,n)

i

(12) f(x)=l[(ifjl c,-)x]c"ﬁw, fw=(Ci

ou C, C; sont constantes arbitraires.

Si 'on pose A=1, a=0, k,=1, n=2, f=f, =f,, ’équation fonctionnelle
(1.1) se réduit 3 I'équation fonctionnelle de O’DousLEr ([1], Probléme 83).
Dans ce cas C,C,=C,=C, => C,=C,=1.

En posant A=1, «=0, k,=1, =0 dans Iéquation (1.1), on obtient
Iéquation de STAMATE ([2], ’équation 2.3).
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2. L’équation (1.1), si 'on fait la substitution g =logf; g;=logf; i=1,...,n)
se transforme en - '

n

2.1) g(ﬁxi)=i§1[gv(kvxv)(nx,)ﬁ}m (k,CR*, «, BER).

i=1 r=1
r#v

La solution de I’équation fonctionnelle (2.1) est donnée par

n B
22)  g(x)—Cx* log [(H Ci)x] by g, (x)— c(%) log (Cf—) v=1,...,n),
i=1 v v
o C,C;(i=1,...,n) sont des constantes arbitraires.
Pour a=0,n=2,k,=1, g=g,=g, I"équation (2.1) devient I"équation (1),
p. 223 dans [1]. Dans ce cas C;=C,=1.
Si I'on pose a=0, k,=1, =0 dans P’équation (2.1) on obtient ’équation
de StaMATE ((1.3) dans [2]).

3. L’équation fonctionnelle

V4 p P
3.1) f(g Xppooos S x,,v): S FilkyXips e Kong ) 4 A
y=1 v=1 i=1
ol A et kvl.¢0 (v=1,...,m i=1,...,p) sont des constantes données, a comme
solution
n r A
f(xlf LA n)= z a, x,+ z Cv*—“’
y=1 y=1 p—1
(3.2)
. oa A .
filxy oo x)=3 x,+C,———— (@i=1,...,p).
r=1"%ri p—1
La solution de I'équation fonctionnelle
14 p p
(3.3) f(z Xppooos S x,,v>=H Sk X Ko X,
v=1 v=1 i=1

ou k,#0(=1,...,n i=1,...,p) sont des constantes données, est

n P
f(xl,...,x,,)=exp(z by xy + D‘,),
1 =1

V= v=

(3.49)
f,-(xl,...,x,,):exp(z :—"varD,.) (i=1,...,p).

v=1 v

Dans (3.2) et (3.4) a,, by, C,, D, sont des constantes arbitraires.
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Si on pose ky=1(v=1,...,mi=1,...,p) et A=0, Iéquation (3.1)
prend la forme (3.2) dans [2]. Pour ky,,=k(v=1,...,ni=1,...,p), Iéqua-
tion (3.1) se raméne & Péquation (3.3) dans [2]. Dans le cas ol ky=1
(v=1,...,mi=1,...,p) I'équation (3.3) donne la deuxiéme équation dans
la section 3.4 dans [2] (nous notons aussi que cette équation n’est pas correc-
tement posée dans [2]).

4. Les solutions des équations fonctionnelles

4.1 f(ﬁxv,,..., ﬁxv,,,)=§fk(xk1,..., Xtem) + 4,
ot ve=1 v=1 k=1
(4.2) f(H Xos s T xvm)=ﬁfk(xk,, ey X,
y=1 y=1 k=1
oumzl, n=22, xy,#0 (r=1,...,n i=1,..., m) et A une constante donnée,

sont données respectivement par

m n A
f(x,l, FEFEPEY x,m)= z Ck10g|x,k‘+ z Dk—‘*,
k=1 k=1 n—1
“4.3)
Sr s o oo s Xop) = s Ckloglxrk|+D,-——A— r=1,...,n),
=i n—1
et )
FGns s ) =C | TT 24
k=1
4.4)
JrGorgs ooy Xey) =11 TT X r=1,...,n)
k=1

C, Cy, Dy, o sont des constantes arbitraires.

En posant n=2, fi=f,=f, A=0 dans (4.1), on obtient I’équation de
CrsTICI-NEAGU ((1) dans [3]). Dans ce cas D,+D,=D,=D, = D,=D,=0.

5. Prenons 1’équation fonctionnelle
(5.1) FEp)=x*f(p)+y* f(x) +dx* y* (. B, dER, asp).
En mettant y=C35£0 et utilisant f(xy)=f(yx), I’équation (5.1) donne

x* f(C)+CBf(x)+dx*CP=C* f(x)+xBf(C)+dC* x*,
ou

F@)=LO (x4

(x® — x*) — dx®.
ct—Ce ce—Ce
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Donc, la solution de (5.1) est
(5.2) f(x)=A(x®—x*) —dxP,

ol A est une constante arbitraire.

Un cas particulier de I’équation (5.1) avec =0, x>0, d=0 a été traité
dans [3] (I’équation (5)).

Pour B8=1, «>0, y&(0, I), I'équation (5.1) se raméne aux équations
(2.21) et (2.22) dans [4].

Nous allons maintenant résoudre 1’équation fonctionnelle suivante

(5.3) FO)=xgMN+y°f(x) (« BER, axp).
Si I’'on pose x=1 dans (5.3) on obtient
(5.4) gW=f»-ry.

En utilisant (5.3) et (5.4) on trouve

FO)=x*f(¥)+ ¥ f(x)—f(1) x* y*.

Des relations (5.1) et (5.2) on déduit immédiatement que la solution de
I’équation (5.3) est

(.5) f(x)=A(xP—x*)+Bx?, g(x)=4(xF-x%).

A et B=f(1) sont des constantes arbitraires.
Considérons maintenant I’équation fonctionnelle

(5.6) Fep)=x*h(N+y*g(x)  (« BER, a#ph).
Si dans (5.6) nous posons xe=1, on trouve
5.7 S =h(y)+g D)y
Analoguement, pour y=1, on obtient
(5.8) S(x)=x*h(1)+g ().
Si dans (5.6) on introduit les fonctions (5.7) et (5.8) on trouve
S ) =x*f(p) + 52 f(x) = (1) x*»".

En considérant les relations (5.1)—(5.2) on obtient la solution de 1’équa-
tion (5.6) dans la forme

f(x)=A (x*—x*) + Bx",
(5.9) g(x)=A (xP—x*) + Bx® - Cx",
h(x)=A(x*—x*)+Cx".

A, B=f(1), C=h(1) sont des constantes arbitraires.
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6. Les équations (5.1), (5.3) et (5.6) par une addition membre & membre
conduisent a

(6.1) S Sfem-3 E(X“f(y,)+y,”f(x)+dx )
i=1 j=1 i=1 j=

(6.2) S Sremp-3 z(x 25 112 L ),
i=1 j=1 i=1 j=

(6.3) S Sre-S z(x h () + 37 8 (),
i=1 j=1 i=1 j=

ol o, B, dER a#f; m,n=1,2, ...
Donc, les solutions des équations (6.1), (6.2) et (6.3) sont représentées
par (5.2). (5.5) et (5.9) respectivement.

Pour >0, =1, x,20, 3,20, 3 x;= 5 y;=1, de (6.1), (6.2) et (6.3)

i=1 i=1
on obtient les équations fonctionnelles (A4,), (4,) et (4,) dans [4] respectivement.
Un cas particulier de I’équation (6.1) avec d=0, «>0, B=1, x;20, 3,20,

n

Z = > y;=1 a été traité dans [4] (I’équation (4,)).
i=1

7. L’équation fonctionnelle
(7.1)  fM-xD .. xD) = xD f; (xD . . x D) L xD f, (xD . . . xO) . x(D)

. +x(’)ﬁ (x(l) .« e x("_l))/
a la solution

f(x)=(r—1)Cxlog, x, (@ERN\{1}; i=1,2,..., r),
f;‘ (x) =Cx lOga X,

ol C est une constante arbitraire.
L’équation fonctionnelle

(7.2)

m n o v w
(7_3) Z Z z SN Z Zf(xi(l).xj(Z). . .xq(’))
i=1 j=1 k=1 p=1 g=1
r
m n o \4 w
-5 33 S S X O (@ x,0)
i=1 j=1 k=1 p=1 g=1
+xP f(xD X, O xO) b X O f (O x0T,
oum,n, o, v, w=1, 2, ..., a aussi comme solution (7.2).

En mettan: r = 2, I’équation (7.1) devient I’équation de STAMATE (3°,1.12, [2]).
Un cas particulier de I’équation (7.3) avec r=2, xV =0, x® =0,

i D=1, a été traité dans [4] (I’équation (4,)).

G
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