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601. PRILOZI TEORIJI INTERVALNOG RACUNA I NJENOJ PRIMENI
Zarko M. Mitrovié
0. UVYOD

Ovaj rad predstavlja skraéenu verziju doktorske disertacije
odbranjene 1976. na Elektronskom fakultetu u Nisu. Iz rukopisa
koji je prihvaéen i odbranjen kao doktorska teza, izostavljena su
tri poglavlja za koje smo smatrali da su od manjeg znalaja.
Takode su izvrSena izvesna skradivanja i u ostalim poglavljima.

Osnovni pojmovi i stavovi iz algebre, koriS¢eni u ovom radu,
uzeti su iz slede¢ih knjiga: A. H. CLiFFOorRD i G.B. PRresTON ([1]),
p. Cupona i B. Treenovskl ([1]), E.S. LiapiN ([1]), M. F.
ATIYAN 1 I. G. MACDONALD ([1]), N. BourBaKI ([1]), I. KAPLAN-
sky ([1]) i J. LamBex ([1]).

*
* *

Osetam se obaveznim da na ovom mestu izrazim svoju za-
hvalnost profesoru dr D. S. MITRINOVICU §to me je upoznao sa
ovom interesantnom oblagéu matematike i pruZio mi dragocenu
pomo¢ u mom radu.

Takode sam zahvalan svom profesoru dr . Curoni za
sugestije i savete koji su omogudéili da ovaj rad dobije bolju
formu i bogatiju sadrZinu.



1. RAZVITAK INTERVALNQG RACUNA

1.1. VaZnost intervalnog racuna

0. Ovde dajemo dva miSljenja o vaZnosti intervala i rafunanja sa njima,
kao i kratki pregled istorijskog razvoja intervalnog racuna.

1. Bez svake sumnje pojam intervala je jedan od najvaznijih pojmova
Citave matematike. Evo §ta o tome kaZe na§ poznati matematiCar MIHAILO
PeTROVIC u svojoj knjizi ,,Radunanje sa brojnim razmacima* (Beograd 1932):

,,U &istoj, apstraktnoj matematici jedna realna koliina je jedan tagno
odreden realan broj, jedna apstraktna matemati¢ka tatka na apstraktnoj mate-
mati¢koj realnoj brojnoj liniji. . ..

To su osnovni elementi Ciste, apstrakine matematike, ali na kakve se u
stvarnosti, u prakti¢noj matematici, vrlo retko kad nailazi. Istina, ima slu¢ajeva kad
je i u stvarnosti jedna uolena realna koliina jedan taéno odreden broj, koji
se poklapa sa jednom matematickom takom na apstraktnoj realnoj brojnoj
liniji. To su slufajevi kada se zna da je uoCena koli¢ina ceo ili periodian
desetni razlomak kome se mogu saznati sve decimale (tj. kad su te decimale
sve nule, ili su one $to su razliite od nule, u konanom broju, ili se uopste
zna zakon po kome se one niZu jedna za drugom, kao $to je to sluaj kod
racionalnih razlomaka itd.). ...

Svaku [drugu koli¢inu koja ima beskrajno mnogo decimala, a ovima se
ne zna zakon, nemoguée je prakticki, u stvarnosti, odrediti kao apstrakinu
matemati¢ku ta¢ku na matematiC¢koj brojnoj liniji. Za takvu se koli¢inu u naj-
boljem sludaju mozZe smo fiksirati jedan brojni razmak, tj. jedan razmak na
brojnoj liniji za koji se moZe tvrditi da se ta koli¢ina sigurno u njemu nalazi. . ..

Prema samoj prirodi ljudskog saznanja, jedna se realna koli¢ina (osim
pomenutih izuzetnih slu¢ajeva) odreduje prakticki, uopste ne kao odreden broj
ili matemati¢ka tagka, ve¢ kao brojni razmak; jedna tatka kao segment jedne
prave ili krive linije, ...

Medutim, na ovakve iste elemente, sa kojima se ima posla u matematici
stvarnosti, nailazi se u problemima apstraktne matematike, pored onih sa kojima
“ona iskljué¢ivo racuna. To su problemi odredene vrste u kojima se, na primer,
nepoznate koli¢ine, po samoj svojoj prirodi, javljaju kao brojni razmaci; ili kad
same pogodbe zadatka ne zahtevaju taénu odredbu nepoznatih koli¢ina; ili kad
je mepoznatu, zbog nesavladljivih teskoca nemoguéno taCno odrediti; ili kad je
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Prilozi teoriji intervalnog rauna i njenoj primeni 3

ona takve prirode da je dvoljno naéi dovoljno suZeni razmak u kome se ona
nalazi, pa se odmah, ili bar jednim nizom prakti¢ki izvrsljivih ratunskih radnji,
dobije i njena taéna ili dovoljno priblizna vrednost.

M. PerrovIC je primenjivao intervale u raznim oblastima matematike,
ali nije ratunao sa njima u pravom smislu te re¢i, tj. onako kako to danas
dinimo.

2. Radunanje sa intervalima (ili intervalna aritmetika) razvija se tek pos-
lednjih dvadesetak godina sa naglim razvojem elektronskih radunskih masina.
U vezi sa tim navodimo neke delove iz Clanka [8] H. RATscHEka:

,JIntervalna aritmetika je srazmerno mlada i samim tim jo§ uvek nedo-
voljno poznata grana matematike. ... pod intervalnom aritmetikom podrazu-
mevamo rafunanje sa intervalima kori§¢enjem poznatih zakonitosti sa ciljem da
se stvori korisno pomo¢no sredstvo za zaokrugljivanje gre§ke kod numerickih
izraCunavanja na elektronskim racunarima.

Podeci intervalne aritmetike datiraju iz 1958-59. godine. U to vreme su
T. SUNAGA [1] i R. E. Moore [1] upotrebljavali svakako prvi put intervale da
bi mogli tatno da ograni¢e nastalu gresku zaokrugljivanja kod masinskog izvo-
denja racunskih programa. ... Ako se radunanje izvodi na radunaru, tada se
uCeS¢em greSke zaokrugljivanja dobija jedan broj koji odstupa vise ili manje
od tafnog rezultata, a mera ovog odstupanja najéeS¢e se ne moze dovoljno
dobro proceniti. Pod ta¢nim rezultatom podrazumeva se pri tome svaki broj
koji se dobija tatnim matemati¢kim izracunavanjem. Ali da bi se rafunanje
moglo taéno izvesti, potreban je, na primer, skup svih realnih brojeva za brojno
podru¢je. Na racunaru, medutim, na raspolaganju je samo ,beskrajno mali
podskup realnih brojeva“. Ovi brojevi se nazivaju maSinski brojevi odnosne
masine. Radunanje se, dakle, ne moZe izvoditi u realnom brojnom podrudju,
ve¢ samo aproksimirati pomocu maSinskih brojeva. Poznato je da je ova okol-
nost odgovorna za pojavljivanje greske zaokrugljivanja.

Princip intervalne aritmetike sastoji se sada u tome S$to, umesto da se
raduna sa ovim netaénim brojevima, rauna se sa intervalima, a ti intervali se
tako obrazuju: (i) da njihove krajnje taCke budu maSinski brojevi i, (ii) da
svaka tafna vrednost raCunanja koje je u toku leZi u pridruZenom intervalu.
Umesto sa numeri¢kim vrednostima, racuna se, dakle, sa granicama izvan kojih
tatna vrednost ne moZe da se nalazi.

3. Iako T. SunaGgA i R.E. MooORe prvi koriste intervale i raunaju sa
njima, za ,,osnivafa‘ intervalne aritmetike pre bi se mogla smatrati R. C. YOUNG,
koju i R.E. MooRre citira. Ona je u [1] uvela operacije, ne sa intervalima, ve¢
sa proizvoljnim skupovima realnih brojeva (many-valued quantities).

Za vreme i posle pojavljivanja knjige R.E. Moorea , Interval Analysis
nastaje interesovanje za ovu novu oblast matematike i pojavljuje se veéi broj
radova u razli¢itim zemljama. Navodimo neke od najplodnijih autora: E. HAN-
SEN (1965), O. MAYER, K. NIcKeL (1966), N. ApostoLaTos, U. KULISCH,
H. WipPERMANN (1967), G. ALEFeLD (1968), $. BerTI, R. Krawczyk, H.
RATSCHEK, P. WISSKIRCHEN (1969), J. HERZBERGER (1970) i drugi.

Godine 1968. odrZan je i simposium o intervalnoj analizi (Symposium
on Interval Analysis, 24—25 January 1968 at the Culham Laboratory, Culham,
England) kojim povodom je izdat i zbornik ,,Topics in Interval Analysis*
u redakciji E. HANSENa.
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1.2. Obi¢na intervalna aritmetika

0. Pod obiénom intervalnom aritmetikom podrazumevamo intervalnu arit-
metiku koju su uveli T. Sunaga i R. E. MOORE.

Kako ¢emo u narednim glavama proudavati iskljudivo obiénu intervalnu
aritmetiku, to ovde dajemo samo najosnovnije pojmove i neke bitnije osobine.

1. Pod intervalom [a, ] (a, b&R°) podrazumevamo skup svih realnih
brojeva x sa osobinom a=x=b. Skup svih intervala razli¢itth od realnog
broja 0 ozna¢avamo sa I.

Za dva intervala [a, b]={x|a<x<b} i [¢c, d]={y|c=y<d} kaZemo da
su nezavisni ako x i y prolaze kroz odgovarajuce intervale potpuno nezavisno,
tj. ne postoji nikakva veza izmedu x i y. Nezavisne intervale ¢emo nazivati
jednostavno intervalima.

Ako je a>0 kaZemo da je interval [a, b] pozitivan, ako je b< 0 da je
negativan, a u ostalim slufajevima nazivamo [a, b] O-intervalom. Skup svih
pozitivnih intervala oznafavamo sa N+, negativnih sa N—, a O-intervala
sa Z°. Pored toga je N=N+\JN~-, a R° oznafava skup svih realnih brojeva,
tj. intervala [a, b] gde je a=2».

Dva intervala [a, ] i [c¢, d] su jednaki, u oznaci [a, b]=[c, d], ako i
samo ako je a=c 1 b=d.

U skupu I° definisaéemo binarnu operaciju ,,* sa

AxB={axb|ac A, bEB}.

Ovde se ista oznaka ,,** koristi kako za operaciju u R°, tako i za odgovarajuéu
operaciju u 7°. Pri tome element A = B postoji ako i samo ako postoji ele-
ment a*b za sve ac A, bCB.

Neka je A=[a;, a,] i B=[b,, b,]. Tada je
(1) [a, a)*[b, b,]={axb|la,<a<a,, by<b<b,}

=[min (a, *b,, a, *b,, a,*b,, a, *b,), max(a, % b,, a, *b,, a,*b,, a, *b,)],

*€{+, —, s }

Operacija ,,x“ u I° je komutativna ili asocijativna ako i samo ako je
operacija ,,» u R° komutativna ili asocijativna.

2. Nas posebno interesuju one operacije sa intervalima kada su odgova-
rajude operacije u R° obino sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i deljenje.

Operacije sabiranje i mnoZenje intervala su komutativne i asocijativne.
Neutralni element za sabiranje je 0=[0, 0] a za mnoZenje 1={I, 1], tj.
A+0=A4 i 1-4=A. U polugrupama I°(+) i N(-) vaZi zakon skraéivanja,
dok u I°(-) ne vaZi.

Skup I° sa operacijama sabiranje i mnoZenje ne obrazuje prsten, jer nisu
ispunjeni neki zahtevi. Na primer:

(i) ne postoji element X&I\R takav da je 44+-X=0;

(ii) ne postoji element X<CI°\R takav da vaZi AX=1;

(lii) ne vaZi distributivni zakon.

Koli¢nik A:B postoji ako i samo ako BEI\Z.
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3. Umesto distributivnog zakona vaZi takozvana subdistributivnost, tj.
A(B+C)YLAB+AC (4, B, CED°).
Specijalno, ako je 4=a&R°, tada vazi
a(B+C)=aB+aC.

H. RATSCHEK je u [5] ispitao za koje intervale 4, B, C vaZi distributivni
zakon, i, jo§ opStije, za koje intervale A4, By, ..., B, vaii A(B,+---+B,)
=AB,+ - -+ +AB,,, dok je u [6] odredio takve intervale A4,(i=1,...,m) i
B;(j=1,...,n) za koje vaZi jednakost

(A1+ T +Am)(Bl+ o +Bn)=A1B1+A1B2+ T +AmBn'

4. VaZna osobina intervalne aritmetike je osobina podskupova (ili inklu-
zivna monotonost): Neka je ,,#*“ jedna od osnovnih raCunskih operacija i 4 CC,
BC D, tada vazi A* BC CxD. VaZi i opstiji stav: Neka je 4;CB;(i=1,...,n)
i f(x;5 ..., x,) neki racionalni intervalni izraz, tada vaZi

fl4,, ..., 4)C f(B,, ..., B).

1.3. ProSirena intervalna aritmetika

0. N. ArostoLaTtos i U. KuriscH ([1]) proSirili su pojam intervala i
uveli jednu §iru, takozvanu proSirenu intervalnu aritmetiku. U ovom odeljku
iznosimo njihove rezultate.

1. Unija intervala [g;, b;], tj. skup 4= J[a;, b;], nazivamo uopStenim
intervalom. Ocigledno je svaki obi¢an interval istovremeno i uopSteni interval.
Ubuduée ¢emo, u ovom odeljku, pod pojmom interval podrazumevati uopsteni
interval. Skup svih uopStenih intervala obeleZavamo sa I(R). U skupu 7(R)
definifemo radunske operacije na isti nadin kao u skupu obi¢nih intervala, naime

A*B={xxy|xE A, y=B}.

Ovde je ,,* jedna od osnovnih raunskih operacija +, —, ., :. U sludaju
deljenja moramo pretpostaviti da 0¢ B.

2. Za razliku od ,,nezavisnih‘ intervala sada {emo wuvesti takozvane
,,zavisne** intervale. Prethodno moramo uvesti jo§ neke osnovne pojmove.
Neka je TCR. Preslikavanje f: T—R nazivamo tackastom ili obi¢nom funkci-
jom, a preslikavanje F:7—1I(R) intervalnom funkcijom. Podskup T je tada
oblast definisanosti funkcija f i F, a oblast vrednosti datih funkcija nad nekim
intervalom AC T oznaavamo redom sa

fA=Uf@) @cd i FA=UF(@) (cA).

Vidimo da je oblast vrednosti kako obitne, tako i intervalne funkcije, ponovo
interval. Skup svih obi¢nih funkcija, odnosno intervalnih funkcija, ¢ije oblasti
definisanosti sadrze interval A, oznafavamo redom sa ¢(4) i @(4). Kako
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se svaki realan broj moZe smatrati za interval, to svaku obi¢nu funkciju mo-
Zemo smatrati za intervalnu funkciju, tj. ¢ (4)C D (A).

Dve intervalne funkcije X () i Y(¢) iz &(4) nazivamo jednakim, i
piSfemo X=7Y, ako i samo ako je X (¢)=Y(¢) za svako t&A4. Neka je ,,x*
nzka od osnovnih raunskih operacija, tada definiSemo operaciju (X * Y)(¢)
na sledec¢i nacin

(X=Y)@)=X@)*Y(t) za svako tcA.

U sludaju deljenja ne sme 0C=Y (7).

KaZemo da je interval X zavisan od intervala 4-£@, ili krade da je X
zavisan interval, ako je X oblast vrednosti intervalne funkcije X (1)E®(4), i
oznafavamo ga sa X [A). Skup svih intervala zavisnih od A4 oznadavamo sa I'(A).

Dva zavisna intervala X(4) i Y(4) su medusobno zavisni ako je
AN B#®. Obrnuto, dva zavisna intervala X (4) i Y(4) su medusobno neza-
visni ako je ANB=0.

(H. Beeck ([1]) kaZe da ova definicija zavisnosti intervala ima nedo-
statak S§to je prema njoj svaki interval od svakog intervala zavisan a isto tako
i nezavisan.)

Za dva intervala X(4) i Y (B) iz I(4) kaZzemo da su jednaki ako i samo
ako su intervalne funkcije X (¢) 1 Y (¢) iz @ (4) jednake. Ako oznalimo sa a
jednu od Cetiri osnovne racunske operacije medusobno zavisnih intervala, tada je

X(4) 2 Y(A)=(X  Y) (A).

Kod deljenja ponovo 0¢ Y (A). Time se aritmetika intervala koji zavise od
intervala 4 svedi na aritmetiku intervalnih funkcija, odnosno nezavisnih intervala.

Kod ove definicije aritmetike u I(4) odmah se vidi da su nezavisni
intervali nad u A konstantnim funkcijama Y(#)=B i Z(t)=C iz ®(A) izo-
morfni skupu nezavisnih intervala:

Y(A) s Z(4)=B=C.

Stoga moZemo identifikovati skup zavisnih intervala nad konstantnim inter-
valnim funkcijama sa skupom nezavisnih intervala. Tada je I(R)CI(A).
Kako je a=|[a, a]€I(R), to su operacije » definisane i za brojeve i
vaZi barc=bx*c. Analogno se mogu definisati operacije izmedu =zavisnih i
nezavisnih intervala , naime
X (A) 5 B= X (A) = B.

3. Ispitajmo sada osobine skupa I(A4). Iz definicije rafunskih operacija
intervala koji zavise od intervala 4 sleduje odmah da vaZe komutativni i asoci-
jativni zakon za sabiranje i mnoZenje. Brojevi 0 i 1 su redom neutralni ele-
menti za sabiranje i mnoZenje. Ipak I(4) nije polje, jer svaki element X (A)
ne poseduje inverzni za sabiranje ili mnoZenje, a takode ne vaZzi ni distribu-
tivni zakon.

, Skup svih intervala z(A), koji zavise od A, takvih da je z(¢) obi¢na
funkcija, tj. z(t)E¢(4), oznalicemo sa J(4). Ocigledno vazi J(A)CI(A),
kao i tvrdenje da je J(A4) polje.

(H. RatscHek ([1]) je dokazao da to nije tatno, tj. da J(4) nije polje.)



Prilozi teoriji intervalnog rauna i njenoj primeni 7

Vrlo je vaZna sledeca osobina, takozvani stav o umanjivanju. Neka su
X(A) i Y(A) iz J(A), tada vaii

X(A) 2 Y(A)CT X (A) * Y(A).

Videli smo da u I(4) ne vaZi distributivni zakon, dok u J(4) vazi.
Medutim, vaZzi sledeéi meSoviti distributivni zakon: Neka x(1)&J(4) i Y(A),
Z(A)=1(A), tada vaZi

x(A) O (Y (A ®ZA)=(x(A) O Y(4) ® (x(4) O Z(4).
Ovaj zakon nazivamo poludistributivnost.

4. Za intervalne funkcije proSirena intervalna aritmetika daje tatne inter-
valne rezultate. Na rafunaru, medutim, ovu intervalnu aritmetiku je jedva
mogucle realizovati. Sa druge strane obi¢na intervalna aritmetika u opS$tem
slu¢aju daje grublje intervale nego prethodna, ali nju je lako realizovati na
radunaru. (N. AposToLATOS, U. KULISCH, [2].)

(Uglavnom sve $to je u ovom odeljku izneto moZe se proditati i kod
J. WernERra ([1]).)

1.4. Masinska intervalna aritmetika

0. Rezultati navedeni u ovom odeljku takode pripadaju N. APOSTOLATOSU
i U. KuLiscHu ([1]).

Ovde polazimo od date intervalne aritmetike (obi¢ne ili prosirene), &ije
znake operacija obeleZavamo sa [+1], [—1], [-], [:], ili vopste [*], i dajemo
najvaZnije osobine odgovarajuée masinske intervalne aritmetike.

1. U digitalnim radunarima je danas uobifajeno predstavljanje brojeva u
obliku mB?, gde je B baza upotrebljenog brojnog sistema, m takozvana man-
tisa a p je eksponent. Eksponent se moZe kretati samo izmedu dve unapred
date, u opStem sludaju simetriéne, granice -+ E. Broj cifara mantise je takode
ograniten. Odatle moZemo zakljuditi da se samo konadan podskup R,, skupa
svih realnih brojeva R moZe bez zaokrugljivanja predstaviti na datoj maSini.
Neka je najvedi broj koji se moZe predstaviti na datoj maSini Mg, tada je,
po pravilu, najmanji broj koji se moZe predstaviti na istoj mafini upravo
— M. Ova dva broja igraju u R, slicnu ulogu kao + o u R.

Neka je sada I(R) skup intervala A4 =[a, b] nad poljem realnih brojeva
R sa aritmetiékim operacijama [+], [—1], [-], [:] i

I(R,)={B=[c,d]|BEIR), ¢, d= R} CI(R),

tj. onaj podskup elemenata iz I(R) koji se mogu predstaviti na masSini.
Element iz I(R,,) nazivamo masinski interval. Sada svakom intervalu
A=[a, b]=I(R) pridruZujemo jednoznaéno interval A, =[a,,, b,,]&T(R,,),
gde je

ay=max{x|x&ER,,, x<max(a, — M)},

by, =min {x|x=R,,, x=min (b, My)}.

Ovo preslikavanje iz I(R) u I(R,,) ima sledeCu osobinu: Svaki interval
A=[a, bjcI(R), gde je AC[—Ms, M), sadrZi se u pridruZenom maSinskom
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intervalu, tj. AC[ay, by l=4,,, i A, je najmanji malinski interval koji sa-
drZi interval A. Pored toga, za dva proizvoljna intervala 4, BEI(R) iz ACB
sleduje A4,,CB,,.

2. Koriste¢i spomenuto preslikavanje uvodimo sada aritmetiku za ma-
Sinske intervale. Pri tome ¢emo koristiti oznaku (*) za jednu od operacija
(+), (=) (+), (¢). Neka je 4, BEI(R,)CIR), C=A[x]B i C,, intervalu
C pridruZeni masinski interval. DefiniSemo operaciju (*) sa

A (%) B=(A[*] B)p; = Cyy.

Ovako uvedena aritmetika naziva se maSinska intervalna aritmetika.

Za intervalnu aritmetiku u 7(R) i maSinsku intervalnu aritmetiku u 7(R,,)
vaZi takozvani stav o uveéanju: Ako 4, BCI(R) i A4, B, A[*] BC[-Mg, M),
tada vaZi
A[*x] BC(A[*] B)p C Apy (%) By

Kako vaZi osobina A[+*]B_ A, (*)B, za sve ralunske operacije, to
maginska intervalna aritmctika daje kod svih intervalnih izrafunavanja uvek
veCe (ili jednake) intervalne rezultate nego proSirena intervalna aritmetika.

Napomenimo jo§ da obi¢na i profirena intervalna aritmetika nisu homo-
morfne sa pridruZenom intervalnom masinskom aritmetikom.

O praktiénoj realizaciji maSinske intervalne aritmetike na radunarima
videti, na primer, H. W. WIPPERMANN [1] i H. CHriIST [1].

3. U numeri¢koj matematici se dokazuju konvergencije algoritama u
prostorima koji nisu dati na raCunarima tako da se ponekad defava da tako-
zvani konvergentni algoritmi ne konvergiraju na rafunarima. Prema tome je
od interesa prouditi matematiCke osobine raCunara ili interpretirati sam racu-
nar kao apstraktni matematicki prostor. Time se bavio U. KuriscH ([1], [2],
[3], [41, [5], [6]) i, neSto docnije CH. ULLRICH ([1]). Pored ostalog, uveden
je pojam kompletno uredenog prstenoida i nad njim se posmatra ,,intervalna‘
aritmetika.

1.5. Kvazilinearni prostori

0. Skup svih realnih intervala J(R) sa operacijama sabiranje intervala
i mnoZenje intervala realnim brojem ne obrazuje linearni prostor, ali ima
mnoge osobine linearnog prostora. Nazovimo ga jednostavno prostor (I (R), +)
nad R.

Kako (/(R), +) nad R poseduje neke osobine linearnog prostora, pokusa-
éemo da ga potopimo u neki linearni prostor ili éemo uvesti neku generali-
zaciju linearnog prostora.

1. Posmatrajmo linearni prostor (R?, +) nad R, u kome su operacije
definisane kao $to je uobiéajeno, tj.

(@, b)+(c, d)=(a+c, b+d),
a(a, b)=(aa, ab)
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za svako a, b, ¢, d, a&R. Prostor ([(R), +) nad R se ne moZe potopiti u
(R?%, +) nad R, jer ne vaZi, na primer,

(a+BC=aC+pC
ako je af<0. Medutim, prostor (I(R), +) nad R* se moZe potopiti u
(R?, +) nad R.
Dobra strana ovog potapanja je u tome S§to se sada dobro istraZena
teorija linearnih prostora moZe preneti na intervalnu aritmetiku. Nedostatak

potapanja lezi u <&injenici $to linearni prostor ne odgovara suftini intervalne
aritmetike (H. RATSCHEK, [2]).

To je, svakako, navelo O. MAYErRa da uop$ti pojam linearnog prostora,
uvodedi takozvani kvazilinearni prostor.

2. Posmatramo poluuredeni linearni prostor B nad R (O. MAYER, [2]),
pri ¢emu je poluporedak saglasan sa linearnim prostorom, tj. iz a<b sleduje
at+csb+c i aasab za svako a,b, ccA i svako a&R, a=0. Zatim po-
smatramo podskupove skupa B oblika [a,, a,]={aSB|a,<a<a,}. Ovakve sku-
pove ¢emo obelezavati sa A4, B, ... i nazivati ih takode intervalima. Skup svih
intervala u B oznadi¢emo sa I(B). O¢igledno je BCI(B).

U I(B) definiSemo jednakost, zbir i skalarno mnoZenje sa:

(i) A=B ako i samo ako su skupovi 4 i B identini,

(i) A+B={a+b|lac A4, bEB},

(iii) ad={aalaE 4, aER}.

Kako je poluporedak saglasan sa operacijama u B, zakljuGujemo da ope-

racije u I(B) ne izvode iz I(B). Sto se tite skalarnog mnoZenja i ovde vaZi
samo subdistributivni zakon

(a+p)CCaC+pC,

sa jednako$¢u ako i samo ako je af=0.

Sada definiSemo pojam kvazilinearnog prostora (O. MAYER, [1], [2]):
Skup Q se naziva kvazilinearni prostor nad poljem realnih brojeva R ako je
definisano sabiranje + :Qx Q@—Q i skalarno mnoZenje - :R x Q—Q, tako
da za svako 4, B, CCSQ i svako a, SER vazZi:

() A+B=B+4,

(iiy A+(B+C)=A+B)+C,

(iii) a(B+C)=aB+aC,

@iv) (@+p)C=aC+pC za afz=0,

(V) a(BC)=(ap)C,

(vi) postoji element 6 Q takav da je 04 =0 (nula),
(vii) 1-4=A4.

Ako bi (iv) vaZilo za svako a, SR, tada bi Q bio linearni prostor, jer
se moZe dokazati da je nula 0 neutralni element za sabiranje.

Jasno je da je svaki linearni prostor i kvazilinearni prostor. Prostorj
I(R) i I(B) nad R su kvazilinearni.
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Na ovaj nain smo dobili algebarsku strukturu koja ,,odgovara‘ inter-
valnoj aritmetici. Medutim, kvazilinearni prostor obuhvata samo operacije sa-
biranje i skalarno mnoZenje, dok oduzimanje, mnoZenje i deljenje ne obuhvata,
§to mu je veliki nedostatak.

U kvazilinearni prostor se mogu, dalje, uvoditi razliite metrike, §to
omoguéava reSavanje sistema linearnih jednadina iterativnim metodama. Videti,
na primer, O. MAYER ([3], [4], [S]) i G. ALerFeLD ([2]).

3. W. Haun ([1]) posmatra normirani linearni prostor E nad poljem K
(realnih ili kompleksnih) brojeva. Ako a=E i « &R+, tada se [a, a]={pCE|

|la—b||<a} naziva E-interval. (||-|| je norma u E.) Skup intervala [a, a],
acE, acR* ¢emo oznaliti sa I(E, ||-]|) i nazvati intervalni prostor nad E.
Dva intervala [a, a] i [b, B] su jednaki ako i samo ako je a=b i a=p.
Ako je I(E,|-|l) intervalni prostor nad normiranim prostorom E nad

K, tada se preslikavanje

+ (B [ [N I, |- D—>ICE, ||-]])
definisano sa
[a’ a]+[b9 ﬁ]:[a—x—b, (1+‘8]
naziva sabiranje intervala iz I(E, ||-||). Preslikavanje

KX I(E, [ )= I(E, ||-]))
dato sa
ela, al=[ea, |¢|d]
nazivamo mnoZenje intervala skalarom iz K. Oduzimanje se definise sa

[a5 a]_[ba ﬂ] = [aa a] + (_ 1) [b’ ﬁ]
Ako je I(E, ||-])) intervalni prostor nad normiranim linearnim prostorom E
nad K, tada je I(E, ||-!|) kvazilinearni prostor nad K.
H. FiscHer ([2]), ne citirajuéi W. HaHNa, daje sl:¢ne rezultate.

4. M. KrRACHT i G. SCHRODER ([1]) uporeduju intervalne kvazilinearne
prostore koje su uveli O. MAYER i W. HaHN. Neka je (E, <) poluuredeni
linearni prostor, a (£, ||-||) normirani linearni prostor. Ako relacija < nije
jednakost, onda se realni intervalni prostor I(E, ||-||) moZe potopiti u realni
intervalni prostor I(E, =).

1.6. Kompleksna intervalna aritmetika

0. Cilj je ovog odeljka da ukaZe na kakve se sve teskoce nailazi prilikom
poku$aja uvodenja intervala i intervalne aritmetike u skup kompleksnih
brojeva.

1. G. ALereLD ([1]) razmatra specijalne skupove kompleksnih brojeva i
operacije sa njima. Navodimo neke njegove rezultate.

Pod kompleksnim intervalom podrazumevamo skup kompleksnih brojeva
A={z=x+ix,| x,EA;, x,EA,}, A, A,CI(R),
gde je I(R) skup svih realnih intervala.
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Ako su A, i A, elementi partitivnog skupa P (R), tada skup
A={z=x+ix,|x,EA4;, x,EA,},

nazivamo T7T-skupom (u originalu: 7-Komplex).

Svaki kompleksni interval je T-skup. Skup svih kompleksnih intervala
oznafavamo sa I(C), a skup svih T-skupova sa T (C). O¢igledno vazZi I(C)
C T(C)C P(C). Kompleksni intervali su neposredna uopstenja realnih intervala.

Kako su kompleksni intervali i 7-skupovi ustvari podskupovi skupa P (C),
za njih se definifu aritmetiCke operacije kao §to je uobifajeno. Ova aritmetika
ima presudan nedostatak §to skupovi I(C) i T(C) nisu zatvoreni u odnosu na
ovu aritmetiku. Zato definiSemo novi opSstiji pojam.

Pod T-omotafem elemenata A& P(C) podrazumevamo presek svih ele-
menata iz_T(C) koji sadrze A. Oznafavamo ga sa 4. Za svako AcP(C)
vazi AC 4. Ako je 4 iz T(C) tada je A=A4.

Za elemente A={z=x,+ix,|x,EA4,, x,€A,}&T(C), 4,, 4,& P (R) uvo-
dimo oznaku A=A, +iA, i nazivamo A4, i A, redom realni i imaginarni deo
T-skupa A.

Za dva elementa A=A, +id, i B=B,+iB, iz T(C) kazemo da su jednaki,
u oznaci A=B, ako i samo ako vaZi 4,=B, i 4,=B,.

Neka su A=A4,+id, i B=B,+iB, elementi iz T(C). Tada pod zbirom,
razlikom, proizvodom i koli¢nikom elemenata 4 i B podrazumevamo sledece
elemente iz 7(C):

AHIB=(4,+B)+i(4,+B,),

AEB:(A1—Bl)+i(A2—Bz),
AEBZ(AlBl—Asz)‘l'i(Ale"“AzBl),
ATIB=(4,B,+4,B) (B> +B,")+i(4,B8,— 4, B)): (B> +B,).

Kod definicije deljenja pretpostavlja se da 0¢Z B2+ B,2. Ovde je B?>=B,;B,
(i=1, 2), tako da moze 0€B*+ B,” iako 0&ZB=B, +iB,.

Ovim definicijama se detiri rafunske operacije [+| sa elementima iz 7 (C)
svode na rafunske operacije [*| sa realnim skupovima. Kompleksni brojevi
a=a,+ia, su izomorfni, u odnosu na uvedene operacije, sa elementima oblika
A=[a,, a;]+i[a,, a,]. Zato moZemo oba ova skupa medusobno identifikovati
i pisati kratko 4=[a,, a/]+i[a,, a,]=a,+ia,=a. Znaci vazi CC T(C).

Sada treba ispitati strukturu koju obrazuje skup T(C) sa definisanim
operacijama [*|. VaZe sledece osobine:

(i) Sabiranje i mnoZenje su komutativni.

(ii) Sabiranje je asocijativno.

(ili) MnoZenje nije asocijativno veé vazi

(AL1B)I-1C
A-1(B-IC)
m(4,B,C)=A4, B C—A4,B,C,—A4,B, C,—A4,B,C,

+i(A, B, C,+4,B,C,+4,B,C,—4, B, C,).

}Cm(A,B, o).
gde je

Ovu osobinu nazivamo subasocijativnost.
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Ako vaii A=a ili C=c ili oba istovremeno, tada je
al-1(Bl-1C)=m(a, B, C),
(ATTIB)T-1c=m(4, B, o),
(@l I1B)I-Tc=al-1(B[.Ic)=m(a, B,).
Ova osobina se naziva poluasocijativnost.
(iv) Vazi subdistributivni zakon. Ako je 4=a, tada vaZi jednakost

al-1(BI-1C=al-1Bl+lal-1C.

Ovu osobinu nazivamo poludistributivnost.
(v) Broj O je jednozna¢no odredeni neutralni element za sabiranje.
(vi) Broj 1 je jednoznadno odredeni neutralni element za mnoZenje.
(vii) Inverzni elementi za sabiranje i mnoZenje postoje samo za elemente
A =a; za mnoZenje je jos i a#0.
(viiil) Za osnovne racunske operacije j*| sa elementima iz T(C) vaZi
osobina podskupova, tj. iz 4;CB; (i=1, 2) sleduje 4,1+’ 4,CB, * B,.

Neka je dat skup A< P(C). Tada nazivamo realne podskupove
Ax={x|3y)z=x+iycA}€P(R),
4;={y|(Ax)z=x+iycA}&PR)

redom realnim i imaginarnim delom podskupa A.

Za proizvoljni podskup A& P (C) odigledno vazi
A=Ag+id,.

Na osnovu toga imamo
A+ B-ATil B,
AB=ATB,
A BC AT B.

Znadi, operacije [*] daju u slufaju sabiranja, oduzimanja i mnoZenja dva

elementa 4, B& T (C) T-omota& skupa A4 * B. Medutim, u opstem sludaju je
A1:1B nadskup skupa A4:B.

Za dva proizvoljna elementa 4 i B iz P(C) vaZi

AxBCAx BC A+ BCAxB.

B
(Napomenimo da treéi znak C kod sabiranja, oduzimanja i mnoZenja
moZe biti zamenjen znakom =.)

Operacije [+] 1 |- u T(C) se poklapaju sa operacijama + i —. Medutim,
kori3¢enjem operacija [-] i [:: dobijaju se u opStem slu¢aju nadskupovi, tj. vazi
A+B=Ai: B,

A-BCAT1B i A:BCAT7IB,



Prilozi teoriji intervalnog rauna i njenoj primeni 13

2. H. FisHerR ([1]) uvodi viSe vrsta kompleksnih intervala i operacija
sa njima.

Neka su 4, B&P(C) i * jedna od osnovnih radunskih operacija. Tada
definifemo A+ B={a+b|ac A, b= B}, pri éemu A:B nije definisano ako 0C B.

Da bi se izgradio intervalni raun za kompleksne brojeve potreban je
jedan skup ,,intervala‘* SCP(C) i operacije o u S sa osobinama

(i) za svako X, YES je X+« YU X1 Y,

(ii) za svako X;, Y,ES (i=1,2) iz X;C 7, sleduje X; s X,C Y, 4 Y,,
gde se iskljuduje deljenje elementom iz S koji sadrzi 0. Sistem (S, +, —, -, )
naz.vamo ,,kompleksna intervalna aritmetika*“ (KIA).

Neka je I,(C) skup zatvorenih intervala realnih brojeva. Sistem (/,(C),
+, —, -, ;) je KIA.

Neka su Xg, X;&1,(C). Skup Xg+iX, naziva se interval prve vrste
(pravougaonik sa stranicama paralelnim osama). Skup svih intervala prve vrste
oznaavamo sa [, (C). Sistem ([, (C), +, —, -, :) nije KIA, jer za X, Y&, (C)
u opstem sludaju XY&EI, (C) i X:YEIL (C).

Uvedimo skup B(C)={T|90#TCC, T je povezan i ogranifen}. Za
T&B(C) neka je a(T)=(VR(TCREI(C)). Sada definiSemo nove operacije
pomocu a, naime, za X, Y& I, (C) neka je

X(-,a)Y=a(XY),
X(:,a)Y=a(X:Y) u sludaju 0&ZY.

Sistem (I, (C), +, —, (-, a), (3, @) je KIA koja, medutim, do sada nije
upotrebljavana jer se operacija deljenja ne moZe lako verifikovati. Sistem
(I, (C), +, —, (-, a), (1, A)) sa deljenjem (:, 4) koje je dao G. ALEFeLD ([1])
za intervale prve vrste je takode KIA.

Druga jedna KIA je sistem (I, (C), +, —, (-, @), (:, R)) sa deljenjem
koje su definisali J. ROKNE i P. LANCASTER ([1]) za intervale X, Y& I, (C),
0L Y, sa

X(:, A Y=X(-, a) (a(1:Y)).

Oznagimo sa K skup {z|z€C, |z|<1}. Neka je x,&C i x, CR*. Skup
X, + x, K nazivamo interval druge vrste (kruZni disk). Skup svih intervala druge
vrste oznadavamo sa I,(C). Sistem (I,(C), +, —, -, :) nije KIA, jer za
X, Y&I,(C) u opstem sluCaju XYEZ,(C) i X:YE&EI (C). Koristeéi, medutim,
mnoZenje (-, G) koje su uveli I. GARGANTINI i P. HenriCI ([1]), tj.

X( » G) Y=x,,,y,,,+([x,,,[y,+|ym|x,+x,y,)K
i stavljajuéi
X, F)Y=X(-,G)1:Y)

dobijamo sistem (I,(C), +, —, (+, G), (:, F)) koji je KIA.
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Neka su X, X, (C) i x=0 za svako x& Xz Skup Xgexp (iXy)
nazivamo interval treée vrste (kruZni sektor). Skup svih intervala trece vrste
oznadavamo sa I, (C). Sistem (I,(C), +, —, -, :) nije KIA, jer za X, Y& L, (C)
u opstem sludaju X+ Y& I, (C).

Za TEB(C) neka je y(T)= R(TCREL(C)). Pomocu y definilemo
nove operacije sa

X(+,NY=y(X+7Y),

X(= N Y=yX=Y).

Sistem (,(C), (+, %), (—,¥), -, ) je KIA. Ako se u njemu operacije
(+,9) i (—, y) zamene operacijama (+, N) i (—, N) definisanim sa

X(+, N)Y=y(a(X)+a())),
X(— N)Y=y(a(X)—a(Y))
takode se dobija KIA.



2. RAZLICITI NACINI PREDSTAVLJANJA INTERVALA

2.1 Intervalne funkcionele i veze izmedu njih

0. Pravila za raCunanje sa intervalima nisu jednostavna. Medutim, pred-
stavljaju¢i intervale na razliCite nzCine, mogu se neka od tih pravila uprostiti.
To i jeste cilj ovog odeljka.

1. U odeljku 1.2 dali smo definiciju osnovnih radunskih operacija sa
intervalima pomocu (1), naime

(1) [a,, a)] = 1[by, b,]
=[min (@, * b,, a; +b,, a,*b,, a,+b,), max(a;+b, a;xb,, a,xb,, a,*b,)].

Na ovakav nain data pravila za radunanje sa intervalima nisu pogodna
za praktiéno raCunanje. Zato ¢emo razviti desne strane jednakosti (1), i tako
dobijamo sledeta podesnija pravila:

(i) a+b=[a,+b,, a,+b,];

(ii)) a —b=[a,—b,, a,—b,];

(iiiy ab=[a;b,, a,b,], a,bENT,
=[a; b,, a,b;], a&S N, bENT,
=la, b,, a;b;], a, bENT,
=[a; b,, a,b,], acZ° B&ENT,
=la, by, a,b,], aSZ° bCNT,
=[min (a, b,, a,b;) max(ab,, a,b,)], a, b&Z

(iv) a:b =[a,:b,, a,:b,], a, B&ENT,
=[a,:b, a,:b,], a&N~", bENT,
=[a,:b,, a;:b], a&N*, bENT,
=[a,:b,, a;:b,], a, bEN",

=[a,:by, a,:b;], a&Z°, bEN",

=la,:b,, a;:b,], a&Z° b&N".

15
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Ako bZ=Z° onda, naravno, koli¢nik a:b nije definisan.
Specijalno je
ala,, a,]=[aa,, aa,] za a=0,

=[aa, aa] za a<0;
a:la,, a,]=[a:a,, a:a] za az=0,

=[a:a,, a:a,] za a<0.
Nije teSko pokazati da je

a-b=a+(-1)b i a:b=a—ll—)—,

gde je —117:[1:1)2, 1:5,] ako je b=[b,, b,].
Primecujemo da su pravila za sabiranje i oduzimanje jednostavna, dok su

za mnoZenje i deljenje priliéno komplikovana.
2. Neka je a=[a,, a,]. Uvodimo sledeée funkcionele:

) s@= - (a+a),
3) r@=— (@-a),
@ p(@=max(la|, |a])sgn @),

gde je sgn (@)=sgns(a) za s(a)#0 i sgn(a)=1 za s(a)=0,
) t(@=min(|a|, |a,|)sgn(a, a,),

(6) g(a)=t(a)/|p(@|
Iz (4) sleduje sgn p (@) =sgn (a).
(Funkcionele (4) i (6) prvi je pofeo da koristi H. RATSCHEK.)

Koriste¢i ove funkcionele moZemo svaki nenula interval g napisati na
sledeéa dva naCina:

(7 a=s@+r@[-1, 1],

® a=p(alq@, 1],

gde je |g(@|=1 i p(@+#0. Kako je s(0)=r(0)=0, takode se i interval
0=[0, 0] moZe napisati u obliku (7). 1z (4), (5) i (6) sleduje p(0)=0, #(0)=0,
ali je ¢(0) neodredeno. Kako 0—R®, dogovoriéemo se da bude g(0)=1, jer je
za svako a&=R q(a)=1.

Iz (2) i (3) dobijamo

® a=s5s@-r@, a,=s(@+r(a),
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aiz @i (5
a,=1(a), a,=p(a) za sgn(@)=1,

(10)

a,=p(a), a,= —t(a) za sgn(a)= — 1.

Lako se dokazuju jednakosti
s(Aa+ub)=2As(a)+us®),
(11
' r(ha+pb)=[Ajr@+|u|r®),
i
p (ab)=p(a)p (b),

(12) qg(ab)=q(a)q (), t(ab)=t(a)1(b) za q(a), q(b)>0,

=g (a), =t@|p®)| za g(@=01i g@=q(®b).

Sada treba naéi uzajamni odnos funkcionela s, r sa jedne, i p, ¢, ¢ sa
druge strane. Neka je a=p(a)[q(a), 1], p(a)#0, proizvoljni interval, tada je

a=[p@q(a), p(@] za p(a)>0

a=[p(a), p(a)q(a)] za p(a)<0.
Odavde dobijamo

s@=P@(1+7@) 72 p@=0,

r@--r@@@-1) 7 p@<0

r@=5r@(1-¢@) 2 p@>0.
Znati
s@=5 2@ (1+4@)= (P @+1@sen (@),
(13)
r@=1r@(1-g@)=~ (i @|-1(@).

Iz (13) neposredno proizilazi
lp@|=]s@]|+r () ili p(a)=s(a)+r(a)sgn (a),
t(a)=|s(a)|—r(a).

3. Umesto (7) i (8) ubudude éemo Cesto pisati
a=(s(a), r(a), +)
a=(p(a, 4 (@), -).

2 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta

(14
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Koriste¢i jednakosti (11) i (12), pravila za sabiranje i mnoZenje intervala
dobijaju drugaciji oblik. Naime, imamo

atb=(s@+s®), r@-+r@), +)
ab=(p@p®), q@q®), ) za q(), q()>0,
=(P@p ), min(g(a), ¢(), -) za ¢(@=0 ili ¢(b)=<0.

Tek se sada moZe uociti znaaj uvodenja gornjih funkcionela, posebno
funkcionela p i ¢, jer se sada pravila za mnoZenje intervala svode na samo dva
slucaja.

Interesantno je i korisno odrediti s (ab), r (ab), p(a+b) i t (a+b).
Teorema 2.1. (i) Ako je g (a), q (b)>0, tada je

s(aby=s(a)s (b)+r (a) r (b) sgn (ab),
r(aby=|s(a)|r®)+]|s®d)|r(a);

(i) Ako je, pak, q(a)=min{(q (a), q (b))<0, onda je

s(ab)=(s (b) +r (b) sgn (b)) 5 (),
r(ab)=(|s®)|+r®))r (.

Dokaz. (i) Imamo redom, za ¢ (a), g (b)>0,

5 (ab) = % (p (ab) +1 (ab) sgn (ab))
=%(M@p@+u@qmgmw»

=-;—{(s (@) +r (a) sgn (a)) (s (b)+r(b)sgn (b))

+(s(a)sgn(a)—r(a)) (s(b)sgn(b)—r(b))sgn(ab)}
=s(a)(b)+r (a) r (b) sgn (ab),

r(ab)~-- (1 (ab)| 1 (@h))

(lp@!|p®)|—-1(a) (b))

T

2

SHAUs@+r @) (s ®) +r ®))
~(Is@i-r@) (Is®)|-r ®)}

=|s@|r®+]s®)]|r ).
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(ii) Sliéno je, za q(@=<0 i gla)=q(b)

s (ab)= % ( (ab) + ¢ (ab) sgn (ab))
-5 (2 @P O +1@p )5 (@)

-~ PO (P@+1@sen @)
=(s®) +r®)sgn(®)s(a),

r (ab) =% (lp(ab)|—t(ab))

=;—(lp(a)llP(b)l—t(a)lp(b)])

I

lP®[(lp@]-t@)

1
2
=(|s®)|+r®))r).n

Nismo se dosad susreli sa jednakostima iz Teoreme 1.1; ipak, mogu se
na¢i sledeCe nejednakosti

lp@|r@=r@)s{p@|r®+|p®)]|r(@
(G. ALereLD, J. HERZBERGER, O. MAYER, [1]).

Teorema 2.2, (i) Ako je sgn(a)=sgn (b), tada je
p@+b)=p@-+p®),
t(a+b)=t(a) +1(b);
(ii) Ako je sgn(a+b)=sgn(a)= —sgn(b), onda imamo
pla+b)=p(a)+ t(b)sgn(d),
tla+b)=t@—|p@®]|.
Dokaz. 1z (14) neposredno dobijamo
pla+b)=s(a+b)+r(a+b)sgn(a+b),
t(a+b)y=|s(a+b)|—r(a+b).
Na osnovu toga, ako je (i) sgn(a)=sgn(b) imamo redom
p(a+b)=s(a)+s(b)+r(a)sgn(a)+r(b)sgn(b)
=p@+p®),
t@+b)=[s@|+|s@®|-r@-r®
=t(@)+1(b);

2%
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(ii) sgn(a+b)=sgn(a)= —sgn(b), tada je
pla+b)=s(@)+s(®)+r(a)sgn(a)—r(b)sgn(b)
=p(a)+1(b)sgn(b),
t(a+b)=s(a)sgn (@) — s (b) sgn (b) —r (@) — r (b)
=t(a)—p (b) sgn (b)-

2.2. Primena funkcionela kod subdistributivnosti

0. Poznato je da u intervalnoj aritmetici ne vaZi distributivni zakon.
Umesto distributivnog zakona vaZi op$tiji, takozvani subdistributivni zakon
(R. E. Moore, [1]):

Za proizvoljne intervale a, b, ¢ vaZi
(15) a(b+c)Cab+ac.

O. SeanioL u [1] i H. RATSCHEK u [5] su ispitivali u kojim sludajevima
vazi jednakost

(16) a(b+c)=ab+ac.
U ovom odeljku ¢éemo odrediti interval x takav da je
amn a(b-+c)y+x=ab+ac.

S. BerTI u [4] je odredio x u nekim jednostavnim sluadajevima.
1. H. RaTscHEK je dokazao slede¢i rezultat:

Jednakost (16) vaZi ako i samo ako je
O g@=1
ili () 0=q(a@)<1, a) g(b), q(c)=0, p(d)p(c)=20,
b) g(b), 9(c)=0;
ili (i) ¢g(2)<0, a) ¢(0), 4(0)2q(@, p(B)p(c) =20,
b) ¢(B), 9(c)=q(a).

Slede¢om teoremom se uopStava gornji rezultat.

Teorema 2.3. Interval x takav da vaZi (17) odreden je sa:
(i) Ako je q(a)>0, onda je
P r@x=r@{ls®|+ls@|-|s@+9l},
s(x)=r(a){r®d)sgndj+r(c)sgn(c)—rd+c)sgn(b+c)},
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za q(b), q(c), 4(b+)>0;

2° r(y=r@{|s®|+r@)—|s®+0]},
s(xy=r(@{r®)sgn®)+s(c)—rd+c)sgnb+c)},

Q

za q(b), g(b+c)>0 i q(c)=0;

Q

3° r)=r@{|s®|+s@|-r@b+c},
s(x)=r(a){rb)sgn(d)+r(c)sgn(c)—sb+c)},
q), g(©>0 i gb+c)=0;
4 r(x)=r@{|s@®@)|-r®)},
s(x)=r(@{r®)sgn(®d)—s(b)},
za ¢(b)>0 i q(c), g(b+c)=0;

z

«

(ii) Ako je q(a)<0, onda je

Pr@=r@{[s@[+|s@|-[s@+)[},

s(x)=s(@{r®)sgn(®)+r(c)sgn(c)~r(b+c)sgn(b+c)},

za q(b), q(c), 4(b+c)=q(a);
2 r)=r@{[s®|-[s@®+o)|}+s@r (),
sx)=r@s@+s@{r®sgn®)—rb+csgnb+o)},
za q(b), ¢(b+)zq(a) i 9(c)<q(a);
P r@=r@{{s®|+|s@}-s@{r®)+r (@},

s(x)=s(@{r@)sgn®)+r(c)sgn(c)}—r(a) {s®)+s(c)},

Z

Q

q), g(0)zq(@ i 9(b+c)<q(a);
4 r@=r@|s®|-s@r®),
s(x)=r(b)s(a)sgn(b)—r(a)s(b),
za g(0)zq(a) i 9(c), 9(b+)<q(a)
Dokaz. 1z a(b+c)+x=ab+ac dobijamo
r(x)=r(ab)+r(ac)—r(a(d+0)),
s(x)=s(ab)+s(ac)—s(a(b+c)).



22 Z. M. Mitrovié

Neka je q(a)>0, sgn(@=1, q(b), g(c), g(b+c)>>0. Tada je, na osnovu
teoreme 1.1

rx)=s@r@®+r@|s®|+s@r+r@]s()]
—s(@r®+c)—r(@|sb+c)l
=r@{[s@®!+|s@|+[s@+)|},
s(xX)=s@s®)+r(ar®)sgn®d)+s(as®)+r()r(c)sgn(c)
—s@s(b+)—r@r(b+c)sgn(b+0)
=r(a){r()sgn®)+r(c)sgn(c)—r(b+c)sgn®d+c)}.
Ako je sgn(a)= —1 rezultat je isti.

Analogno se dokazuju ostali sludajevi. i

Neke nejednakosti, koje sleduju iz dokazanih jednakosti, mogu se nadi
kod R. Krawczyka ([1]) i G. ALeFeLDa i J. HERZBERGERa ([1]).



3. KOMUTATIVNE POLUGRUPE

3.1. Neke klase komutativnih polugrupa

0. Ovde éemo razmatrati jednu specijalnu klasn komutativnih polugrupa
i neka njene podklase. Pored toga proucavalemo i direktni proizvod grupe i
polugrupe iz spomenute klase.
1. Neka su E(x) i F(x) dve komutativne polugrupe. Ako je ENF=0
i H=E\JF, definifu¢i mnoZenje ,,-* u H sa

axb ako a, b&SE ili a, bEF,
a-b={ 4 ako aCE, bCPF,
b ako ac F, b&E,

dobijamo komutativnu polugrupu H ()

(Ubuduée éemo uvek izostavljati znak operacije ako ne moZe do¢i do
zabune.)

Specijalno, ako je E komutativna polugrupa idempotenata a F grupa,
oznaci¢emo polugrupu H jednostavno sa H. Za polugrupu sa gornjom osobinom
reéiéemo da je tipa H (odnosno tipa H).

Teorema 3.1. Polugrupa H je regularna ako i samo ako su polugrupe E i F
regularne.

Dokaz. Ako je a regularan element polugrupe F, onda je, ocigledno, a
regularan element i u H.

Obrnuto, neka je @ regularan element u H. Tada postoji element xCH
takav da vaZi axa=a. Neka je, najpre, a— F i pretpostavimo da x< E, tada
iz jednakosti axa=a sleduje x=a, §to je nemogudée. Prema tome, mora x da
bude element skupa F. Odavde sleduje da je element a< F, koji je regularan u H,
regularan i u F. Ako je, sada, acE i x&F, onda je axa=a ekvivalentno sa
aa=a, tj. vaZi ako i samo ako je a idempotent. Medutim, svaki idempotent
je regularan element, te je a regularan element i u E. Ako a nije idempotent,
onda mora x da bude element iz E, te je a regularan element u E. Znadi, ako

je aCE regularan u H biée regularan i u E. &

23
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Teorema 3.2. Polugrupa H je inverzna ako i samo ako su polugrupe E i F
inverzne.

Dokaz. U dokazu prethodne teoreme videli smo da je jednadina axa=a
nemoguca za a~E, x&F. Prema tome, ako je x reSenje sistema jednadina
axa—=a, xax=x u polugrupi H, onda je x relenje istog sistema u polugrupi E
ili polugrupi F, i obrnuto. Znaéi, ako je x€H regularno-konjugovani sa a< H,
bi¢e x< E regularno-konjugovani sa a& E (odnosno x& F sa aC F), i obrnuto.
Odavde neposredno sleduje tvrdenje teoreme.ll

Posledica 3.2.1. Polugrupa H je inverzna polugrupa.

To je ofigledno, jer su komutativna polugrupa idempotenata i grupa inver-
zne polugrupe.

Teorema 3.3. Oznacimo sa <’ prirodno delimicno uredenje na inverznim po-
lugrupama E i F. Ako je =< prirodno delimicno uredenje na inverznoj polugrupi
H, onda je a<b ako i samo ako je: (i) a<’'b gde a, bCE ili a, bEF, ili (ii)
ac E je idempotent i bEF.

Dokaz. Da je a<b ekvivalentno sa a<’'b ako a, b= FE ili a, b&F je
cGgledno, jer je ab~'=aa~' ekvivalentno sa axb-!=axa~!. Neka je sada
alFE i bCF, tada je asbs ab '=aa 'S a=aa"! & a=axa=!. Kako je
axa~! idempotent, dobijamo da je a<b za ac E, b& F ako i1 samo ako je a
idempotent. B

Posledica 3.3.1. U polugrupi H je a<b ako i samo ako je a=b za a, bCF
ili ab=a za acE, b H.

To je jasno, jer se prirodno delimiéno uredenje na inverzmoj polugrupi
E poklapa sa prirodnim delimi¢nim uredenjem na komutativnoj polugrupi idem-
potenata E, dok se u grupi F svodi na jednakost.

Teorema 3.4. Ako alb u E ili u F, onda a|lb i u H Za svako fCF i
svako e E vafi f|e. Ne postoji element e E takav da e|f za neko fcF.

Ako je x inverzni za a u odnosu na b u poiugrupi E ili polugrupi F, onda
je x inverzni za a u odnosu na b i u polugrupi H. Element xcH je inverzni
za acF u odnosu na b&E ako i samo ako je x=b.

Dokaz. Ako je axx=>b, onda je i ax=>b. Prema tome, ako al|b i x je
inverzni za @ u odnosu na b u polugrupama E ili F, tada ista tvrdenja vaZe
za elemente a, b, x i u polugrupi H. Kako je svaki element iz F jedinica za
svaki element iz E, odnosno svaki element iz E nula za svaki element iz F,
zn=¢&i da svaki element iz F deli svaki element iz E a nijedan element iz E ne
deli neki element iz F. Jednadina ax=»b, ac F, bC E, je zadovoljena samo zko

je x=>b, &ime je dokazan i poslednji deo teoreme.N

Posledica 3.4.1. Ako je F polugrupa sa jedinicom 1, onda je 1 jedinica
polugrupe H. Sli¢no, ako je E polugrupa sa nulom 0, onda je O nula polugrupe H.
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Posledica 3.4.2. U polugrupi H element a=E je delitelj svakog elementa b~ E
takvog da je b<a. Inverzni element za a u odnosu na b je element:

(i) a'b, a, bCF,
(i) b, bCE, b=a,
(i) x, a=bCE, b=x.

Posledica 3.4.3. U polugrupi H jedinica svakog elementa iz F je jedino jedinica
1 grupe F. Medutim, jedinica elementa a—E je svaki element bC H takav
da je a<b.

Teorema 3.5. Ako su E i F separativne polugrupe, onda je i polugrupa H sepa-
rativan, i obrnuto.

Tvrdenje je otigledno na osnovu definicije separativne polugrupe i mno-
Zenja u H.

Teorema 3.6. Element xcH je skrativ u H ako i samo ako je skrativ u F.
Nijedan element iz E nije skrativ u H.

Dokaz. Element x< E ne moZe biti skrativ element u H, jer je, na pri-
mer, jednakost ax=bx ispunjena za a=b, a, b& F.
Neka je xEF skrativ element u H, tj. neka iz ax—bx sleduje a=5b za

svako a, bC H; onda ée tim pre iz ax=bx, §to je ekvivalentno sa a*x=bh=x,
sledovati a=>b za svako a, b F, 1j. element x ¢e biti skrativ i u F. Obrnuto,
ako je x skrativ element u F, onda ¢e iz ax=bx sledovati a=b za svako
a, bEF. Kako je, pored toga, ax=bx ekvivalentno sa a=»b za svako a, bEE,

znadi da iz ax=bx sleduje a=>b za svako a, b= H. Prema tome, element x&F
j skrativ element u H.1

2. Postoji jednostavna veza izmedu ideala polugrupa E i H.
Teorema 3.7. Svaki ideal polugrupe E je sopstveni ideal polugrupe H.

Dokaz. Za proizvoljni podskup N polugrupe E uvek vazi NEC NH. Prema
tome, ako je T ideal polugrupe E, onda je, zbog TCTTEC TH, skup T ideal
i polugrupe H.Hm

Teorema 3.8. Polugrupa FE je maksimalni ideal polugrupe H.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi skup E je ideal polugrupe H. Kako je
faktor polugrupa Reesa H/E grupa sa nulom 0’ (naime H/E=F\_{0'}), gde je 0’
spolja pridodata nula, a samim tim i O-prosta polugrupa, to je polugrupa E
maksimalni ideal polugrupe H.m

Direktna posledica poslednjih dveju teorema je sledee tvrdenje.

.Teorema 3.9. Svaki ideal polugrupe E je sopstveni ideal polugrupe H, i obrnuto.

Odredimo sve ideale inverzne polugrupe H. Odredi¢emo najpre sve glavne
ideale polugrupe E. To su skupovi T(a)=aE={x|xEE, x<a}. Dva razliita
elementa g, b& E odreduju razliCite glavns ideale, te je svaki jednoelementni
podskup polugrupe E idealni sloj.
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Neka je NC E. Ideal odreden skupom AN, tj. skup NE, jednak je uniji
glavnlh ideala aE=T(a) (@S N). Ako skup N ima supremum a, tj. a=sup N,
onda ¢emo sa K(a) oznaliti ideal NE. Ukoaliko je a=sup N=max N, tj. skup ¥
ima najveéi element (maksimum), onda je K (a)=T(a) glavni ideal polugrupe E
odreden maksimumom skupa N. (Ubuduée ¢emo sa K (a) oznaavati samo ideal
odreden skupom N koji nema maksimum ali ima supremum a.) Prema tome
je {a}=T(a)\ K(a). Kako je {a} idealni sloj, ideali T'(a) i K(a) su susedni.

Ako je E lanac, onda su ideali T(a) i K(a) (a<E) jedini sopstvem ideali

polugrupe H. (Polugrupu H u kojoj je E lanac oznaliéemo sa H. ) Prema
tome, imamo sledeéi vrlo vaZan rezultat.

Teorema 3.10. Polugrupa H nema drugih ideala osim ideala oblika T (a) i K(a).

Polugrupa E ima minimalni ideal M ako i samo ako u skupu E postoji
najmanji element 0 (minimum), tj. min £=0 (nula polugrupe E), i tada je
M=0.

Teorema 3.11. Polugrupa H je poluprosta i potpuno poluprosta polugrupa.

Dokaz. Glavni faktor T(a)/ K (a) polugrupe H sastoji se samo od idem-
potenta a i spolja pridodate nule 0, tj. T(a)/K(a)={0", a} (@40 i a#]1).
To je O-prosta polugrupa sa primitivnim idempotentom a, tj. potpuno O-prosta
polugrupa. Dokazuju¢i Teoremu 3.8 utvrdili smo da je H/E O-prosta polugrupa,
a kako poseduje primitivni idempotent, jedinicu polugrupe H, to je H/E pot-
puno O-prosta polugrupa. Minimalni ideal 7(0) polugrupe H, ukoliko postoji,
je grupa. Prema tome, polugrupa H je poluprosta i potpuno poluprosta.
Teorema 3.12. Polugrupa H je kategorijska polugrupa.

Dokaz. Ako je E lanac, onda i ideali polugrupe H obrazuju lanac u od-
nosu na relaciju inkluzije skupova. Kako je, pored toga, H komutativna inverz-
na polugrupa, to je H kategorijska polugrupa.n

Ako je a=b, a, b€ H, onda je, otigledno, K (a) C T(a) K (b) C T(b).

3. Neka je G(-) komutativna grupa. Polugrupa L(-), gde je L=G x H,
je komutativna. Operacija ,,-“ u L definisana je kao Sto je uobiajeno, tj.

(a, a)- (B, b)=(a B, ab), a, BEG, a, bEH.

(Elemente iz G i H ¢emo redom oznaGavati malim slovima gréke i latinske
azbuke.)

Osobine polugrupe L se ]ednostavno ispituju kori§¢enjem stavova o direkt-
nom proizvodu polugrupa G i H 1z razloga $to Je G grupa, polugrupe LiH
su sline; zato dajemo veéinu osobina polugrupe L bez dokaza.

Oznagavamo, prirodno, sa L i L redom polugrupe G x H i G x H.

Ako sa 1 oznadimo jedinicu i u G i u H, ukoliko u H postoji, onda je
(1, 1) jedinica polugrupe L.

Neka (a, a), (B, b)=L. Element (a, a) je delitelj elementa (B, b) tj.

(a, a)|(B, b), ako i samo ako a|b. Ako je x inverzni za @ u odnosu na b, onda
je (@='B,x) inverzni za (a, a) u odnosu na (f, b).
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Element (a, ) © L je inverzibilan ako i samo ako a<&F.

Neka je («, a) iz L. Ako ac F i F sadrZi jedinicu 1, onda je jedinstvena
jedinica elementa (a, ¢) element (1, 1). Ako je, medutim, a=E, tada je, pored
elementa (1, 1), jedinica elementa (a,a) i svaki element (1, x) (a<x).

Idempotenti polugrupe L su elementi oblika (1, ), gde je e idempotent
polugrupe H. Ako je j primitivni idempotent polugrupe H, onda je (1, j) pri-
mitivni idempotent polugrupe L.

Ocigledno su komutativne polugrupe idempotenata polugrupe H polu-
grupe L izomorfne.

Polugrupa L je inverzna jer je direktni proizvod inverznih polugrupa G i H.

Oznadimo sa G(a) CL (aEE) skup G x {a}, a sa G(1) skup G x F. Kako
su G, {a} i F maksimalne podgrupe, bi¢e i G(a) (aSE ili a=1) maksimalne
podgrupe polugrupe L. Za grupe G (a) i G(b) vaZi:

G (a) ako je a<b,

G (ab) u ostalim sluCajevima.

G(a)G(b):[

Polugrupa L je separativna jer su G i H separativne polugrupe.

Ako je a skrativ element u H, onda je (a, a) skrativ element u L, i obrnuto.

U polugrupi L je (a, a)=<(pf, b) ako i samo ako je a=f i a<b.

4. Glavni ideal polugrupe L odreden elementom (a, a) je polugrupa
(0, ) L=aGxaH=GxT(@)=T (a). Prema tome, izmedu skupa svih ideala
polugrupe H i skupa svih ideala polugrupe L postoji bijekcija T (a) — T’ (a).
Takode postoji bijekcija izmedu skupa svih ideala oblika K(a) polugrupe H i
skupa svih ideala oblika K’ (a) =G x K (@) polugrupe L.

Ideali T'(a@) i K’ (a) (acFE) su jedini sopstveni ideali polugrupe L.

Ako je M minimalni ideal polugrupe H, onda je G x M minimalni ideal
polugrupe L.

Maksimalni ideal polugrupe L je ideal G x E.

Idealni slojevi polugrupe L su skupovi G x {a} (a&E).

Polugrupa L je poluprosta i potpuno poluprosta.

Polugrupa L je kategorijska polugrupa.

3.2. Intervalne polugrupe

0. U ovom odeljku posmatramo multiplikativau polugrupu intervala I°
i jedno njeno prosirenje, polugrupu J°. Dajemo naporedo najkarakteristi¢nije
osobine obeju polugrupa da bi videli dobre strane ovog potapanja.

1. Znamo da skup I° snabdeven operacijom mnoZenje, definisancm sa (1)
iz odeljka 1.2, obrazuje komutativou polugrupu.

Polugrupu I° ispitivao je H. RATSCHEK ([2], [4]) koristeCi pritom predsta-
vljanje intervala a=[a,, a,] u obliku
)] a=p(@{q(a), 11=(p (@, 9(a),")
(odeljak 2.1).
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Ako pokuSamo da proSirimo predstavljanje intervala u obliku (1) na sve
uredene parove realnih brojeva razligitih od para (0, 0) videéemo da to nije
moguée. Pri tome elementi oblika (a, a,-) (1<<a@) su ustvari uredeni parovi
realnih brojeva (a;, a,) sa a,a,>0 i a, za,. Dalje, skupovi

{(@,a,)| —1=a<0} i {(B,b,)|b=s—1}

se poklapaju. To znadi da intervali iz skupa Z imaju dve razliite reprezenta-
cije oblika (1). Na primer, imamo

[-3, 6]=6[—%, 1]= _3[-2, 1]

Ostali parovi iz R?> ne mogu se predstaviti pomoéu (1).
Prema tome, polugrupa I° moZe se pro$iriti u komutativnu polugrupu J°
u kojoj je operacija definisana sa

(ap, ab) a, b>0,

@ a) @ b)z{(aﬂ, min (a, b)), a<0 ili b=0.

(Ovde smo pisali (a, a) umesto (a, a, -).) Polugrupa J° je direktni proizvod
multiplikativne polugrupe R°(.) realnih brojeva i polugrupe realnih brojeva
R (*), gde je operacija ,,x**, definisana sa

{ab, a, b>0,
axb=1"
min (a, b)), a=<0ili b=<0.

Zbog prirode polugrupe I° parovi (0, a) i (0, b) (e, b&R) moraju se smat-
rati jednakim. Da bi se to izbeglo, bolje je najpre posmatrati skup J={(a, a) |a,
a&R, a0}, a zatim skup J°=JU{(0, 0)}. Sada je polugrupa J direktni proizvod
multiplikativne grupe R{(-) realnih brojeva i polugrupe R (%) realnih brojeva.

Polugrupa R (*) je tipa H, a polugrupa J tipa L iz prethodnog odeljka.

2. Sada dajemo neke osobine polugrupa I i J.

Zeroidi polugrupe I su svi elementi oblika (e, —1,-), tj. elementi grupe
G (— 1), dok polugrupa J nema zeroida.

Inverzibilni elementi polugrupe I su elementi oblika (g, 1,-) tj. elementi
multiplikativne grupe R (-), dok su inverzibilni elementi polugrupe J svi elementi
oblika (e, a, -) (0<a).

Obe polugrupe su polugrupe sa grupnim delom koji se razdvaja.

Idempotenti polugrupa I i J, osim jedinice (1, 1,.), su svi elementi
oblika (1, e,.) gde je —1<e=<0 u polugrupi 7 i e<0 u polugrupi J.

Primitivni idempotent polugrupe I° je element (1, —1,.), dok polugrupa
J° nema primitivnih idempotenata.

Komutativne polugrupe idempotenata polugrupa I° i J° su kompletne dis-
tributivne strukture i linearno uredeni skupovi.



Prilozi teoriji intervalnog ra¢una i njenoj primeni 29

Regularni elementi polugrupe I° su, pored elemenata skupa R, i svi ele-
menti skupa Z°, tj. svi nula-intervali. Polugrupe Z° i J° su inverzne.

Glavni ideali polugrupe 7 su skupovi 7' (@)= UG (@) (—1=i<a=<1). Me-
dutim, kod polugrupe J glavni ideali su samo skupvi T'(a)='UG({)(i=a=<0)
i T(1)=J, dok skupovi \JG(i)(i<a, 0<a<1) nisu ideali.

Polugrupa I ima minimalni ideal T7(—1)=G(-1) a polugrupa J nema
minimalni ideal.

Nula polugrupa 7 i J je nerazloZiva.

(Polugrupa I°(-) je detaljnije ispitana u radu [1] Z. M. MITROVICa.)



4. POLUGRUPE SA INVOLUCIJOM

4.1. Skorogrupe

0. U ovom odeljku uvodimo jednu novu algebarsku strukturu, takozvane
skorogrupe, koje imaju mnogo zajedniCkih osobina sa grupama.

1. Polugrupa S se naziva polugrupom sa involucijom, ako je u njoj,
pored mnoZenja, data jo§ unarna operacija ,,f* pri emu vaZe sledeci identiteti
(pored asocijativnosti mnoZenja):

f(f@)=a i f(ab)=f(a)f().

Polugrupe sa involucijom ¢ine, prema tome, klasu polugrupa koje sadrZe
u sebi klasu inverznih polugrupa (A. G. Kuros, [1]).

Kako ¢emo proudavati uglavnom komutativne polugrupe sa involucijom,
koristi¢emo za operaciju u polugrupi aditivnu oznaku.

Ubududée ¢emo &esto pisati —a umesto f(a) i, jednostavnosti radi, a—b
umesto a+(—»5). U skladu sa time piSemo i n(—a) kao —na (n=0). Kako
je f automorfizam, bice f(na)=nf(a), ili —(na)=n(—a)= —na.

Teorema 4.1. U komutativnoj polugrupi S sa involucijom — vafi
(i) na+nb=n(a+b),
(i) m(na)=(mn) a,
(iii) ma+na=m+nya (mnz0).

Dokaz. Ako je m, n=0 gornje jednakosti vaze u S jer vaZe u svakoj
komutativnoj polugrupi.

Za m=-—r<0 i n=s5s>0 imamo
m(na) = —r (sa) = —(r (sa)) = —((rs) a) =(—rs) a=(mn) a,
azam=r>01n=—s<0
m(na) =r((—s)a)=r(s(—a)) =(rs) (—a)=(—rs)a=(mn)a.
Ako je n=—s<0 bice
na+nb=—sa+(—sb)=s(—a)+s(—b)=s(—a+(—b))=s(—(a-+b))
=—s(@t+b)=n(a+b).

30
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Najzad, za m=—r<0 i n=—s5<0 imamo redom
m(na)=—r((—s)a) =r(—(—(a)) =r(sa) =(rs) a=(mn) a,
na+ma=—ra+(—sa)y=r(—a)+s(—a)=(r+s) (—a)y=—(+5)a
=(m+nyal

Definicija 4.1. Polugrupu S sa fiksiranom involucijom f nazvacemo f-polugrupom
i oznaciti sa (S, f).

Umesto f-polugrupa S govori¢emo i polugrupa (S, f).
Definicija 4.2. Ako je TS, kaZemo da je T f-podpolugrupa f-polugrupe S ako
je T (f/T)-polugrupa.

Ovde je f/T restrikcija preslikavanja f na skupu 7. Stavimo g=f/T; iz
jednakosti f(f(x))=x za svako xS sleduje g(g(x))=x za svako x T ako i

samo ako g(x)& T, tj. ako je g automorfizam u T; tada je f(7)=T.
(f] T)-polugrupu T éemo nazivati jednostavno f-polugrupom i oznacavati sa (7, f).

2. Komutativna grupa G se obiéno definiSe kao skup sa tri operacije:
binarnim sabiranjem, unarnom operacijom prelaska na suprotni element —a
i nularnom operacijom koja fiksira neutralni element O (nulu), pri Semu vazZe
idantiteti:

(i) (@+b)+c=a+(b+o), (i) a+b=>b+a,
(ili) a+0=a, (iv) a—a=0.
Iz ovih identiteta neposredno sleduje
(V) atx=a+y > x=y (zakcn skradivanja),
i) —(a+by=—a+(—b),
(vi)) —(—a)=a.
(—a+(—») krace piSemo kao —a—»b). Na osnovu identiteta (vi) i (vii) zaklju-
dujemo da je operacija prelaska na suprotni element u stvari involucija grupe G.

Posmatrajmo sada skup S sa tri operacije: binarnim sabiranjem, unarnom
operacijom ,,f“* i nularnom operacijom koja fiksira element 0, pri emu vaZe
svi identiteti (i)—(vii) osim identiteta (iv). Ovako dobijena algebarska struktura
je oligledno komutativna f-polugrupa sa skradivanjem i nulom 0.

Definicija 4.3. Komutativna polugrupa (S, f) sa skracivanjem i nulom naziva se
skorogrupa (krace: s-grupa).

Neka je S aperiodi¢ka polugrupa, tj. neka je svaki njen element, sem
jedinice, beskonanog reda. Kako je S polugrupa sa skradivanjem, to ne pose-
duje idempotente razliite od jedinice, te je svaki element iz S\R’, gde je R’
maksimalna podgrupa polugrupe S, beskonaénog reda. Prema tome, polugrupa S
je aperiodicka ako i samo ako je R’ aperiodi¢ka grupa, tj. ako i samo ako
iz nx=0 (x& R’} sleduje da je x=0.

Kod s-grupa ¢emo pojam aperiodi¢nosti definisati drugadije.
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Definicija 4.4. Recicemo da je s-grupa S aperiodicka ako za svaki prirodni
broj n i svako x, y&S vaZi
nx=ny < x=y.

Ocigledno je svaka aperiodi€ka s-grupa istovremeno i aperiodiGka polu-
grupa, dok obrnuto ne vaZi.

U grupama se definiSe pojam deljivosti prirodnim brojem (L. FucHs, [1]).
Analogno tome imamo:

Definicija 4.5. Kafemo da je element a s-grupe S deljiv prirodnim brojem n
(u oznaci n|a) ako jednacina

(N nx=a (acs)

ima reSenja u S.

To zna&i da postoji skup BC S takav da za svako bC B vaZi nb=a.
Ocigledno je postojanje reSenja jednacine (1) ekvivalentno tome da a&nS.

Definicija 4.6. Za s-grupu S kaZemo da je deljiva ako n|a za svako ac S i svaki
prirodan broj n.

Drugim re¢ima, S je deljiva s-grupa ako i samo ako je nS=S za svaki
prirodan broj n.

Teorema 4.2, U aperiodickoj deljivoj s-grupi S za svaki prirodan broj n i svako
aC S postoji jedan i samo jedan element xC S takav da vaZi (1).

Dokaz. Kako je S deljiva s-grupa, to je svaka jednadina oblika (1)
rediva u S. Neka x, y& B, gde je B reSenje jednadine (1), tada iz nx=a i
ny =a dobijamo da je nx=ny, odnosno x=y. Znaci B je jedncelementni skup. s

Pisa¢emo x=i=ia za reSenje jednadine (1) u aperiodiCkoj deljivoj

n n
s-grupi. U skladu sa time vaZi n(ia)=a i i+i=fl—+1—’.
n n n n
Definicija 4.7. Neka su A i B s-podgrupe s-grupe S takve da se svaki element
SES moZe na jedinstveni nacin predstaviti u obliku s=a+b, ac A, b B. Tada
pisemo S=ADB.

3. Oznadimo sa x element x—x, tj. x=x—x, xCS. Skup svih eleme-
nata x, x&.S, oznaavamo sa W, tj.

W={w|w=x—x, x&S}.
Teorema 4.3. Skup W je s-podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Kako je x+y=x—xX)+(y—»)=x+y)—x+y)=x+y, —x
=—(x—x)=x10—0=0, to je W s-grupa.l

Iz dokaza prethodne teoreme se vidi da je —x=x, tj. elementi iz W su
nepokretne talke preslikavanja —. Naravno, preslikavanje — moZe imati i
drugih nepokretnih tadaka u S. OznaCimo sa W’ skup svih nepokretnih tacaka
preslikavanja —, tj.

W={x|—x=x, x&8},

tada je WC W'
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Teorema 4.4. Skup W' je s-podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Ako a, b&W’, cnda sabiranjem jednakosti a=—a i b=—b
dobijamo a+b=—(a+b), tj. a+b&W’. Pored toga —a=acW’' i 0CW’, te
je W' s-grupa.lil

Oznadimo sa R skup svih elemenata x& S, takvih da je x—x=0, tj.

R={x|x=0, x&S}.
Teorema 4.5. Skup R je Abelova podgrupa s-grupe S.

Dokaz. Neka je x, y&R. Kako je x+y=;+;: 0, to i x+y&R. Ele-
ment x ima inverzni element —x. Pored toga je 0—-0=0, te 0&R. Prema
tome, R je Abelova grupa.B

Ako su a i b dva proizvoljna elementa iz S, definisaéemo relaciju u na S
sa aub < a=b.

Teorema 4.6. Relacija p je kongruencija na S.

Dokaz. Relacija u je ekvivalentnest jer je a=b Jednakost Neka je
apbAcud, §to je ekvivalentno sa a= bAc=d; odatle sleduje a+b=c+d,
odnosno a+c=>b+d, tj. (a+c)u(b+d). Prema tome, u je kongruencija.n

Ako za neki element a& S postoji element xS takav da je a=x—a,
onda éemo takav element x oznacm sa a. Neka pOStO_]l a, tada sabiranjem
jednakosti a= a—ai—a=—a+a dobijamo da je a—a=0, tj. aE R. Znati,
ako postoji a onda acR. Ako postoje elementi x, y& R takvi da je a=x—a
i a=y—a, onda je a—a=x—y+(a—a), tj. x—y=0. Kako je R grupa, iz
x—y=0 sleduje x=y, $to znadi da je element a jednoznatno odreden. Neka
postoje a i b, tada sabranjem jednakosti a=a—a i b=b—b dobijamo a-+b
—a+ b—(a+b). Kako je R grupa, postoji element x=a+b. Prema tome,

postoji element x—a+b takav da je a+b=x—(a+b), tj. postoj a?b i vazi
aik\b=zz+3. Time smo dokazali sledeéu teoremu.

Teorema 4.7. Ako za a=S postoji element ZJES takav da je a:é—a, onda
acR iaje Jjednoznacno odreden. Ako postoje aib, onda postoji i aii-\b i vazi
&+5=a/4? b.

Teorema 4.8. FElement a pripada skupu W' ako i samo ako je a=0.

Dokaz. Neka ac W', tada je a= —a, odnosno a=0-—a. Znadi postoji
element a=0 takav da je a=a—a. Obrnuto, ako za neko a=S postoji a=0,
tada vaZi jednakost a=0—a, tj. a=—a, 5to znali da acW’'.@

Ozna¢imo sa S’ skup svih elemenata x< S takvih da postoji x tj.

={x{(35c€R)x=)}—x, xES}.

" Prema tome, element x je iz S ako i samo ako jednadina x=y—x ima
refenje u S. Svakako je S'CS, a iz prethodne teoreme sleduje da je W' C S".
Takode je RC S’, jer je za svako a&R a=2a—a.

3 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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Teorema 4.9. Skup S’ je s-podgrupa s-grupe S.
Dokaz. Neka a, b&S’. Prema teoremi 4.7, kako postoje a i b, postoji

VS
ia+b, te a+bcS'. Ako postoji x&S takav da je a=x—a, onda postoji
i —xC&S takav da je —a=—x—(—a),te —a<S". Kako je 0—0=0, to 0CS".
Znati da je S’ s-grupa.il

Posledica 4.8.1. Neka a, b& S’, tada a—bC W' ako i samo ako je a=b.

Dokaz. Neka a, b& S’ 1 neka je &=l3, tada jednakosti a=a—ai b=l3—b,
zajedno sa a=>b, daju a—b=—(a—>b), tj. a—b&=W’. Obrnuto, ako a—b&EW’,

N - - - - PN ~
tada je a—b=0, odnosno a—b=0=>b—p, odakle sleduje a=5. (Ovde smo
N ~
koristili c3iglednu vezu (—a)= —a.)ll

Ako su a i b dva proizvoljna elementa iz S’, definisaemo relaciju A
na S’ sa aib < a=b.

Teorema 4.10. Relacija 2 je kongruencija na S'.

Dokaz. Relacija A je ekvivalentnost jer je a=2b jednakost. Neka je
aAlbAcid, o je ekvivalentno sa a=bAc=d; odavde sleduje a+c=>5b+d, tj.

N VS
a+c=b+d Prema tome, 1 je kongruencija. @
Klase ekvivalentnosti relacija 4 i u oznafavamo redom sa L (a) i M(a) tj.
L(a)={x[):‘:c;, xES} 1 M(a)={x|;=;, xe S},

O¢igledno je L(0)=W' i M(0)=R.

4. Posmatrajmo sada jo§ jednu relaciju na S’, naime relaciju 7=ANu.
(Ovde je p u stvari u/S’.) Kako su 4 i u kongruencije, bie i T kongruencija.
Teorema 4.11. Neka je S aperiodicka s-grupa. Ako a, b&S', tada je

ath & a=>.
Dokaz. 1z jednakosti a=&—~a, dodavanjem obema stranama element a,

dobijamo vezu 2a= a+a. Kako jeath & ailbhapub & a=bAa —13 toizath
sleduje 2a= a+b=b+b=2b. Zbog aper10d1cnost1 iz poslednje jednakosti sle-

duje a=>5b. Obrnuto, neka vaZi a=b, tada je a=a i a=0b, tj. azb.n
Klase ekvivalintnosti relacije T oznadicemo sa T'(a), tj.
T(@)—{x|x=aAx=a, xES}=L(@NM (a).
Teorema 4.12. Ako je S aperiodicka deljiva s-grupa, onda su i R, W, W', §’,
aperiodicke deljive s-grupe.

Dokaz. Ako je S aperiodi¢ka s-grupa, jasno je da su i njene s-podgrupe
R, W, W', 8" aperiodike s-grupe. Neka je S deljiva s-grupa, dokazacemo da
su R, W, W', S’ takode deljive s-grupe.

U deljivoj s-grupi S jednadina nx=a ima refenje x=%a za svako acS

i svaki prirodan broj n.
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Neka ¢<=R, tada iz nx=a sleduje nx=a=0, tj. x=0. Znadi, iz a&R
sleduje %aER.

Ako a& S’ tada postoji element u<& R takav da je a =u—a, odakle sleduje
da postoji element %MER takav da je %a=% u——%a, §to znali da %aES'.

Neka, sada, aCW’. Kako je W'CS’, jednadina nx=a ima refenje
u S, tj. x&S'. Prema tome, iz nx=a sleduje nx=a=0, tj. x=0, $to znali
da iaEW’.

n

Najzad, ako a < W, tada postoji element v& S takav da je a=v—uv.
Odavde sleduje da postoji element —ivES takav da je %az%v—%v, tj. —’ll-aE w.

Time je dokaz zvreSen.H
Teorema 4.13. U aperiodickoj deljivoj s-grupi S vaZi

S =W@®R.

Dokaz. Za svaki element a &S’ vazi 2a=¢; +a. Prema tome, u deljivoj
aperiodi¢koj s-grupi S za svaki element a &S’ vaZi a=%(5+5) =§+% E W4+ R,
. 1 - .1 =

—a&ER 1 — w.
Jerzae 12a6 o

Ako je a+b=a'+b' gde a,a’cR, b, b’CW, onda je b=b". Neka je
b=x 1 b=y, onda je b=x—x=2x=2y=0b', tj. x=y, odakle sleduje da
je b=»b". Kako je b=">', iz a+b=a +b" sleduje da je i a=a'. Prema tome,
predstavljanje s=a-+b je jedinstveno.m

5. Ako je S s-grupa, onda se polugrupa S moZe potopiti u neku Abelovu
grupu S, jer je S komutativna polugrupa sa skrad¢ivanjem. Pri tome se invo-
lucija — s-grupe S moZe proSiriti na fitavu grupu S i, naravno, involucija —
s-grupe S, proSirena na grupu S, ne poklapa se sa prirodnom involucijom same
grupe S, tj. preslikavanjem u grupi koje svakom elementu dodeljuje njemu
suprotni element.

4.2. Pojam kvazireSenja jednacina

0. Ovde uvodimo jedan novi pojam, takozvano kvazireSenje jednacina,
koji je karakteristiCan za algebarske strukture sa involucijom.

1. Pod reSenjem jednacine
)] a+x=b
po promenljivoj x u proizvoljnoj aditivnoj polugrupi S podrazumevamo neprazan
skup CC S takav da za svako ¢&C vazZi a+c=b.

Ako je S grupa, onda je C={b—a}, tj. jednalina (1) ima jedinstveno
reSenje x=b—a.

3*
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U polugrupi S se r:Senje ne moZe dobiti pomocu jedinstvene formule,
kao k d grupz. Kao ilustracija za to moZe nam posluZiti posledica 3.4.2 iz
odeljka 3.1.

Kod s-grupe (S, —) ne interesuje nas reSenje jednadine (1), koje i ne
mora da postcji, veé clement b—a, koji ¢emo nazvati kvazireSenjem (krade:
k-reSenjem) jednadine (1). (U vezi sa ovim terminom koristi¢emo, mada rede,
i termin ,,k-r.8iti*“ jednadinu kao skralenicu za ,,odrediti k-reSenje‘.)

Ako obema stranama jednaine x=b—a dodamo element ¢ dobijamo
jednaéinu
2 a+x=b-+a,
gije je reSenje element b—a. Prema tome, k-reSenje jednacine (1) je u stvari
reSenje jednadin: (2).
Pcjam k-reScnja u s-grupi S ¢éemo prosiriti.
Neka je L,(ix) linearna kombinacija elemenata xi, x,, ..., x,ES, tj.
L,(ix)=0, X+ 1,x,+ + - +ipX,, & L,(ix, a)=L,(ix) +a, acS.
Definicija 4.8. Za dve linearne jednacine (A) i (B) kaZemo da su kvaziekvivalentne
(k-ekvivalentne) u s-grupi S u sledeéim slucajevima:
(1) Ako su (A) i (B) ekvivalentne u S.
(i) (A): L,(ix,a)+L,(jx, b)=L, (kx, c),
(B): L,(ix, @)=L, (kx, c)—L,(jx, b).
(iii) (4): nL,(ix, a)+mL,(ix, a)=L,(jx, b),
(B): (n+m)L,(ix, a) +na+ma=L,(jx, b),
gde su m i n celi brojevi.

Definicija 4.9. Pod kvazireSenjem sistema linearnih jednacina u deljivoj s-grupi
(S, —) podrazumevamo reSenje kvaziekvivalentnog sistema linearnih jednacina.

Koriste¢i ovu d<finiciju lako moZemo dokazati da je u deljivoj s-grupi S
k-reSenje jednacine
3) mx+a=nx+b (a, b, xS, m, n celi brojevi, m+£n)
u stvari reSenje jednaCine (m—n)x=>b—a. Na osnovu toga je k-reenje jedna-
gine (3) u aperioditkoj deljivoj s-grupi odredeno sa

b—a
(4) *r= m—n’

2. MoZemo posmatrati i sistem od viSe linearnih jednalina sa viSe nepo-
znatih sa koeficijentima iz skupa celih brojeva.

Za podetak uzmimo samo dve jednadine sa dve nepoznate.
U deljivoj s-grupi S k-reSenje sistema jednalina
mx+ny=a,

5
©) px +qy=>
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je u stvari relenje sistema jednadina
Dx=D, i Dy-D,,

gde je D=mg—np, D,=qa—nb, D,=mb—pa. Odista, kvazireSavanjem jedna-
&ina sistema (5) po x dobijamo sistem

mx=a—ny,

(6)

. px =b—gqy

ili

(6" mpx=p(a—ny)=m(b—qy).
Iz (6") dobijamo

@) pa—npy =mb—mgy.

Na osnovu definicije 4.9 k-reSenje jednadine (7) je u stvari reSenje jednadine

(mgq—np) x =mb— pa,
odnosno jednadine
Dx=D,.

Na isti nadin dobijamo i jednaCinu Dy=D,.
Prema tome, reSenje sistema (5) u aperiodi¢koj deljivoj s-grupi dato je sa
x=D,/D i y=D,D.

Analogno se moZe dobiti k-reSenje sistema od » linearnih jednadina sa n
nepoznatih,

4.3. Intervalne s-grupe

0. Ovde dajemo nekoliko primera s-grupa, &ime se opravdava potreba za
uvodenjem pojma s-grupe.

1. Posmatrajmo aditivnu intervalnu polugrupu 7°(+). Polugrupa I°(+)
nije grupa, jer ni za jedan interval a&J\R ne postoji interval x&I° takav da
je a+x=0.

Definiimo preslikavanje — u /° na slede¢i nadin:

—lay, a]=[—a,, —a].
Sada je (I°(+), —) s-grupa.
Teorema 4.14. Polugrupa (I°(+), —) je deljiva aperiodicka s-grupa.

Dokaz. U odeljku 1.2 smo videli da je [°(+) aditivha komutativna
polugrupa sa nulom 0 i skraéivanjem. Kako je

—(—l[a;, a,]) = —[—a,, —a]=[qa,, a,]
—la;, a,] +(—[by, b)) =[—a,, —a,]+[—b,, —b]
=[—a,—b,, —a,—b]]=—[a, +b,, a,+b,]

=—([a;, a,]+[b;, b)),
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zakljuéujemo da je preslikavanje — involucija. Prema tome, polugrupa (I°(+), —)
je s-grupa.
Jednacina
nix,, x,]=la,, a,] (n prirodan broj),

ima jedinstveno reSenje [a,/n, a,/n], te i jednadina n[x,, x,]=0 takode ima
jedinstveno reSenje [0, 0]. To znaci da je I° (+) deljiva aperiodicka polugrupa. i

Neka je a=|[a,, a,], tada je —a=[—a,, —a;]. Kako je s(a)=%(a1+a2)

i 1@~ @—a), bike s(—a) = (—a,—a)=—s(@ i r(—a)=-(—a,+a)

=r(a). Prema tome, ako interval a predstavimo u obliku a=(s(a), r(a), +),
onda je —a=(—s(a), r(a), +).

Interesantno je odrediti skupove W i R. Neka je a=[a,, a,], tada je
a—a—a=(a,—a)[—1,11=2r(@)[—1, 1]
a iz a=a—a sleduje R
a=(a,+a,)[l,11=2s(a).

Znadi da se skup W poklapa sa skupom G°(—1) (odeljak 3.2), a skup R
sa skupom svih realnih brojeva. Ako piSemo a=(s(a), r(a), +), onda je odi-

gledno, a—(0, 2r(a), +) i a=(2s(a), 0, +).

2. Multiplikativna polugrupa 7(-) ne moZe biti s-grupa, jer u njoj ne
vazi zakon skraéivanja, dok polugrupa N(-) moZe postati s-grupa.
Ako definiSemo preslikavanje / u N(-) sa

] /[al,a2]=[l/a2, 1/a1]s
tada vaZi sledeéi stav.

Teorema 4.15. Polugrupa (N(-), /) je s-grupa.

Dokaz. Ocigledno je N(-) komutativna polugrupa sa jedinicom 1 i skra-
¢ivanjem. Dokazimo da je /(ab)=(/a) (/b). Neka je a=|[a,, a,], b=[b, b,].
Ako je a, b>0 imamo

[(ab)=]la, by, ayby]=[1/a, b,, 1/a, b]=(/a) (/b),
za a>0, b<<0 je

[(ab)=]la,b,, ayb]=[1/a, b,, 1/a, bj]1=(/a) (/b),
i, najzad, ako je a, b<<0 biée

[(aby=/[a,b,, a,b]=[1/a, by, 1/a, b,]=(/a) (/b).

Tako smo dokazali da je preslikavanje / automorfizam polugrupe N.

Pored toga je
[(lay=[(/la;, a;))=[[1/a,, Ya]=la,, a;]=a.

Prema tome, preslikavanje / je involucija, te je (N(-), /) s-gupa.

Kako je (—1y=[—1, —1*=[1,1]=1, s-grupa N(-) nije aperiodika.
Polugrupa N (-) nije ni deljiva, jer, na primer, jedna¢ina [—1, —1]"=[1, 1] nema
reSenje za svako n.
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3. Neka je J°(-) multiplikativna polugrupa iz odeljka 3.2. Svaki ele-
ment iz J° moZe se napisati u obliku
(1 a=(p(a, 9(a), *).
Uvedimo dve nove funkcionele iz J° u R° slino kao $to smo to udinili
u glavi 2, naime
1
s@=2r@ (1+4(),
(2) .
r(a)=;1)(a) (1—gq(a).

Svakom elementu a = (p(a), g(a), - ) dodeljujemo element a =(s(a), | r(a)|, +)
a elementu 0=(0, 0, -) element 0=(0, 0, +). Time je odredeno jedno presli-
kavanje iz skupa svih uredenih parova realnih brojeva na isti skup. (Ovo
preslikavanje nije obratno jednoznaéno.)

Defini§imo zbir dva elementa a=(s(a), |r(a)|, +) i b=(s(b), | r(b)], +)
sa a+b=(s(@+s®), |r(a|+|r®)], +). Tako smo dobili polugrupu J°(+).
U polugrupi J°(+) defini§imo unarnu operaciju — sa
—a=(—s(@, {r@|, +) za a=(s(a), [r@], +).
Lako se dokazuje sledece tvrdenje.

Teorema 4.16. Polugrupa (J°(+), —) je s-grupa.



5. JEDNO UOPSTENJE PRSTENA

5.1. Pojam i osobine s-prstena

0. U ovom odeljku defini§emo pojam s-prstena, koji ima mnoge osobine
komutativnog prstena. Medutim, nije nam cilj prouavanje s-prstena uopste,
veé specijalnog s-prstena [°.

1. A. FroHLICH ([1]) je definisao distributivne elemente skoro-prstena.
Sliéno se mogu definisati distributivni elementi u algebri (S, +, -).

Definicija 5.1. Element a algebre (S, +, -) je distributivan u odnosu na par
elemenata b, c< S ako je

a(b+c)=ab+ac.
Element acS, koji je distributivan u odnosu na svaki par elemenata b,
cE S, naziva se distributivaim elementom.

Sada mozZemo definisati s-prsten.

Definicija 5.2. Algebru (S, +, —, -) nazivamo s-prstenom ako vaZi:
i (S(+), —) je s-grupa.
(i) (S, ) je komutativna polugrupa sa jedinicom 1.
(iil) Svi distributivni elementi algebre (S, +, —, -) obrazuju skup R.
(iv) Za svako a=S je a-0=0.
(v) Za svako acS je (—1)a= —a.
(Skup R i element O su odredeni kao u odeljku 4.2.)

Teorema 5.1. U s-prstenu (S, +, —, +) je
(i) Za svaki par elemenata a, b€ S

(—a)b=—(ab) i (—a)(-b)=ab;
(i) 1€R.

. Dokaz. (i) Prema osobini (v) imamo (—a)b=((—1)a)b=(-1)(ab)=
= —(ab), te je i (—a)(—b)= —(a(—b))= —(—(ab))=ab.

(i) Kako je 1(@a+b)=a+b=1-a+1-b, dobijamo da 1ER. &

40
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Dajmo sada jedan prlmer s-prstena. Posmatrajmo s-grupu (I°(+), =) iz
odeljka 4.3 i polugrupu I°(.) iz odeljka 1.2. Lako je dokazati da je
I’'(+, —, -) s-prsten.

2. Sli¢no idealu prstena definiSemo ideal s-prstena.

Definicija 5.3. Ideal s-prstena S je aditivna s-podgrupa A s-prstena S takva da
arC A za svako aC A i r&S, . takva da je ASCA.

Da bi nadli ideale s-prstena /° dokazademo prethodno jedan vaZan stav.

Teorema 5.2. Ideal M polugrupe I°(-) je podpolugrupa polugrupe I°(+) takva
da je M+ M=M.

Dokaz. Neka su a= (p(a), g(a),) i b=(p®), q(b), ) iz T'(e), tada je
q(a), q(b)<q(e), te je T'(a), T'(b)C T’ (e). Deljivost u 1°(- )Je definisana sa

alb ako i samo ako je T'(b)CT'(a). H. RatscHEk ([5]) je dokazao da
iz a|b sleduje a|a+b. Za proizvoljna dva elementa aq, beI” uvek vaZi ili a|b
ili bla. Prema tome, ili ala+b ili bla+b, t. ili je T'(a+b)CT (a) ili
T'(a+b)CT'(b). Znati, uvek je T (a+b)C T’ (e), te je T'(e) podpolugrupa
polugrupe I°(+). (Podrazumeva se da a+bE T’ (a+b).)

Kako je T'(e) polugrupa vazi 7' (e)+ T ' (e)_T’(e). Sa druge strane je
T'(e)+0=T"'(e) i 0ET (e). Prema tome je T (e)+T'(e)=T" (e).

Dokaz je sliCan za ideale K'(e), s tom razlikom $to je sada ¢ (a),
q(b)<q(e)-n

Sada moZemo dokazati vaZnu osobinu ideala s-prstena I°.

Teorema 5.3. Svaki ideal polugrupe I°(-) je istovremeno ideal s-prstena I°.

Dokaz. ldeal T'(e) polugrupe I°(-) je podpolugrupa polugrupe I°(+).
Pored toga, za proizvoljne elemente a, b&T'(e) vaZi a—b&T'(e), te je T'(e)
s-pcdpolugrupa  s-grupe (I (+), —). Prema tome, ideal 7'(e) polugrupe
I°(-) je ideal i s-prstena I°, jer je T'I°=T".

Potpuno isto se dokazuje i za ideale K'(e). N

Da bi u komutativnom prstenu svaki ideal multiplikativne polugrupe
prstena bio ideal samog prstena, pctrebno je i dovoljno da za proizvoljna
dva elementa jedan od njih bude delitelj drugog. U s-prstenu /° za proizvoljna
dva elementa jedan je uvek delitelj drugog i svaki ideal 7°(-) je ideal
s-prstena 7°.

Neka su 4 i B ideali s-prstena S. Skupovi A+ B 1 AB definiSu se kao
obi¢no. Defini§imo jo§ dve operacije sa idealima na sledeéi nadin:

A * B={ i a;b;|a;c A, b,EB} (proizvod),

i=1
A:B={xcS|xBCA4} (koli¢nik).
Specijalno, 0:B naziva se anulator ideala A4 i oznaava Ann (B); to je

skup svih elemenata x& S za koje je xB=0. (U I° anulator proizvoljnog ideala
je ideal 0.) Analogno kao kod prstena vaZi sledeée tvrdenje.

Teorema 5.4. Ako su A i B ideali s-prstena I°, tada su A+ B, AB, AxB,
A:B i ANB ideali u I°.
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Dokaz. Neka je, na primer, BC A. Kako je A+ A=A, sleduje da je
A+BCA+A=A. Sa druge strane je A=0+AC B+ 4. Prema tome, ako je
BC A4, tada je A+B=A, tj. A+ B je ideal.

Iz BC A sleduje ANB=2B, te je ANB ideal.

Znamo da je AB ideal polugrupe I°(-), te je AB ideal i s-prstena I°.

Kako je A*B=AB+ ...+ AB=AB, bite i A=x B ideal.

Za BCAje A:B=1I°. Ako je ACBi ACZ" onda je A:B=A. U po-
slednjem slucaju, kad je ACB i Z°C A, neka A (a) cznadava T'(a) ili K’ (a),
a B(b) neka osnabava T’ (b) ili K'(b). Sada je A(a):B(b)=A(ab~!). Prema
tome, 4:B je ideal.n

Iz dokaza prethodne teoreme zakljuujemo:

Teorema 5.5. Ako su A i B ideali s-prstena I°, tada je
AxI°=A, A:I°=A, A:A=1°, A* BCANB.
Potpuno isti stav vaZi i kod proizvoljnog prstena.

Unija ideala 4 i B prstena, uopste govoreéi, nije ideal. Medutim, unija
ideala 4 i B s-prstena [° je ideal, jer je A\ JB=A za BC A.

3. Element @ komutativhog prstena je reverzibilan ako i samo ako se
ne sadrZi ni u kakvom sopstvenom idcalu; to je ekvivalentno tome da se a
ne sadrZi ni u kakvom maksimalnom (scpstvenom) idealu. Reverzibilni elementi
s-prstena I° su jedino svi elementi iz R (rcalni brojevi razliditi od nule) a
jedini maksimalni ideal je skup K(l1)=I®R. Prema tome, nijedan revcrzi-
bilni element iz I° se ne sadrZi u maksimalnom idealu K (1).

Definicija 5.4. s-prsten S se naziva s-polje ako je svaki nenula element reverzi-
bilan, a s-integralni domen ako je 0 jedinstveni delitelj nule.

Ocigledno je s-prsten I° s-integfalni domen, ali nije s-polje.

Idecal M komutativnog prstena R je maksimalan ako i samo ako je R/M
polje. (Tacnije, I°/K (1) je polje.)

Sopstveni ideal M komutativnog prstena R je maksimalan ako i samo
ako za svako r&M postoji takvo xER da 1 —rx&M. Kod s-prstena I° za
svako r&£ K (1) i svako x&K (1) vazi 1—rxcK(1).

Sliéno kao kod komutativnog prstcna definiSemo radikal s-prstena i
radikal ideala s-prstena.

Definicija 5.5. Radikalom (JacoBsoNa) M s-prstena S nazivamo presek svih
njegovih maksimalnih ideala. Radikalom ideala A s-prstena S nazivamo skup

r(A)={xeS|x"cA za neko n>0}.

Kod s-prstena I° jedinstveni maksimalni ideal je skup K (1) i to je radi-
kal s-prstena 7°.

Radikal r(A4) ideala 4 komutativhog prstena je ideal. Neka je 4 (a)
proizvoljni ideal s-prstena I°. Ako je —1=gq(a)=<0, tada je r(A4(a))=4(a),
aza 0<g(a)<l imamo r(4(a))=K(1); pored toga je r(0)=0 i r(I°)=1I"°
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Stvarno, za ¢q(@)<0, x"&T(a) (x"<K(a)) ako i samo ako xEG (i) (q(@)
=<g¢(a)) (odnosno ¢(i)<q(a)), medutim, za q(a)>0, x"ET(a) (x"EK(a)) za
svako g(x)<1, jer se uvek moZe naéi takvo n>0 da je g (x)"=q(a) (g(x)"
<g(a)). Prema tome, radikal ideala s-prst:na I° je idcal.

Definicija 5.6. s-psten S naziva se lokalnim ako S poseduje samo jedan mak-
simalni ideal.
Neka je R komutativni prsten. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) Prsten R poseduje jedinstveni maksimalni ideal M.
(ii) Svi nereverzibilni elementi prstena R pripadaju sopstvenom idealu M.
(iti) Nereverzibilni elementi obrazuju ideal M.

Ocigledno je s-prsten I° lokalni i zadovoljava sva tri uslova (i) — (iii).
4. Kao kod skoro-prstena (A. FROHLICH, [1]) vaZi sledeéi stav.

Teorema 5.6. Neka su A i B ideali u s-prstenu S. Elementi iz S koji su distri-
butivni u odnosu na sve parove a, b, a=A, b&E B, obrazuju multiplikativau  polu-
grupu D (A, B) i 0D (A, B). Specijalno, distributivni elementi iz S obrazuju
polugrupu D (S) i 0&D(S).

Dokaz. Ako x, y=D (A, B), onda je za ac A, b&B
(x»)(a+b)=x(y (a+b))=x(ya+yb)=xya+ xyb,

j<r yac A, ybE B, te xyc D (A, B). Takode je 0(a+b)=0=0a+0b>.

Definicija 5.7. Neka su x, a, b elementi s-prstena S. Definifemo distributor
elemenata a, b za x sa
[x|a, b] = xa+xb—x(a+b).
U odeljku 2.2 odredeno je x&I° takvo da je
a(b+c)+x=ab+ac.

Na isti nadin moZemo odrediti distributor elemenata b, ¢ za a, tj. element
x=[a|b, c]=ab+ac—a(b+c), a, b, ccI".

Odredimo sada polugrupe D (A4, B) s-prst:ma I°.
Teorema 5.7. Ako su A i BC A ideali s-prstena I°, tada je

(i) D(4, B)=(I"A)UO0 za ACZ°,

(i) D(4, B)=R° za Z°CA.

Dokaz. U dokazu koristimo rezultat H. RATSCHEKa, naveden u odeljku
2.2. Neka su A(a) i B(b) ideali s-prst.na I° cdredeni redom elementima a
i b. Kako je BC A, bie g(b)=g(a). Ako je ACZ", tada je svaki element
x takav da je ¢g(x)=g(a) distributivan u odnosu na par a, b, te je D(A4, B)
=(I"\4) J0. Medutim, ako je Z°(C A, ne postoje u I\R distributivni elementi

u odnosu na svaki par a, b, a4, b< B (na primer, ako je g(a) g(b)<0)
te je D (4, B)=R".
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5.2. Kvazirefavanje linearnih jednadina u s-prstenu

0. Posmatra se s-prsten sa delimiénom involucijom i, kao kod s-grupa,
uvodi pojam kvazireSenja jednacina.

1. Neka je (S, -) polugrupa i N(-) njena podpolugrupa sa involucijom f, tj.
polugrupa (N, f). Polugrupa S(-) sa f-polugrupom (¥, f) kao podpolugrupom
moZemo nazvati polugrupom sa delimi¢nom involucijom i oznaditi sa (S, N (f)).

Posmatrajmo sada s-prsten (S, +, —, ), &ija je multiplikativna polu-
grupa (S, -) polugrupa sa delimi¢nom involucijom. Neka to bude polugrupa
(S, N(/)). Takav s-prsten moZemo nazvati s-prstenom sa delimiénom involu-
cijom i oznaliti sa (S, +, —, -, N(/)).

Preglednosti radi dajemo na jednom mestu osobine cperacija s-prstena
(S: +, —> ’N(/))

a+(b+cy=(@+b)+c, a(bc)=(ab)c,
at+tb=b+a, ab=ba,

a+0=a, l-a=a,

—(@a+b)= —a+(-b), [(@b)=(/a) (/b) (a, bEN),
—(-a)=aq [(Ja)y=a (aEN),
at+x=b+x => a=>5,

(—a)b= —(ab), (—a)(—b)—ab,

a(b+c)=ab+ac ako je a distributivan u odnosu na b, c.

Sliéno kao kod s-grupa uveSéemo pojam kvazireSenja (k-reSenja) linearnih
jednadina u s-prstenu.
Neka je, ponovo, L,(xx) linearna kombinacija elemenata x,, x,,...,
x,ES, ali sada u s-prstenu S, tj. «;, &, ..., %, ES, i
Ly(ax,a)=L,(xx)+a (acSs).
Definicija 5.8. Za dve linearne jednacine (A) i (B) kafemo da su kvaziekviva-
lentne u s-prstenu (S, +, —, -, N(/)) u sledecim slucajevima:

(i) Ako su (A) i (B) kvaziekvivalentne u smislu definicije 4.8, gde su sada
i, j, k, m, n iz S.

(i) (4:  yL,(ax,a)=L,(Bx, b),
(B) Lp (U.. X5 a)=Lq (B X, b)/Y (YEN)

Definicija 5.9. Pod kvazireSenjem sistema linearnih jednacina u s-prstenu (S, -+,
—, +» N(/)) podrazumevamo reSenje kvaziekvivalentnog sistema linearnih jednacina.

Na primer, k-reSenje jednaina a+x=»5 i ¢y=d(cEN) su redom elementi
. .. . d
x=b—-ai y=dc. (Umesto d/c pisacemo 1 7).

4

2. Odredimo k-resenje nekih jednostavnijih jednacina i sistema jednadina.
Posmatrajmo najpre jednacinu

¢)) ax+b=cx+d.
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KvazireSenje jednadine (1) dato je sa x=f:_;é7 ako je a—cE N. Zaista, iz
(1) redom dobijamo
ax—cx=d—b,

@ (a—c)x=d-b,

te je x=97t 1 a—cCN.
a—c

Posmatrajmo sada sistem jednadina

ax+by=u,
ex+dy=v.
Iz (3) dobijamo
by=u— ax,
dy=v—cx,
odakle je
“ bdy =d(u—ax)=b({v—cx).

Razlikovaéemo tri slucaja:
I. Neka bEN, tada (4) moZemo pisati kao

(5 %(u—ax)=v—cx.

Ako je % distributivan u odnosu na u i —ax, onda (5) postaje
d d
—U——ax=v-—cx,
b b

odakle dobijamo, koriste¢i prethodni rezultat, da je

d
TR d
X= ako c¢—-—a&N.
(6) " 5 9<
c——a
b

. .d .. . .
Prema tome, ako h&N i ako je 0 distributivan u odnos na u i

d d
alv——u)/la——c],
(=445 -<)
onda je k-reSenje sistema (3) dato sa (6).

II. Sliéno imamo, ako d&EN i ako je% distributivan u odnosu na v i

ole=a)leg)

onda je k-reSenje sistema (3) dato sa
b

U———v

b
, ak —— N.
ako a dce
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III. Najzad, neka b, d& N. Ako je b distributivan u odnosu na v i —cx,
a d distributivan u odnosu na u i —ax, tada (4) postaje

du — adx = by _ bex,

t.
(7 x=%=0 " ko ad—beeN.
ad—bc

Znadi, ako je b distributivan u odnosu na v i ¢(bv—du)/(ad—bc), a d distri-
butivan u odnosu na u i a(bv—du)/(ad—bc) i b, d&N, onda je k-refenje
sistema (3) element dat sa (7).

Na isti nadin bi odredili i k-reSenje y sistema (3).

Dok jedna&ina (1) uvek moZe da se k-redi, to nije slucaj sa sistemom (3).
MoZe se desiti da sistem (3) moZemo k-reiti po x, a ne mozemo po ¥, ili
obrnuto. Specijalno, ako a, b, ¢, d= R, tada sistem (3) uvek moZe da se k-resi
ako je ad—bc+#0.



6. RESAVANJE NEKIH INTERVALNIH JEDNACINA

0. U ovom odeljku pokazujemo, na primerima, da je od interesa uvesti
pojam kvazireSenja intervalnih jednadina, i odredujemo prava i k-reSenja nekih
intervalnih jednaéina.

1. Posmatrajmo sistem linearnih intervalnih jednadina
(1) i X+ A, X+ - - day, x,=b; (i=1,...,n)
u s-prstenu I°(+,—, -, N())) i odgovarajuci sistem realnih linearnih jednacina
@) Oy X1+ @iy Yot ot +y hn= P

gde XjEXj, aianij’ ﬁiebi (]= 19 ce n)'
Ako je
(s 225 oo 5 Xn)

resenje sistema (2), onda n-torku intervala

({min y;, max x;], ..., [min y,, max y,])

nazivamo ,,pravim‘‘ reSenjem sistema (1).

Pravo reSenje sistema intervainih jednadina (1) razliito je, u opStem
sludaju, od ,,algebarskog“ reSenja (tj. reSenja) sistema (1). Sistem jednacina (1)
moZe imati algebarsko reSenje a da nema pravo refenje. Na primer, jednadina
[—%, 1]x=[— 1, 2] nema pravo refenje, jer 06[—%, 1], ali ima algebar-

sko refenje x=[—1, 2] (G. ALEFELD, J. HERZBERGER, [1]). MoZe da se desi i
obrnuto, tj. da sistem (1) ima pravo reSenje a da nema algebarsko reSenje. Na
primer, jednadina x +[1, 5]=[2, 4] nema algebarsko reSenje, jer iz r(x+[1,5]) =
=r([2,4]) sleduje r(x)+2=1, §to je nemoguce, ali ima pravo reSenje x=[ — 4, 3].
(Algebarskim reSavanjem intervalnih jednaina bavio se §. BerTr ([1], [2],

[31, 41, [5]).)

2. Vidimo da se pravo reSenje i algebarsko reSenje neke intervalne jed-
nadine ne moraju poklapati. Na Zalost, ne moraju se poklopiti ni pravo i
kvazireSenje neke intervalne jednaline. Dajmo nekoliko primera.

Posmatrajmo intervalnu jednadinu

?3) ax+b=cx+d,
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gde a—c& N. Pravo reSenje jednadine (3) bice interval x =[min y, max y], gde
je x reSenje jednadine

ay+pB=yy+9, (@Ca, fED, yEe, cd, XCx).

Lako se moZe dokazati da je za a—~c&N™

0) x |90 @L d—bEN*,
| 4,—C a,—¢, |

(ii) x = d‘__lﬁ’ fiibll d—b&ENT,
L a,—¢; a,—¢; |

(i) x=|4Th A=h) Gy peze

a,—¢ a,—¢, |

Neposredno se moZe utvrditi da je svaki od izraza (i)— (iii), pod datim

. . —b
uslovima, jednak sa x=d .
a—c¢

Ako a—c&N~, mnoZenjem jednadine (3) sa —1 dobijamo prethodni
slucaj.

Na taj nadin smo dokazali da je pravo reSenje jednaline (3) jednako
njenom kvazireSenju.

Poznato je da je takode pravo reSenje sistema jednadina

ay Xyt apX,+ - a5, x,=by,
p Xy + 8y, X+ + + + + 8y X, =b,,
Apy X1+ 0y X5+ » + - +annxn=bm

gde a,cR, b;cI° (i, j=1,...,n), jednako njegovom kvazireSenju.
3. Odredimo reSenje sistema intervalnih jednadina

ax+by=u,

4
) cx+dy=v,

u nekim specijalnim slufajevima. Da bi sistem (4) imao jedinstveno pravo
reenje potrebno je i dovoljno da bude ad — fy=#0 za svako a&a, &b, yCo,
0&d, tj. da vaZi ad—bcc N. Odredimo bliZe taj uslov.

Uvedimo oznaku D =ad—bec. Da bi utvrdili kada D& N treba da odre-
dimo znak funkcionele f (D) (odeljak 2.1), jer DE N ako i samo ako je ¢t (D)>0.
Pri tome éemo Kkoristiti formule iz teoreme 2.2.

Primetimo, najpre, da D& Z° uvek kada su elementi jedne vrste ili jedne
kolone intervalne matrice

) a b

d

iz skupa Z°. Razmotrimo zatim ostale slucajeve.



Prilozi teoriji intervalnog ra¢una i njenoj primeni 49

Neka je prvo sgn(ad)= —sgn(bc), tada je r(D)=1(ad)+1t(—bc)=t(ad)
+1(bc). Ako a, b, ¢, d=N, bice t(D)=1t(a)t(d)+1()1(c)>0. Medutim, ako
a, b, ccN,adcZ° onda je t (D)=|p(a)|t(d)+1(b)1(c), te je t (D)>0 ako i samo
ako je | p(a)|t(d)+1(b) 1 (c)>0, odakle, kori¢enjem relacije ¢ (a)=q(a)|p (a)|,
dobijamo ekvivalentni uslov |pf(ad)|q(d)+]|p(bc)|q(bc)>0. Isti uslov vaZi
ako a, dcZ°, a b,c&N° i pored toga je q(d)=q(a).

U drugom slufaju, kada je sgn(ad)=sgn (bc) = sgn(D), bice t(D)=1(ad)
—|p(=bc)|=t(ad)—|p(bc)|. Odavde sleduje da je r(D)=<0 ako je bar jedan
od intervala a, d iz skupa Z°, jer je, na primer, t(D)=t(d)|p(a)|—|p(bo)]
=<0 za d&=Z° i q(d)<q(a). Prema tome posmatramo samo sludaj a, d=N,
kada je t(D)=t(a)t(d)—|p(bc)| i vaZzi t(D)>0 ako i samo ako je

| p(ad) | g (ad)>| p(be)|.

Time smo dokazali da sistem intervalnih jednadina (4) ima jedinstveno
pravo reSenje samo u slede¢im slu€ajevima:

(i) Tri od elemenata matrice (5) su istog znaka, a &etvrti je suprotnog.
Pri tome ili 1° a, b, ¢, d& N, ili 2° elementi na jednoj dijagonali matrice (5)
su iz skupa N, a bar jedan od ostalih je iz Z°, pri demu mora da vaZi

p (ad)
| p o)

4 min (g (b), 9 (<))

>0 ako a, d&N.
q (ad) =

(ii) Po dva od elemenata matrice (5) su istog znaka i elementi na jednoj
dijagonali matrice (5) su iz N, pri ¢emu mora da vaZi
1

>—— ako a, dEN.

‘ p (ad)
q (ad)

p (6o

4. Sada éemo odrediti kvazireSenje sistema (4) u sludaju (i) pod uslovom
1°. Da bi olak3ali posao, umesto sistema (4) posmatratemo sistem

(6) axX—by=t o dEN*, uvED.
cex+dy=v,

(Ovaj sistem uvek ima pravo reSenje.)
Pretpostavimo da sistem (6) ima kvazireSenje

X d
) x=X, x=%u+y, D=2arc
D b b

To je moguce ako i samo ako je interval W distributivan u odnosu na

intervale ¥ i —ax. Sa druge strane, interval e je distributivan u odnosu na

intervale v i —ax ako i samo ako je 1’ w, —ax&N i sgn(u)=sgn(—ax), ili
2" u, —axEZ°. Ova dva uslova su ekvivalentni redom slede¢im uslovima 1"’
u, xEN i sgn(W)= —sgn(X), 2" u, x&Z".

4 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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KvazireSenje (7) sistema (6) moZe da se razvije, tj. napiSe u jednom od
oblika:

’- dl dl » ]
TR St
0] x= dl s 2 ako u&N™T,
—a,+¢ Za,+c,
L bl bz -
r d2 dl ]
;—ul+v, —E—u2+v2
(i1) X= d‘ R 2 ako u&N—,
—La,+c —l‘ax"'cl
b, b,
L p
?2‘”1+v1 ’b—zuz‘*'vz
(iii) x=|——, _d'_%_ ako ucZz°.
—La,+¢ “La e
L 22 2 J

Pravo reSenje sistema (6), kao $to znamo, dobijamo odredivanjem najvece
i najmanje vrednosti funkcije
_6&+pn

(®) ad + fy ’

gde aCa, BEh, yEc, 6€d, E€u, nv, yEx. Kako funkcija (8) dostiZe svoju
najmanju i najvecu vrednost na granicama oblasti definisanosti, i to ba§ u te-
menima, to ne mogu U izrazima za miny i maxy, na primer, veliine a, i a,
istovremeno da se pojave. Isto vaZi i za krajeve ostalih intervala.

Na osnovu toga moZemo zakljuditi da kvazire$enje (iii) ne moZe biti
pravo reenje sistema (6), dok kvazireSenja (i) i (ii) to mogu biti.

Odredimo pravo reienje x sistema (6) u sluajuuEN*, vEN—, du+bvE N
Jednostavno se dobija da je pravo reSenje u ovom slusaju

x=[x(ay, by ¢y, dis uy, V), x (A by, €55 dyy Uy, V)]

Lo+ 2,
_[d,u,+b2v, d2u2+b,v2]= b, 1T T T
“lad+be,” a,d,+b.c d. ’
1% 2"1 22 %2 ';fal'l'cl Tjaz_’_cz
d d, d, d,
—b: u +vy, —b? U, + v, —b—z Uy, b_1 u, |+ vy, v,
4, d, d, d,
—b: a +c¢, b—l a,+c¢, E a,, E a, |+]c,, ¢,]
al —43 [uys ] +[vys v,) G dz][u w1+ vy v,l iu+v
bz * bl 1 #2, 1 72, [bl, b2] 1 Y2 1 72 B b
dl dz [dl’ dz] d ’
. ’ +1C a;, Ay +1¢y, —a+
[b2 bl][al a]+[c;, €] b, bz][ » @l +1ey, 6] b c

§to je istovremeno i kvazireSenje.



Prilozi teoriji intervalnog raCuna i njenoj primeni 51

Na isti nadin bismo mogli dokazati da je kvazireSenje (ii) u isto vreme i
pravo reSenje sistema (6;.

Evo i jednog primera da pravo reSenje ne mora biti i k-reSenje. Kvazi-
refenje sistema jednacina

[13 2]x_[]9 3]y=[—1’ 2]:
(2, S]x+[1, 4]y=[0, 3]

je interval x, =[—12/7, 33/7], dok je pravo reSenje x,—=[—2/3, 11/6]. Prime-
tifemo da je x,Cx;.

4%



7. BIBLIOGRAFIJA

ALEFELD G.

[1] Uber Eigenschaften und Anwendungsmiglichkeiten einer komplexen Intervallarithmetik.
ZAMM 50 (1970), 455—465.

[2] Bemerkungen zur Einschliessung der Lisung eines linearen Gleichungssytems. ZAMM 50
(1970), 33-—-35.

ALEFELD G. und J. HERZBERGER
[1] Einfiihrung in die Intervallrechnung. Ziirich 1974.
ALEFELD G., J. HERZBERGER und O. MAYER

[1] Uber neuere Gesichtspunkt beim numerischen Rechnen. Math. und naturwiss. Unterr.
24 (1971), 458—467.

ArostoLaTos N. und U. KuLiscH
[1] Grundlagen einer Maschinenintervallarithmetik. Computing 2 (1967), 89—104.

[2) Approximation der erweiterten Intervallarithmetik durch die einfache Maschineninter-
vallarithmetik. Computing 2 (1967), 181—194,

ATtivaN M. F. and 1. G. MACDONALD
[1] Introduction to Commutative Algebra (na ruskom). Moskva 1972,
Beeck H.

(11 Uber intervallanalytische Methoden bei linearen Gleichungssystemen mit Intervallkoe-
fizienten und Zusammenhiinge mit der Fehleranalysis. Diss., Univ. Miinchen, 1971.
BerTr §.

[1] The Solution of an Interval Equation. Mathematica 11 (34) (1969), 189—194.

[2] Intervalele si aritmetica lor in analiza numericd. Gazeta Matematica A 75 (1970),
309—313.

[3] Some Relations Between Interval Functions, 1. Mathematica 14 (37) (1972), 9—26.

[4] Aritmetica si analiza intervalelor. Revista de analizi numericd si teoria aproximatiei
1 (1972), 21—39.

[5] On the Generalized Sum of Intervals. Revue d’analyse numérique et de la théorie de
I’approximation 3 (1974), 11—21.

Boursakl N.
[1]1 Algébre commutative (na ruskom). Moskva 1971.
CHRIST H.

[1] Realisierung einer Maschinen-Intervallarithmetik mit beliebigen Algol-60-Compilern.
Electron. Rechenanl. 10 (1968), 217—222.

CLirrorRD A. H. and G. B. PRESTON

[1] The Algebraic Theory of Semigroups, 1—II (na ruskom). Moskva 1972.
CuroNA P. i B. TRPENOVSKI

[1] Predavanja po algebra, I1. Skopje 1973.

52



Prilozi teoriji intervalnog rafuna i njenoj primeni 53

FiscHErR H.
[1] Intervall-Arithmetiken fiir komplexe Zahlen. ZAMM 53 (1973), 190—191.
[2] Normbille in der Intervallrechnung. ZAMM 54 (1974), 217—218.

FROHLICH A.
[11 Distributively Generated Near-Rings, I. Proc. London Math. Soc. 8 (1958), 76—108.

Fucas L.
[11 Infinite Abelian Groups, I (na ruskom). Moskva 1974.

GARGANTINI 1. and P. HeNRrICI
[1] Circular Arithmetic and the Determination of Polynomial Zeros. Numer. Math. 18
(1972), 305—320.

HaAuN W.
[1] Intervallarithmetik in normierten Riumen und Algebren. Institut fiir angew. Math,
Univ. Graz, 1971.
HaNseN E.
[1] Topics in Interval Analysis. Oxford 1969.

KAPLANSKY 1.
[1] Commutative Rings. Chicago 1974.

KRACHT M. und G. SCHRODER
[1] Zar Intervallrechnung in linearen Ré&umen. Computing 11 (1973), 73—79.

Krawczyk R.
[1] Newton-Algorithmen zur Bestimmung von Nullstellen mit Fehlerschranken. Computing
4 (1969), 187—201.
KuriscH U.
[1] An Axiomatic Approach to Rounded Computations. Math. Research Center Univ.
Wisconsin, 1020, 1969.
[2] On the Concept of a Screen. 1bid. 1084, 1970.
[3]1 Rounding Invariant Structures. Ibid. 1103, 1970.
[4] Interval Arithmetic Over Completely Ordered Ringoids. Ibid. 1105, 1970.
[5]1 An Axiomatic Approach to Rounded Computation. Numer. Math. 18 (1971), 1—17.
[6] Axiomatik des Numerischen Rechnens., ZAMM 52 (1972), 211.

Kypom A. T.
[1] Obwyan arzebpa. Mocksa 1974.

LaMmBEK J.
[1]1 Lectures on Rings and Modules (na ruskom). Moskva 1971.

LiarpIN E. S.
[1] Semigroups. Providence 1974.

Mayer O.
[1] Uber Eigenschaften von Intervallprozessen. ZAMM 48 (1966), 86—87.
[2] Algebraische und metrische Strukturen in der Intervallrechnung und einige Anwendungen.
Computing 5 (1970), 144—162.
[3] Uber eine Klasse komplexer Intervallgleichungssysteme mit iterationsfihiger Gestalt.
Ibid. 6 (1970), 104—106.

[4) Uber die Bestimmung von Einschliessungsmengen fiir die Losungen linearer Gleich-
ungssysteme mit fehler-behafteten Koeffizienten. Elektron. Datenverarb. 12 (1970),
164—167.

[5] Uber intervallmdssige Iterationsverfahren bei linearen Gleichungssystemen und allgeme-
ineren Intervallssystemen. ZAMM 51 (1970), 117—124.
McMorris F. R. and M. SATYANARAYANA
[1] Categorical Semigroups. Proc. Amer. Math. Soc. 33 (1972), 271--277.



54 Z. M. Mitrovié

MiTROVIC Z. M.
[1]1 Interval Semigroups. These Publications Ne 544—Ne 576 (1976), 127—143,
Moore R. E. i
[1] Interval Analysis. New Jersey 1966.
OrTOLF H. J.
[1] Eine Verallgemeinerung der Intervallarithmetik. Ber. Ges. Math. Datenverarb. 11 (1969).
PETRICH M.

[11 Or a Class of Completely Semisimple Inverse Semigroup. Proc. Amer. Math. Soc.
24 (1970), 671—676.

PeETROVIC M.
[1] Raéunanje sa brojnim razmacima. Beograd 1969.
RATscHEK H.
[1] Uber einige Intervallarithmetische Grundbegriffe. Computing 4 (1969), 43—55.

[2]1 Uber die algebraischen Grundlagen der Intervallarithmetik. Institut fiir angew. Math.
Univ. Graz, 1970.

[31 Die biniiren Systeme der Intervallarithmetik. Computing 6 (1970), 295—308.
[4] Teilbarkeitskriterien der Intervallarithmetik. J. reine argew. Math. 252 (1970), 128—138.
[5] Die Subdistribativitit der Intervallarithmetik. ZAMM 51 (1971), 189—192.

[6] Gleichheit von Product und Formalproduct bei Intervallpolynomen. Computing 10
(1972), 245—254.

[71 Intervallarithmetik-mit Zirkel und Lineal. Elem. Math. 28 (1973), 93—96.

[8] Uber einige Wesensziige der Intervallarithmetik. Math, Phys. Semesterber. 21 (1974),
67—79.

RoOkNE J. and P. LANCASTER

[1] Complex Interval Arithmetic. Comm. ACM 14 (1971), 111—112.
SeanioL O.

[1]1 Die Distribativitiit in der Intervallarithmetik. Computing 5 (1970), 6—16.
Sunaga T.

[1] Theory of an Interval Algebra and Its Applications to Numerical Analysis. RAAG Me-
moirs 2 (1958), 29—46.

ULLRICH CH.

[1] Zur Axiomatik des numerischen Rechnens. ZAMM 53 (1973), 209—211.
WERNER J.

[1] Gr.ndlagen einer Intervallarithmetik. Institut fir angew. Math. Univ. Graz, 1968.
WIPPERMANN H. W.

[11 Realisierung einer Intervallarithmetik in einem ALGOL-60-System. Elektron. Reche-
nanl. 9 (1967), 224—233.

Young R. C.
[1] The Algebra of Many-Valued Quantities. Math. Ann. 104 (1931), 260—290.



SUMMARY

This paper contains the following chapters.
0. Introduction.

1. The first chapter does not contain new results. Here we explain the
importance of the interval calculus in short. We also give the survey of the
attained results in the interval arithmetic. Within that we yield the fundamen-
tal notions and the most essential properties of the various interval arithme-
tics, and also a new algebraic structure — the quasilinear space.

2. The first part of this chapter gives three different interval represen-
tations: The first representation by the ends of an interval, the second by
the middle and half-width and the third one by the functionals p and gq.

Then we introduce a new functional ¢ which is more convenient for
practical use than the functional ¢, and give the mutual relations between
this new functional and those known ones.

In accordance with these relations we prove two theorems which have
a big practical consideration.

In the second part we generalize one RATSCHEK’s result in connection
with the distributive law.

3. In the first part of the third chapter we study a special class of
commutative semigroups. Namely, if_E (x) and F(*) are two commutative semi-

groups such that ENF=0 and H=EF, and if we define the operation
.- in H by
axb if a b€EE or a, bCF,
a-b={ a if aCE, bEF,
b if a=F, b&E,

we get a commutative semigroup H (-). After that we interrogate some pro-
perties of the semigroup H according to properties of the semigroups E and F.

Thus, for example, the semigroup H is regular (inverse) if and only if the
semigroups E and F are regular (inverse). Particularly, if F is a commutative

band and F is an abelian group, then the semigroup H, of the class H, is
inverse.

After that we observe a semigroup L which is the direct product of any
commutative group G and the semigroup H, and yield its properties.

55
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In the second part we observe two semigroups of the class H: the mul-
tiplicative interval semigroup I°(-) and one its extension, the semigroup J°(-).

4. In this chapter we introduce a new algebraic structure, so-called near-
-group (s-group).

The first part studies the most important properties of a semigroup
with involution, and then we define a s-group like a commutative semigroup
with involution, cancellation and zero. Particularly, we discuss an aperiodic
divisible s-group and prove an important statement that an aperiodic divisible
s-group S is the direct sum of its s-subgroups W and R, where

W={x—x|x&€S} and R={x|x—x=0, x&S}.

In the second part we introduce two new notions: quasi-equivalent linear
equations and quasi-solution of a linear system.

For two linear equations (4) and (B) we say they are quasi-equivalent
in a s-group S if:

(i) (A4) and (B) are equivalent in S,
(i) (A): L,(ix, a)+L,(jx, b)=L, (kx, ¢),
B): L,(ix, @)=L, (kx, c)— L, (jx, b).
(ii)) (A): nL,(ix, a)+mL,(ix, a)= L, (jx, b),
(B): (n-+m)L,(ix, a)+na+ma=L,(jx, b),

whege L,(ix)=ix +i,Xx,+ -+ +i,x, and L,(ix, a)=L,(ix)+a, x;, x, ..., X,
acs.
< Under the quasi-solution of a linear system in a divisible s-group we
understand the solution of a quasi-equivalent linear system.

The third part gives some examples of s-groups. We show that

(I°(+), =), (N(-),/) and (J°(+), —)

are s-groups.

5. Here we also introduce a new algebraic structure — s-ring.

In the first part we define s-ring as an algebra (S, +, —, -) such that:

(i) (S(+), —) is a s-group.

(ii) (S, -) is a commutative semigroup with the identity 1.

(iii) All the distributive elements of the algebra (S, +, —, -) form
the set R.

(iv) @a0=0 for each acS.

(v) (=1)a= —a for each acS.

However, we do not study a s-ring in general, but only the s-ring

(I°, +, —, ). We compare a s-ring and an ordinary commutative ring with
identity, and find similarities and differences out.

In the second part we also introduce the notion quasi-solution and
quasi-solve particular equations. We demonstrate, for example, that the quasi-
-solution x of the linear sistem

ax+by=u,
cx+dy=v
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may have some of following three forms:

d
V——[;u . d
i X=———-, ¢——a&N,
@) d b €
c——a
b
b
=77 b
ii X=———, a——c&N,
(i) : L ec
a——=¢
d

(iif) x=®=b s been.
ad— bc

6. In this chapter we compare an (algebraic) solution, true solution and
quasi-solution of interval equations. We demonstrate, on examples, that, in
general, an algebraic and a true solution are different. However, we demon-
strate, also on examples, that a true and a quasi-solution of interval equa-

tions often coincide.
7. Finally, literature at the end of this thesis is given in alphabetical
order.
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