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PREDGOVOR

Ovo je prvi deo monografije koja se odnosi na sredine i na nejednakosti
koje stoje u vezi sa sredinama. Pisci su sebi postavili zadatak da monografija
(I i II deo) Sto potpunije obuhvati navedena pitanja i da pri tome poveze izo-
lovane rezultate i stvori od njih koherentnu celinu. Pisci su uvereni da su u
tome u znatnoj meri uspeli. Za ovo je bilo potrebno dugotrajno istraZivanje
po raznim bibliotekama u svetu, jer se sredine proucavaju jo§ od VI veka pre
nase ere.

Sakupljen je ogroman dokumentarni materijal koji je trebalo obraditi i
zatim odabrati ono §to je vredno za publikovanje. Rezultati su briZljivo i sis-
tematski praceni od njihovog otkrivanja do danas i pri tome utvrdeno je da
ima dosta svesnog ili nesvesnog ponovnog pronalaZenja odavno poznatih ¢inje-
nica, i tako su utvrdeni prioriteti mnogih rezultata. Najteze je bilo sa Elancima
iz XIX veka od kojih ogromna veéina nije referisana u Casopisu Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik, jer ovaj Casopis izlazi od 1871, a referife o
radovima objavljenim pofev od 1868. Druga teSkoca sa radovima iz XIX veka
je u tome §to su oni objavljeni u nekim od casopisa koji vie ne izlaze a mo-
gu se naéi samo u malom broju biblioteka u svetu. Osim toga mnogi ¢&lanci
su objavljeni pod naslovima koji ne nagovestavaju da je u njima re¢ o sredi-
nama.

Ova monografija je po sadrZaju i kompletnosti prva u svetu. Monografi-
ja Medie od Ginia i viSe njegovih saradnika, publikovana u Italiji 1958. i u
prevodu na ruski 1970. u SSSR, koncentrisana je na primene sredina u statis-
tici, dok je o teoriji sredina u op$tem smislu vrlo malo reéeno. Uprkos tome,
monografija Medie bila je korisna pri izradi naSe monografije.

Izgleda da ima dve vrste matematiC¢kih knjiga. S jedne strane, postoje
dela koja teZe da obuhvate predmet u svim njegovim vidovima ili bar u veéi-
ni. U takvim delima pisci se trude da navedu sve rezultate u njihovom najbo-
lje moguénom obliku, i da uz to izloZe ili potpune dokaze ili nacrte dokaza,
zajedno sa uputima gde se potpuni dokazi mogu naéi. Takve knjige, namenje-
ne onima koji se profesionalno bave &istom ili primenjenom matematikom, retke
su. Prvo takvo delo iz teorije nejednakosti, koje je unelo ne$to reda u ovo
neuredeno polje, je klasi¢no delo HARDY, LITTLEwWOOD, POLYA: Inequalities, ob-
javljeno 1934. Koliko god da je ovo znacajno delo bilo i jo§ je uvek vaZno, ono
nije sastavljeno sa ciljem da sve obuhvati: sastojalo s¢ iz onog ukupnog znanja
koje su tri matematifara prvog reda imali u oblasti u kojoj je svaki od njih
dao bitne doprinose. Ma koliko da je to zdruZeno znanje bilo §iroko, neminovno
su postojale izvesne praznine: neki vaZni rezultati, kao na primer Steffensenova
nejednakost, nisu ni pomenuti; izostavljeni su radovi izvesnih Skola matemati-
dara, a mnoge znadajne ideje nisu bile razvijene veé su se pojavile u vidu vezbi
ili primedbi na kraju pojedinih poglavija. Docnije delo BECKENBACH, BELLMAN:
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Inequalities, objavljeno 1961, popravija mnoge od tih propusta. Pa ipak ta je
knjiga daleko od toga da bi potpuno obuhvatila ovo polje bilo u dubini bilo
u obimu. Mnogo potpunije je skora$nje delo MITRINOVIC: Analytic Inequalites,
objavljeno 1970. Za ovo delo u viSe prikaza reCeno je da je skoro potpuno
obuhvatilo jedan prostrani deo teorije nejednakosti.

S druge strane, ima viSe dela iz nejednakosti namenjenih studentima ili
nematematiCarima. Ova uvode itaoca u neki poseban deo teorije nejednakosti
dajuéi mu da shvati $ta su to nejednakosti i osposobljavajuéi ga da ide dalje
ka knjigama viSeg stupnja i detaljnijeg izlaganja koje su ranije spomenute. Dok
takve knjige viSeg stupnja postoje samo na engleskom, dotle ima odli¢nih ele-
mentarnih knjiga na raznim jezicima.

Usled Sirine teorije nejednakosti i raznovrsnosti primene nijedna od gore
tri pomenute knjige ne zna¢i poslednju re¢ u svim temama koje su obradene.
Veéina nejednakosti je u zavisnosti od mnogih parametara a ono §to je najpri-
rodniji domen za te parametre nije uvek ocigledno i obiéno ne predstavlja naj-
§irt moguéni oblik u kojem nejednakost vazi. I stoga je i najbrizljiviji autor
prinuden da bira; a ono §to je izostavljeno od uslova ili obima primene jedne
nejednakosti upravo moZe biti ba§ ono §to je potrebno za neku posebnu pri-
menu. U stvari potrebna su dela koja ée iz prostrane teorije nejednakosti oda-
brati jedno priliéno ograni¢eno polje i ovo obraditi u dubinu. Dakle, potrebno
je za to polje uraditi ono S§to je, na primer, knjigom ZYGMUND: Trigonometric
Series uradeno na polju harmonijske analize. Takvi koherentni delovi ove dis-
cipline postoje, jer teoriju nejednakosti ne safinjava samo izvesna kolekcija
nepovezanih rezultata.

Kao §to je veé reCeno, predmet ove monografije je teorija sredina. To
bi bila jedna zaokruZena oblast iz nejednakosti. Sredine su osnova za teoriju
nejednakosti i za mnoge primene ove teorije na drugim poljima. Da uzmemo
samo jedan primer: osnovna nejednakost za aritmeticku i geometrijsku sredinu
moZe se na¢i gde viri, Cesto tako preruSena da se jedva moZe prepoznati, iza
nejednakosti u svakoj oblasti teorije nejednakosti. Ideja sredina Siroko je koris-
¢ena u teoriji verovatnoée, u statistici, u sumiranju redova i drugde. U ovoj
monografiji pisci su hteli da izloZe osobine sredine koje se pojavljuju u teoriji
nejednakosti onoliko potpuno koliko su to bili u stanju. Koren ovog izlaganja
moZe se na¢i u znatno skromnijem spisu MITRINOVIC i VASIC: Sredine, objavlje-
nom 1969, u kojem je dat elementaran i kratak prikaz ovog predmeta.

U ovoj monografiji biée pruZen iscrpan prikaz raznih sredina koje se jav-
ljaju u literaturi zajedno sa istorijom porekla raznih nejednakosti koje povezuju
te sredine. Takode ¢e biti dat, §to je mogu¢no kompletniji, katalog svih znacéajnih
dokaza za osnovne rezultate, posto ovi ukazuju na mnogobrojna moguéna tu-
madenja i primene. Takode, nadamo se, bi¢e izloZene sve poznate nejednakosti
koje su u vezi sa sredinama.

Ova monografija napisana je vrlo konciznim stilom, sa mnogo skracenica
$to ée moZda oteZati njeno Citanje. Data dokumentacija je kriticki izloZena,
mada je ona, u izvesnoj meri, enciklopedijskog karaktera.

Pisci se nadaju da ¢e aktivha matemati¢ka disciplina, teorija sredina, do-
biti ovom monografijom nov impuls za dalja istraZivanja kao i za dublje po-
vezivanje u koherentnu celinu mnogobrojnih rezultata do sada poznatih.

Monografija ¢ée bez sumnje biti od koristi studentima zainteresovanim i
za discipline koje se ne predaju u redovnoj nastavi. Medutim, monografija ¢e
biti izvor za teme i dokumentaciju u poslediplomskoj nastavi koja se sve viSe
razvija u nas i u svetu.
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Kako je u prirodi stvari da se &ine propusti i greSke, nadamo se da ée
Citalac koji ih zapazi obavestiti autore kako bi u eventualnim slede¢im izdanji-
ma materija bila prikazana potpunije i ta¢nije. Zelimo takode da izmedu tih
revizija odrzavamo ovo izlaganje u toku poslednjih saznanja iz ove oblasti tako
§to bi povremeni pregled novih rezultata bio objavljivan u Publikacijama Elek-
trotehni¢kog fakulteta Beogradskog Univerziteta, serija: Matematika i fizika,
ili u drugim casopisima.

U pronalaZenju i prikupljanju originalne literature potrebne za izradu ove
monografije piscima su pruZili veliku i dragocenu pomo¢ mnogobrojni matema-
tidari Sirom sveta slanjem separata svojih ¢&lanaka o sredinama, kao i mnoge
biblioteke u svetu od kojih izdvajamo sledece:

Biblioteka za matematiku Elektrotehni¢kog fakulteta u Beogradu,
Univerzitetska biblioteka ,,Svetozar Markovi¢ u Beogradu,
Gosudarstvenaja biblioteka imeni Lenina u Moskvi,

Biblioteka Matemati¢kog instituta Univerziteta u Kopznhagenu,
Biblioteka Matemati¢kog instituta Univerziteta u Stuttgartu,
Biblioteka Matemati¢kog instituta Univerziteta u Bonnu,
Biblioteka Matemati¢kog instituta Henri Poincaré u Parizu,
Biblicteka U.E.R. Math matique Univerziteta u Parizu (Paris-Orsay),
Biblioteka Ecole Normale Supéricure u Parizu,

Biblioteka Matematickog Dzpartmana Univerziteta u Vancouveru,
Biblioteka Matemati¢kog Instituta u Beogradu,

Biblioteka Matematickog fakulteta u Skoplju,

Biblioteka Matemati¢kog zavoda Univerziteta u Zagrebu.

Takode dugujemo priznanje i zahvalnost za pomo¢ u iznalaZenju izvorne
literature mnogobrojnim bibliotekarima 1 matemati¢arima u svetu od kojih po-
sebno navodimo:

Madame MARINA LissaNT (Kopenhagen), prof. C. BENEDETTI (Roma),
I. BRATI¢ (Beograd), dr L. CoMTET (Paris), W. DENNINGER (Stuttgart), prof.
D. DmiITROVSKI (Skoplje), prof. A. GHizzerTl (Roma), dr W. HEINERMAN
(Hannover), prof. S. Lazovi¢ (Ni§), V. Porovi¢ (Beograd), docent N. Rozov
(Moskva), prof. D. SiLjak (Santa Clara, USA), prof. M. SKALsKY (Carbondale,
USA), prof. R. Taton (Paris).

U vezi sa izradom ove monografije vodena je Ziva korespodencija sa
mnogobrojnim matematiarima i bibliotekarima u svetu. Na tom vaZnom i ve-
likom poslu uspe$no je saradivala NADA OBRADOVIC, korespcndent Elektrotch-
ni¢kog fakulteta u Beogradu.

Beograd i Vancouver
1. maja 1977. godine D. S. MItriNoVIC, P. S. BULLEN, P. M. Vasi¢



ORGANIZACIJA MONOGRAFIJE

Monografija je podeljena u dva dela i pojavice se u dve posebne knjige.

Prva knjiga obuhvata veé¢i deo materije koja je obradena u monografiji.

Druga knjiga sadrZade aksiomatsko zasnivanje sredina, istorijski razvoj
pojma sredine, Gaussove aritmetic¢ko-geometrijske i sa njima povezane sredine.
Bie re¢i takode o sredinama u kompleksnom podrudju, o integralnim sredina-
ma i o raznim sredinama koje nisu ufle u prvi deo monografije.

Bibliografija u prvoj knjizi odnosi se takode i na tekst u drugoj knjizi
monografije. Bibliografija u drugoj knjizi biée dopunjena novim referencima. Na
kraju druge knjige bi¢e dati indeksi pojmova i imena kao i dopuna bibliografije.

Monografija je podeljena na poglavlja, a poglavlja na odeljke. Pododeljci
nemaju svuda naslove, ali su i tada cifarskim oznakama navedeni u sadrZaju
monografije.

Prilikom pozivanja na formulu iz istog poglavija navedena je samo oz-
naka formule, npr. (22). Ukoliko je re¢ o formuli iz drugog poglavlja, naveden
je i redni broj poglavlja. Tako, na primer, formula (I1.6) oznadava formulu (6)
iz poglavlja I. Ista je stvar i prilikom pozivanja na neku od teorema ili
definicija (na primer, teorema 1.8 oznadava teoremu 8 iz poglavlja I). Kod pri-
medbi naveden je, pored broja poglavlja, i broj odeljka i pododeljka, na
primer, 11.3.3.1° oznadava primedbu 1° iz II poglavlja pododeljak 3.3.
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OZNAKE

a oznafava niz (a;, ..., a,)

;oznaéava niz (o, ..., %,)

f(a) oznadava niz (f(a),. .., f(a,)

0 oznaava niz (0,...,0)

a+b oznatava niz (a,+b,, ..., a,+b,)

ab oznaCava niz (a, b,,...,a,b,)

Q' =(Ay, o @y Qi e @) .
Ako je a=(a,, ..., a,), niz A=(4,, ..., 4,) je definisan pomocu A= > g

C oznafava Cauchyevu nejednakost =t
H oznatava Hélderovu nejednakost

M oznadava nejednakost Minkowskog

GA oznalava nejednakost izmedu geometrijske i aritmetitke sredine

N oznadava skup prirodnih brojeva

I ozna&ava interval

R oznadava skup realnih brojeva


pera
Rectangle


SKRACENICE ZA KNJIGE
KOJE SE U TEKSTU CESCE SPOMINJU

BB = BeckenBacH, E. F., R. BELLMAN: Inequalities. Berlin — Heidelberg — New York 1961,
1965, 1971 (u tekstu je pozivanje na drugo izdanje).

HLP = Harpy, G. H., J. E. LittLewoDp, G. POLYA: Inequalities. Cambridge 1934, 1952, 1959,
1964, 1967; Moskva 1948; Peking 1965 (u tekstu je pozivanje na drugo englesko iz-
danje).

M = MrriNovI¢, D. S. (in cooperation with P. M. Vasié). Analytic inequalities. Berlin —
— Heidelberg — New York 1970; Analiti¢ke nejednakosti. Beograd 1970. (u tekstu je
pozivanje na englesko izdanje).

P = Poroviciu, T.: Les fonctions convexes. Actualités Sci. Ind. No. 922. Paris 1944.
RV = RoBerTS, A. W., D. E. VARBERG: Convex functions. New York—London 1973.

S,  : Inequalities, Proceedings of a symposium held at Wright-Patterson Air Force Base,
Ohio, August 19—27, 1965. Edited by O. SmisHA. New York—London 1967.

S, = Inequalities 11, Proceedings of the second symposium on inequalities held at the United
States Air Force Academy, Colorado, August 14—22, 1967. Edited by O. SHISHA.
New York—London 1970.

S, = Inequalities 111, Proceedings of the third symposium on inequalities held at the Uni-
versity of California, Los Angeles, September 1—9, 1969. Edited by O. SmisHa. New
York—London 1970.
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Poglavlje I:

Uvod

1. PREDMET UVODA

U ovom poglavlju izloZicemo neke pojmove i rezultate koji ¢e biti
potrebni u ovoj monografiji, ali neéemo biti iscrpni. StaviSe ako je rezultat
koji se navodi lako pristupadan, uputiéemo &itaoca na literaturu, jugoslovensku
i inostranu, u kojoj se mogu pnaci dokazi i potrebni detalji.

2. NEKE OSOBINE POLINOMA

Izvesne jednostavne osobine polinoma mogu se iskoristiti da bi se izvele
neke od osnovnih nejednakosti koje ¢e biti razmatrane u ovoj monografiji.
Takode, izvesne jednostavne nejednakosti, koje se pojavljuju na viSe mesta,
mogu se jednostavno dobiti iz osobina nekih specijalnih polinoma. Ovi rezul-
tati su skupljeni na jednom mestu, radi lakSeg pozivanja na njih.

Svi polinomi koje ¢emo razmatrati su sa realnim koeficijentima. Najpre
¢emo navesti neke njihove osnovne osobine i to bez dokaza. Dokazi se mogu
na¢i u literaturi (videti na primer: Mitrinovi¢ i Pokovi¢ [1] ili Uspensky [2]).

Teorema 1. Polinom stepena n ima najvise n realnih nula.

Teorema 2. (Dekartovo pravilo). Broj pozitivnih nula polinoma jednak je broju
varijacija njegovih koeficijenata ili je za paran broj manji od broja ovih varijacija.

Teorema 3. (Rolleova teorema). Izmedu dve uzastopne realne nule polinoma p
nalazi se bar jedna nula polinoma p'.

Teorema 4. Ako je p(a) p(b)<<0, gde su a i b (a<<b) realni brojevi, polinom p
ima bar jednu nulu izmedu a i b.

Teorema 5. Ako je p polinom i ako p i p’ imaju zajednicku nulu, ta nula je
bar dvostruka nula polinoma p.

Slededi rezultat je osnova za razlidite primene (videti: Dunkel [1], Kellog [1],
Newton [1], Maclaurin [1], Sylvester [1]). Ovaj rezultat ¢emo dati u obliku u
kome je izloZzen u HLP, p. 104.

n
Teorema 6. Ako su sve nule > polinoma 3 ¢, x'y*~! realne, isti slucaj je i sa
Y i=0
svim polinomima (&iji svi koeficijenti nisu nule) koji su dobijeni parcijalnim dife-
renciranjem datog polinoma po x ili y. Dalje, ako je nula tako dobijenog polinoma
vifestrukosti k (> 1), ona je nula visestrukosti k + 1 onog polinoma od koga je di-

ferenciranjem dobijen.

1 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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Dokaz. Dobija se uzastopnom primenom teorema 1 i 3.

n n
Posledica 7. Ako je c,#0 i ako su sve nule polinoma 3 ¢;x'=73 ('_’)dix’ re-
i=0 i=o\!

m
alne, isti je slucaj i sa nulama polinoma ("f)dkﬂ.x" O<m=z=k+m=n).
i=o\ !
n

Dokaz. Neka je f(x,y)= % (?)dix"y”‘i. Kako je d,0, 2 nije koren jedna-
. i=0 X
gine f(x, y)=0 pa, prema teoremi 6, nije vifestruki koren nijedne od izvodnih
jednadina. Stoga nema dva uzastopna koeficijenta d; takva da se dj i d;,;
anuliraju.
on—mf
,)xk()yn—k—m
konstantu, Ovaj poslednji izraz, na osnovu prethodne primedbe, nema sve
svoje koeficijente jednake nuli. Stoga je ovaj rezultat posledica teoreme 6.

m
se razlikuje od Z(m)dk L X'ym-i samo za multiplikativou
i—o\!

Posledica 8. Ako je c,#0 i ako su sve nule polinoma Zcixizz('_l)dixi
i=0 i=0 V7!
realne, tada je, za 1<k=n-—1,
(D dlzdc_diyys
(2) kP> Cr_y Cry -
Nejednakost (1) je stroga osim ako su sve nule jednake.

Dokaz. Na osnovu posledice 7 sve nule jednadine d;_,+2dx+d, x*=0
(1=k=n-—1) su realne, odakle se dobija skup nejednakosti (1). Iz definicije
d, (0 =k =n) neposredno imamo

(k+1)(n—k+1)
Gl — ke  Chi1 > Chy Choay s
k k(n—k) k—1%k+1 k—1 Yk+1

Ako je dl=d,_,d,,, za svako k, kvadratna jednalina ima dvostruku
nulu pa, prema teoremi 6, polazna jednadina ima nulu reda n.

Kao primere posmatrajmo neke polinome koji ¢e kasnije biti koriSceni.
(a) Neka je p(x)=x""1—(n+1)x+n. Tada je x=1 jedina pozitivna nula
polinoma p. Ovo sleduje iz Dekartovog pravila o znacima i Cinjenice da je
x=1 dvostruka nula. Na osnovu toga imamo nejednakost

3) xtlz(m4 Dx—n (x=0),

sa jednako3¢u ako i samo ako je x=1.

(b) Na sli¢an nalin, polaze¢i od polinoma g(x)=(x+n—1)"—n"x, dolazimo
do nejednakosti

4) (x+n—1D"z=n"x (x=0),

sa jednako$¢u ako i samo ako je x=1.

(c) Nejednakost (4) moZe se interpretirati i na slede¢i nacin: Stavljajuci

1 .
a=—, za x=0 imamo
n

5) x—l<a(x—1),

sa jednakos§¢u ako i samo ako je x=1.



3. Neke elementarne nejednakosti 3

Nejednakost (5), medutim, vazi za svako a (0<<a<1). O ovome videti:
M, p. 34. Ako je a>1 ili a<<0, vaZi suprotna nejednakost.
(d) Moguéno je dobiti preciznije nejednakosti. Tako, na primer, za 0<a<1
i x>1 imamo

6 La-a¥Dox 1
2 x?

Iz (6) nije tesko izvesti da je
(7) (1+y)*=1+ay+0(3* kada y—0,
(8) (1+0(@))Va=1+0 (a) kada a—>0

(primetimo da za x>0 imamo x?=1+0 (a@) kada a—0).

3. NEKE ELEMENTARNE NEJEDNAKOSTI
U ovom odeljku navei¢emo jo$ neke nejednakosti koje ¢e kasnije biti ko-
riSéene a koje se ne mogu dobiti iz osobina polinoma.

3.1. Bernoullieva nejednakost. Nejednakost iz sledeCe teoreme naziva se Bernoul-
lieva nejednakost.

Teorema 9. Ako je x> —1 i 0<a<1, tada je
©)] (I+x)=1+ax.

Ako je a<<0 ili a>1 vaZi suprotna nejednakost. U svim slucajevima jed-
nakost vaZi ako i samo ako je x=0.

Dokaz. Videti, na primer, M, p. 34.

PriMEDBA: 1° Drugi dokaz bi¢e dat u II. 2.4.
2° Primetimo da je (9) ekvivalentno sa (5).

3.2, Ako je x+#e, vaii
(10) e*>x¢,

Dokaz. Kriva y=logx je konkavna i za tangentu u ta&ki (e, 1) ima pravu
y=x/e. Prema tome, vaZi nejednakost

(1) I>logx (xze),
[-4

koja je ekvivalentna sa (10).
3.3. Ako je x>0, imamo
(12) logx=x—1

sa jednakoSéu ako i samo ako je x=1.

Dokaz. Ovo sleduje iz logx= f d—:§x— 1.
1
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3.4. Ako je x#£0, vaii
(13) e&>1+x.

Dokaz. Funkcija f definisana sa f(x)=e*—1—x ima u tatki x=0 jedinstveni
minimum.
3.5. Slede¢u nejednakost dokazali su Tettamanti, Sarkény, Kralik, Stomfai [1].
Ako je x> —1, tada je

2|xl | x]

14 .
(14 e

<|log(l+x)|<

Dokaz. Stavimo f(x)—log(1+x)— ——. Tada je f(0)=01i f'(x)=0. Ako je
+

- *
A+xyz’
tada je g(0)=0 1 g’ (x)=0. Ove osobine f i g impliciraju nejednakosti (14).

(15) g(x)=log (1 +x)—

4. NEKE OSOBINE NIZOVA
4.1. Konveksni nizovi i nizovi ograniCene varijacije. Neka je a niz. Defini§imo
niz A¥q (k=1, 2, ...) pomoéu rekurentnih relacija

Al an:Aanzan—anH (nz L, 2,..;

Akg,=AAF1q) (n=1,2,...; k=2,3,...).

Lako se proverava da je
(16)  Aka ? (—1)’( ) @i
i da je, za 1<j§k

T fivk—j—2
a7 va- 3 (510 v,

pri demu se uzima da je (n“’:z) jednako 1 ako je p=0, n=11ida je 0 za
p._.

p=0, n=2, 3, .... Ova konvencija biée kori§éena u celom odeljku.

Definicija 10. (a) Niz a je k-konveksan ili konveksan reda k (k=1) ako je

niz A% a nenegativan.

(b) Niz a je ogranicene k-varijacije ako je
Z ( ke z)iAkai{< + 0.

PriMeDpBA: 1° Konveksnost reda 1 znali da je a rastuéi niz. Ograniena 1-varijacija znaéi da
+ o
je 2> |Agi|< + .

i=1
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2° Jednostavna osobina apsolutno konvergentnih redova moZe se prikazati ovako: a je ogra-
ni¢ene 1-varijacije ako i samo ako je razlika dva 1-konveksna niza. Glavni rezultat ovog
odeljka, teorema 12, je generalizacija ovog jednostavnog rezultata. Ova generalizacija potice
od Dawsona [1].

Najpre ¢emo dokazati sledecu lemu:

Lema 11. Ako je a ogranien i k-konveksan niz (ogranidene k-varijacije, k=2),
tada:

(a) a je p-konveksan (ogranidene p-varijacije) (1=p=<k—1);
(b) lim (”“:"I)Afaﬁo (I<j<k—1)

p—>+w J

g (p+j_2)Af'a =a,— lim a, (1=<j<k)
(C) p=1 j—1 ? ! n—>+o " ==

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je k=2 i da je a 2-konveksan niz.
Tada je Aa, (n=1, 2,...) opadajuéi niz, pa stoga lim Ag, postoji.

n—+4 oo
Kako je a ogranieno, ova granica mora da je nula, te je Ag,z0 (n=1,2,...);
na ovaj nadin dokazali smo (a) u ovom slucaju. Primetimo da je

n—

(18) = ZAa ZpAZa +nla,,

p=1

pa suma na levoj strani konvergira i lim a, postoji i nenegativan je. Ako bi
n— 4

ova graniéna vrednost bila pozitivna, niz @ ne bi mogao da bude ograniden.
Stoga je lim nAa,=0 i

n— 4o .
+ + 00
(19) ZAa— ZpAza =a,— lim a,.

n— +oo

Na ovaj nadin zavrSen je dokaz u ovom sludaju.
Pretpostavimo sada da je a4 niz ogranifene 2-varijacije. Prema (18) niz
nAa, (n=1, 2,...) je ograniten. Dalje, kako je
+ o0

+ o0
z A, < > p|A%a,|+n|Aaq,]
r=1 r=1

+ o
red > [Aa,| konvergira, Sto dokazuje (a), pa stoga lim a, postoji. Neka je
1

n— + oo

p:
vrednost ove granice o i pretpostavimo da je «0. Tada postoji #, takvo da je

+ o A + o A +oo
_;c_z ap+1 = S plAag, 1—*@~*—1:Zp2A2ap<+oo.
p=n P p=ng p=ny
. Ry A
Kakojetada > |1 — =%+« 4 o, proizvod H "%+ apsolutno konver-
ap p—ny, S

p=ny
gira ka nekom broju razli€itom od nule. Ovo je u kontradikciji sa konvergen-

cijom reda 2 |Aa,|, pa je stoga a=0. Rezultat u ovom slutaju sleduje iz (18).
r=1

(i) Pretpostavimo sada da je k>2 i da je a k-konveksan niz,
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Kako je Akg, —AZ(A" 2a)z0 (n=1, ..), niz A¥?g, (n=1, 2,..))
je 2-konveksan i ogranien. Stoga na osnovu (i) imamo da je Ak-2qg,
(n=1, 2,...) l-konveksan, ili ekvivalentno, & je (k— 1)-konveksan. Stoga (a)
sleduje indukcijom.

Posebno, tada je niz a 2-konveksan i stoga na osnovu (i) dobijamo (b)
i(c)zaj=11ij=1, 2 respektivno. Pretpostavimo da je 1<j,<k i da (c) vazi
za takvu vrednost j=j,. Kako je

2 p+jo_2 . nl P+jo_1 . n+j0"‘1 N
0 3 ana, S (P a0 g,
(20) ,,gl Jo—1 ’ ,Zl Ty ot o @n

1P +i—1

pretpostavka da (c) vaZi za j=j, povladi da je red >, ( ; )Afo a, konver-
p=1 0

. n+1
gentan i da lim ( ; )Afoa postoji. Pretpostavimo da je ova grani¢na

n——+ oo

vrednost jednaka oc(oc>0) Neka je a#0. Kako je

. AN .
(" )Afoa,,=(z(”+.’ ))Afoangn(”“. )Afoa,,,

Jo p=1 Jo—1 i

zakljuéujemo da postoji prirodan broj n, takav da n>n, implicira

iéi(n-'_‘lo_l)Ajoa g(’H_JO )Ajoa
2n n ] A

Jo
+ oo .
. . N e .. P+]0—2 A v .
ali ovo je u kontradikciji sa konvergencijom reda >0 ANoa,, 3to je
p=1 10_1 P

implicirano iskazom (c) u slu¢aju j=j,. Stoga je «a=0, $to znaci da (b) vaZi za
Jj=J, 1 prema tome iz (20) i (c) za j=j, dobijamo

+o j — . Rilng jo— . .
(21) > (p+{0 1) Aotlg, =% (pj,LJ° 2) Al g,—g,— lim a,.
r=1 Jo p=1 ]0—1 n—-4 oo
Odavde sleduje da (c) vaZi kada je j=j,+ 1. Ovim je zavr§en dokaz.

Neka je sada a niz ogranidene k-varijacije. Pretpostavimo da nijedan pod-
n+k—2

k—1
prirodan broj n, i «>0, tako da je

S

p=ny

niz niza ( )Ak"lan (n=1, 2,...) ne konvergira ka nuli. Tada postoji

-1
”1'+1
T Ak-ig,

Ak—lap+1
k—1
Ak=1gq,

«3 i

p=ny

1 —

B z (p+k )\Ak p|<+°°

p=ng

Teorema 12. Neka je a ogranicen niz. Tada je on ograniCene k-varijacije ako i
samo ako je razlika dva k-konveksna niza.

Dokaz. Sludaj k=1 je dobro poznat (videti primedbu 2°), pa éemo stoga pret-
postaviti da je k= 2.
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(i) Neka je a=b—c, gde su b ic k-konveksni. Tada je na osnovu leme 11 (¢):
+ oo + o
p+k—2 p+k—2 p+k—-2
k k k
El( e A a,,)gp;( ) Jak, §1< N P CP
pa je a ograniene k-varijacije.

(ii) Pretpostavimo sada da je a ograniCene k-varijacije. Tada na osnovu leme
11(c) zakljuéujemo da lim g, postoji. Neka je njegova vrednost jednaka a.

n—-+ o

‘i . T prk-2y
Jednostavno uopstenje leme 11 (c) pokazuje da Jelzl( k1 )A a4 p=a,, —a.
.. p+k—2
Ako definisemo b, ., Z ( —1 ) a,,, n=0,1,2,...), imamo

p=1

X prk—2 2 prk—2
bn=zl< k—1 )Ak a, . n— 1_2( k—1 )Akap+

p=1

)A"a =0,

p+tn—1=

i oligledna indukcija daje

=20 (1=jgkh),

P+n 1=

. :
. p+k—j—2
wo,= 3 (7000

p=1

Jata
tako da je b k-konveksan niz. Stavimo sada ¢,,,=b,,,—a,,,. Tada za 1<j<k
primenom (17) dobijamo
ANec,=Aib,—Aa,
p+k —j—2 2 p+k—j—2
:pgl( k— )lA +n—1| pgl( k——j )A ap+n 1—0

¢ime je dokazana teorema.
4.2. Logaritamski konveksni nizovi. Dajmo prvo definiciju konvolucije dva niza.

Definicija 13. Ako su data dva niza a i b, tada se niz c=a* b definisan sa

n

(22)  ¢,= 2 ab,_, (n=0,1,2,..)),
0

r=

ili proizvodom formalnih redova
+ o0 + o0 + oo
ey Sew=(3ax)(3aw),
r=0 r=0 r=0
naziva konvolucija nizova a i b.

Definicija 14. (a) Pozitivan niz ¢ naziva se a-logaritamski konveksan (o = 0) ako je

(24) psttrlatl, e (=1,2,..).

oa+n n
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Ako je a=1, reéi cemo samo logaritamski konveksan. Ako o— -+ oo, uslov

. n+1 . I .
(24) svodi se na cr<<——c,y €, (. U tom sluéaju reéi éemo da se radi o sla-
n

boj logaritamskoj konveksnosti.

(b) Ako u (24) vaZi suprotna nejednakost, reci éemo da je niz ¢ a-logaritamski
konkavan, ili u slucaju a=1 da je samo logaritamski konkavan. Medutim, ako
je a= + o, rei cemo da se radi o jakoj logaritamskoj konkavnosti.

PriMEDBA: 1° U sluaju a-logaritamske konveksnosti smanjivanje o pooStrava uslove koje mora
da zadovoljava ¢. U sluCaju a-logaritamske konkavnosti povetavanje « pooStrava uslove za c.
2° Niz d definisan sa

@) ""Z(—l)"(_“);—w,”ﬂ
n n.

je o'-logaritamski konveksan za svako «'=a. Ovaj niz je «’-logaritamski konkavan za svako
+ oo

1
o’ <a. Niz je generiran pomodu (1 —x)—x= Z dyxt. Niz c,=— (n=1,2,...) je 0-logaritam-
r=0 n

. ) 1,
ski konkavan i «-logaritamski konveksan (x>=0). Niz Cp=—-le slabo logaritamski konveksan
n!
i a-logaritamski konkavan za svako a<C + 0.
3° Korisno je primetiti da je niz ¢ a-logaritamski konveksan (konkavan) ako i samo ako

je niz d logaritamski konveksan (konkavan), gde je, za n=0,1,2,...,

¢
enzdl O<a< + ), e,=nc, (x=0), e,=nlc, (x=+ o)
n

i, d,d,, ..) jeniz d definisan u (25).

4° U sluéaju logaritamske konveksnosti (24) postaje
(26) S Cpyi Cney (n=1,2,..,

§to je, u slucaju pozitivnih nizova, ekvivalentno sa
Cris Cs

— (rys=1,2,...

Cres+1  Cs—1

27

IA

u slu€aju logaritamske konveksnosti u (26) i (27) vaZe suprotne nejednakosti.

Rezultati koje ¢emo izlozZiti pokazuju da su osobine logaritamske konvek-
snosti nizova takode osobine njihove konvolucije. Svi ovi rezultati nisu potrebni
u daljem tekstu, ali su zbog kompletnosti navedeni.

Teorema 15. (a) Ako su a i b pozitivni slabo logaritamski konveksni nizovi,
takva je i njihova konvolucija a *b.
(b) Ako su a i b pozitivni strogo logaritamski konkavni nizovi, takva je i njihova
konvolucija a+b.

Primenjujuéi primedbu 3°, teoremu 15 moZemo preformulisati na sledecu
ekvivalentnu formu:

Teorema 16. Ako su a i b pozitivni logaritamski konveksni (konkavni) nizovi,
takav je i niz ¢, gde je

28) =3 (:l)a,bn_, (n=0,1,2,..).

r=90
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Dokaz. (a) Logaritamski konveksan sludaj (Davenport i Polya [1]). Dokaz ne-
jednakosti (26) sprovodi se indukcijom po n. Za n=1 jednostavna izratunavanja
daju, na osnovu logaritamske konveksnosti nizova a i b,

cpc,—cr=al (byb,~b?) +b?(a,a,-a?)=0.

Pretpostavimo da (26) vaziza 1 <n<k- 1. Kako je (k ) = (k—l) + (k_l) ,

r r r—1
. ’ 1’ . ! o e I . .
imamo ¢, =ci_1+Ccx—1, gde je ci—~; definisano pomodéu (28), primenom nizova
. . ' . ’ .
(a;, ay, ...) 1 (by, b, ...), dok je cx_; definisano pomocéu (28) primenom
nizova (q,, a,, ...) i (b, b,, ...). Tada je, na osnovu induktivne hipoteze i

nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeti¢ke sredine,
2 ’ 17 2 ’ 2 rr 2 ’ rr
e =(er_i+eh-1) =ch i’ +Cht +2¢k_1Ch1

’ 12
< Cr_2 Ch+ Ch—2Ck +2(Ck 2k G 2Ck)

’ 12 rr ’

(Ck 2Ck+ Cr2Ck +Ck 2Ck +Ckck 2

=Cr Ckay-

(b) Logaritamski konkavan slucaj (Whiteley [3]). Definicija (28) moZe se
predstaviti i na slede¢i nafin

n—1

n—1
c, = Z ( r )(ar+1bn—r+1+arbn—r)'

r=0

Stoga je

ci=errn= (2 (D)ase) (2 () @ brrer vty
(3 (1) @aibrrab, ) (g (" )aburs)= 4+

r=0

gde je 4 jednako izrazu

—1
Z (bobr+s+1 _br+sbs—l)(( ! ) <” ) tl”‘,ﬁﬁlan_s

n+1=r+s r+s—1 s—1

r=z1,s=1
n n—1
_(S—l (I‘+S—1 Ay s+19n—r—s |-

Sabirak B jednak je sabirku A, gde su @ i b izmenjali mesta. Kako je b loga-
ritamski konkavno, na osnovu suprotne nejednakosti od (27) zakljuujemo da
je izraz u prvoj zagradi u A4 nenegativan. Dalje, kako je

A ) o ) e £
r+s—1/\s—1 s—1/\r+s—1
izraz u drugoj zagradi u 4 premaSuje sledefu vrednost
n n—1
( ) ( ) (anfr-s+1 ay_— an—:+1an—r—s)’
s—1/\r+s—1

koja je, na osnovu logaritamske konkavnosti niza @ i nejednakosti (27), nene-
gativna. Sliéno se dokazuje da je B nenegativno, Cime je dokaz zavr$en.
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PrIMEDBA: 5° Nije tesko zakljuditi da se jednakost u (2) za ¢ pojavljuje ako i samo ako se
jednakost pojavljuje u (26) za a i b.
Kako su niz ¢ i niz d, koji je definisan sa
d,=c,x" (n=0,1,...; x>0),

logaritamski konveksni (konkavni) istovremeno, moZemo neposredno izvesti sledecu generalizaciju:

Posledica 17. Ako su a i b logaritamski konveksni (konkavni) nizovi, tada je,
za svako x, y>0, niz ¢(x, y) iste prirode, gde je

n

) elw =2 (")ab ey @m=0,1,..).

r=0
Teorema 18. (a) Ako su a i b pozitivni lcgaritamski konkavni nizovi, takva je
i njihova konvolucija a * b.
(b) Ako je «a>0, >0, a+B=1 i ako je a o-logaritamski konveksan po-
zitivan niz i b pozitivan {-logaritamski konveksan niz, tada je konvolucija
a x b logaritamski konveksan niz.

Dokaz. (a) (Menon [4]). Ako je c=axb, tada je

n 2 n—1 n+1
2 —
Ch" —Cp_1Cpy = ( ZO arbn—r> - ( zo a, bn—r—l) ( Z arbn——r+l>
r= r=

r=0

(S ) (3 ) (3 0 (B e

r=0 —

r= / =
n—1

n
+ anbo kzo akbn—k — Ay bo ZO akbn—k—-l

gde je
1

A= kzl arak(bn—-rbn—k—bn—r_lbn—k+1)s

r

B
|

Il
- O

n—

B= ‘0arao(bn—rbn_bn—r—lbn+1)’
n n—1

C=(l”b0 z akb,,_k—an+1b0 Z akbn—-k—l
k=0 T T k=0

n—1
=a,b,a,b,+ b, (kzo by v (@ ap, — a,,+1ak)) .

Kako su a i b logaritamski konkavni nizovi, na osnovu suprotne nejed-
nakosti od (27), zaklju€ujemo da su B i C nenegativni.

Ako ¢lanove koji se pojavljuju u zbiru koji definiSe 4 oznadimo sa d, ,,
tada je d, ,,,=0, pa kombinujuéi ¢lanove d,_, , i d;_, ,, dobijamo

A= Z] (dr—l, k+dk—-l, r)

n
= g ) (arak_1 _ar_lak) (bn—rbn—k+1 - bn-—r+1bn—k)’
r k=
r<k-+1
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§to je, na osnovu suprotne nejednakosti od (27), nenegativno. Ovim je zavr-
§en dokaz.

(b) (Davenport i Polya [1]). Ako je ¢=ax b, koriste¢i oznake (25), dobijamo

(30) Cp = z a, bn—r= z arﬁn—ra:‘b:t—r,
=0 4]

r=

gde su, prema primedbi 3° nizovi @' i b logaritamski konveksni. Jednostavnim
izraGunavanjima iz (25) dobijamo

1
(Zan—-rz(:l) LeinT@tn—r) =(II) 1 —)ft°!+'—1(l —t)a+n—r—ldt,
0

n!T'() I'(B) m/ T T @

gde je I' gama-funkcija.
Zamenjujuéi ovo u (30) i koriste¢i oznake (29), imamo

1
1 : ’
¢, =———— | 211 —)f~-1¢c, (t, 1 —p)dt
g “"‘)”‘“’oj (1=1ftey(t, 1-1)

1
1 _ _ ’ ’ 1/2
<—— [ 1A= cp1 (8, 1 =D Cppr (8, 1 —¢ dt
I‘(a)I‘(B)Of (1=081(cno1 ( ) Cnia( )

IA

1
1 ’ 1/2
(1 —8)F e, (2, 1 —t dt)
(m)P(B)of (=1 1 )

1
1 ' 12
— JEra e, (1, 1— - U2
8 (I‘(a)I‘(B)Of (=0 e t)dt) (€16 s1)

gde su primenjene posledica 17 i integralna forma nejednakosti H koja e kasnije
biti dokazana.

PriMeDBE: 6° U delu (a) ove teoreme nejednakosti (26) za ¢ uvek su striktne jer je &lan C
uvek pozitivan.

7° U drugom delu nejednakosti (26) za ¢ postaju jednakosti ako i samo ako u nejedna-
kostima (24) za a i b vaZi jednakost. i

Neka su Zi—é dva niza definisana sa (25). Tada je Z*E=Z+§, Sto
sleduje iz primedbe 2°. Ako je ;+§> 1, konvolucija nije logaritamski konveksna
veé je samo o logaritamski konveksno (Z’ g:—r—ﬁ).

Neka je a, _1 , by=1 (n=1, 2, ...). Tada je a O-logaritamski konveksno,
n

n
b je logaritamski konveksno (primedba 6°) ali axb=¢c, gde je c,= > i, nije
r=1

logaritamski konveksno.

4.3. Jedna relacija poretka kod mizova. Sada ¢emo razmatrati jedan vrlo koristan
pojam poretka.
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Definicija 19. Kvadratna matrica S = |!s;||,., naziva se dvostruko stohasticna ako je

31

i

b
)
Il
IA
~
IIA
S
M B
&
[i
A
(A
3

— —
Definicija 20. Jedna n-torka B naziva se sredina n-torke o ako postoji nenega-
tivna dvostruko stohasticna matrica S takva da je B=So.

— — —_ =
PriMeDBE: 1° Tvrdenje da je B sredina niza « je nezavisno od poretka elemenata u nizovima o i f.

2° Definicija 20 je ekvivalentna tvrdenju da je svaki element niza Eteiinska aritmeti¢ka
sredina (sa moguéno$éu raznih teZina) elemenata: (videti definiciju IL.3).

3° Relacija definisana iskazom ,,—5 je sredina od :“ je tranzitivna. Dalje, Ebje sredina od
ot_)i ;je sredina od Eako i samo ako je Zpermutacija od E

4° Pretpostavimo da je E= @(‘), E@)), %= (;)(1), :(2)), gde je E)(‘): Bys - vs Buds Ezz)=({3m+1,
..., By 1 sliéno za FORINOY Tada, ako je E(‘) sredina od 2l E(Z) sredina od :(2), tada je
F sredina od @ Do ovog neposredno dolazimo jer ako je Et‘):slg(l) i E(Z)=S2_o:‘2), tada je

— — S 0
B-Sa, gde je S—|| ' .
0 S,

Definicija 21. (a) Neka su « iE dve opadajuce n-torke. Za n-torku E kaZemo

— — —
da je majorizovana n-torkom o, u oznaci <<« ako je

(32) Bi=

[N\
I'N =
R

i
i

(33) % (Isk=n).

1

=

It
IVE

]
— . . —> — —
(b) U opstem slucaju B je majorizovana sa «, tj. 3 < a, ako posle preuredenja
u opadajucem poretku n-torke zadovoljavaju (32) i (33).
PriMEDBE: 5° Relacija << je jedna relacija poretka u skupu opadaju¢ih n-torki.
6° Ako je (?<<7 ili ako je Esredina od 7;, isto vaZi i za n-torke dobijene dodavanjem
iste konstante svim ¢lanovima.

Teorema 22. Neka su o« i B dve n-torke. Tada je B sredina od « ako i samo
ako je p<<o.
Dokaz. Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da su o i § opadajuce

n-torke.
(i) Pretpostavimo najpre da za neku dvostruko stohastiCku matricu S vaZzi

B=Sa, tj. da je

(34) B = is,““-_, (l=i<n).
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k
Ako je R = > sy (1=k<n), iz (34) dobijamo
i=1

Ako je k=n, tada iz (31) nalazimo #®=1 (1<j<n) i stoga se (35)
svodi na (32). Preostaje jo§ da se izvede (33).
Ako je 1=<k<n, tada (31) daje 0<¢tP <1 (I1<j<n) i

kY
10 =k.

(36)

VL

J

Stoga je, na osnovu (36),
k k k n
Z &% — Z Bi= Z (o, — o) -+ Z 1,9 (o — ) 2 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Ovo je upravo (33) i time je dokazano da je E<;

(ii)) Pretpostavimo sada da je §<§, tj. da vaze (32) i (33). Na osnovu pri-
medbe 6° moZemo, bez smanjenja opStosti, zameniti (32) sa

Bi:.i “i:()'

i=1

(37)

it

i

Kako je rezultat trivijalan za %= 0, moZemo pretpostaviti da je
(38) o, >0>a,.

Dokaz se moZe izvesti indukcijom. Ako je n=2, uvedene pretpostavke
daju 0<8,=a;, B,= —B,, x,= —«, pa se odredivanje jednog § takvog da je

— — 1—
B=Sa,S:H

s 5
s l—s’ svodi na nalaZenje jednog s (0<s<1) takvog da je
B,=(-25)a,, $to je zadovoljeno za neko s takvo da je 0§s§%.

Pretpostavimo sada da je teorema tac¢na za prirodne brojeve manje od n.
Tada su ili sve nejednakosti (32) striktne, ili za neko m (1 <m < n) vaZi jednakost.

Ako pretpostavimo da su poslednje pretpostavke tacne, tada (32) i (33)
impliciraju da je a=(aV, a®), B=(BV, BP) (videti oznake u primedbi 4°) i
E?l)<;(1), B a®. Prema tome, na osnovu induktivne pretpostavke le) je
sredina od o i B? je sredina od PE) Stoga, na osnovu primedbe 2°, E je

sredina od o.
Sada dolazimo do teZeg sludaja kada su sve nejednakosti (32) striktne.

Polaze¢i od ;, konstruisaéemo ? sa slede¢im osobinama:
(a) '7<;, (b) §<?, (c) «Tje sredina od a.

Dalje, moZemo izabrati ? tako da

(d) sve nejednakosti (32) primenjene na f3 i T{’ nisu striktne ili
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(e) -? sadrZi viSe nula-elemenata nego 2.
Ako slucéaj (d) vazi, iz (b) i gornjih obrazloZenja sleduje da je E sredina

od ? i stoga na osnovu primedbe 3° i (c), E je sredina od «

Ako slu¢aj (e) vazi, postupak se ponavlja, Sto je moguéno na osnovu iste
primedbe 3° i primedbe 5°, sve dok ne dobijemo da vaZi (d) ili dok ne dobi-
jemo n-torku 0. U oba slucaja dokaz je zavren.

-~
Preostaje da se konstruiSe niz y. Neka je o, najmanje pozitivno «; i «,
—
najveée negativno «; i definiSimo y sa
Yp=%p—8 Yo= %1€, Yi= % @i#p, 9),

gde je 0=e=<min(«, —«,). OCigledno r{)zadovoljava (a) i za pogodno izabrano e,
(b), (d) ili (e) vaze. Da bismo konstatovali da vaZi (c), izaberimo S=|[s;|/, gde je

€

sii=1(17ép9 q)’ spp':l_a s qu=1_sppa Sqqzspp’
p—%q
. o

Spq="Sqp> 5;=0 (u ostalim slufajevima),

tada je odigledno S nenegativna dvostruko-stohasti¢ka matrica i ?{):Scx. Ovim
je zavrSen dokaz teoreme 22.

PRrIMEDBA: 7° Razmatranjem gornjeg dokaza moZemo zakljuditi da je u definiciji 20 uvek mo-
guéno izabrati dvostruku stohasticku matricu S=||s;|| takvu da je

39) sy=1 (#p, @), Spp=5Sqq=2 (O=ZAZ1),
Spg=sgp=1—%  s;=0 (u ostalim slu€ajevima).

Jedna interesantna primena pojma poretka je:

Teorema 23. Neka su a i b dve n-torke sa elementima iz nekog intervala 1. Tada je

Zl f (a,.)g_; f®)
za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f:1— R ako i samo ako je a<b.

PriMeDBA: 8° Za dokaz ove teoreme Citaoci se upucuju na HLP, pp. 88—91, M, pp. 162—170
i BB, pp. 30—32, gde se takode mogu naéi druge reference. O pojmu konveksnosti videti
odeljak 5.

Jednu drugu primenu dao je Kong-Ming Chong [1]:

n ’

Lema 24. Ako je a pozitivna n-torka, a’ jedno preuredenje od a, tada je 2, ﬁg n.

i=1 a;
Dokaz. MoZemo pretpostaviti, bez smanjenja opstosti, da je ¢, = .- - =a,. Ako
je tada i<j i a;<aq;
R B 1
a a4 a a;
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Teorema 25. Neka su a i b nenegativne n-torke. Tada, ako je a<<b, vafi

b,

1

Ipags
Tpags

a,=

I I

sa jednakoséu ako i samo ako je a preuredenje od b.

Dokaz. Pretpostavimo da je >0, jer u drugom slu¢aju nema $ta da se doka-
zuje. Dalje, primenom teoreme 22 i primedbe 7° moZemo pretpostaviti da je
a=1b+(1-1) b, gde je b’ neko preuredenje od b. Tada je

" 4 n b{ n blb:
H%:H(x+<1—x)7')=2 O
i=1 Y i 0

i =1 k= 1<ij<---<igzn biy ++« big

= x"—k(l—x)k(:)= 1,
k=0
gde je primenjena lema 24. Slucaj jednakosti se neposredno dobija.

PriMEDBE: 9° Kako je
x X X X x
(1+—, 1+—,..., 1+—)<(1+—,... y 1+4——, 1),
n n n 1 n—1

iz teoreme 25 sleduje

x n-1 x\n
(1+A~> §(1+—)
n—1 n

i odatle indukcijom zakljuCujemo da za m=n vazi

o2l

sa jednako$¢u ako i samo ako je m=n ili x=0.
10° Takode je oligledno da, ako je ¢;>0 ili 0>a;>—1 (1=<i<n), tada vaZi

n
(1+a,,...,1+a,,)<(1+z a, 1, ..., 1),

i=1

pa na osnovu teoreme 25 imamo sledeéi, dobro poznati, rezultat (HLP, p. 60; M, p. 210)

13 n
1+ > a=<[] d+a.
i=1 i=1

5. KONVEKSNE FUNKCIJE

Pojam konveksnosti je od velike vaZnosti za teoriju sredina. Ovaj pojam
je medutim, detaljno obradivan u viSe knjiga koje su lako dostupne, pa stoga
u ovom odeljku neéemo davati dokaze, ve¢ éemo samo navesti rezultate koji
¢e nam kasnije trebati. Dokazi i druge pojedinosti mogu se naéi u knjigama
P i RV kao i u HLP (pp. 70—74 i 76—83), M (pp. 10—22), Bourbaki
(1, chapter 1)).

5.1. Konveksne funkcije jedne promenljive. NaveS¢emo najpre definiciju kon-
veksnosti.
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Definicija 26. Ako je I interval iz R, tada se za funkciju f:1— R kaZe da je
konveksna ako za svako x,y,El i svako A (0<xi<1) vaZi

(40)  fOx+A-NY)SALE)+1 =)

Ako u (40) za svako x#y i N#0, 1 vaZi striktna nejednakost, kaze se da je f
striktno konveksna. Ako u (40) vaZi suprotna nejednakost, f je konkavna, a ako
Jje za x#y i A0, 1 ta suprotna nejednakost striktna, kazemo da je f striktno
konkavna funkcija.

PriMEDBE: 1° Poznato je da je f istovremeno konveksna i konkavna ako i samo ako je afina,
tj. ako je f(x)=mx+c (x&I, m, ccR). O ovome videti: Aczél [21] ili RV, p. 55.

2°  Jednostavna geometrijska interpretacija (40) je da grafik funkcije lezi ispod odgovara-
juce tetive.

3° Ako su x,, x,, x, tri proizvoljne tatke iz I takve da je x,<x,<x,, (40) je ekvivalentno sa

X, —

X,— X,
S(x)

SO = -
X, —X

% e+

1
X5
ili, simetri¢nije, sa
fx) f(xy) . f(xy)

=0.
(= x) (x;—x3)  (X,—X3) (x,— %)) (x3—x,) (x;,—x%,)

(41

Jedan drugi nalin pisanja (41) je takode instruktivan:

f(xl)—"f(xz) < f(xz)_fg{‘}l

X=X, X;—X;

Stoga, ako je f konveksna funkcija na I'i ako je x,=x,, y,=y,, x,=<y,, x,=y,, imamo

Sx)—1(x) gf(yz)—f(yl)

X=Xy Y2—N

Teorema 27. Neka je f:1—> R konveksna funkcija. Tada:

(@) f zadovoljava Lipschitzov uslov na svakom segmentu iz i;

() f :L i fi postoje i rastuéi su u 1 ako je f striktno konveksna, tada su ovi
izvodi striktno rastuci;

© f postoﬁ osim na prebrojivom skupu;

(d) f"" postoji i nenegativno je skoro svuda.
Dokaz. Videti RV, pp. 4—17.

Teorema 28. (a) f:(a, b)— R je (striktno) konveksna ako i samo ako postoji
(striktno) rastucéa funkcija g:(a, b)—> R i c(a<c<<b) tako da je, za svako
x (a<x<b),

f®=f@©+ [g@ade.

(by Ako f'' postoji na (a, b), tada je f konveksna funkcija ako i sumo ako
je [ =0; ako je f">0, tada je f striktno konveksna funkcija.

Dokaz. Videti RV, pp. 9—11 ili M, pp. 17—18.
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Teorema 29. Ako je f:I—-R konveksna funkcija, a=1" (n= 2), p pozitivna n-torka,
tada je

1 n n
(42) f(;}jpi )S»fgzp,f(a) (P,,= Zp,-).
ni=1 i=1
Ako je f striktno konveksna funkcija, tuda je (42) striktno osim ako je a,= - - - =a,.

Dokaz. Datemo dokaz indukcijom po n. Za n=2, (42) se svodi na (40). Pret-
postavimo da (42) vaZi za svako k (2£k=nrn—1). Tada je, na osnovu sludaja
n=2 i induktivne pretpostavke,

5, Sra) s (o T 55 vl

n n—1 j-—=1

“f@)+”‘f(*—ZP”}%;§ Pt (@)

I’I 1i=1

Bez teskole se razmatraju slucajevi jednakosti i striktne konveksnosti.

PrRIMEDBE: 5° Nejednakost (42) je poznata kao Jensenova nejednakost. U ovoj knjizi obeleza-
vacemo je sa J. Kao §to smo primetili, (42) je ekvivalentno sa (40), pa se J mozZe uzeti kao
alternativna definicija konveksnosti.

6° Drugi dokaz teoreme 29 dat je u RV, p. 189. O istorijatu ove nejednakosti videti &la-
nak Mitrinovi¢ i Vasié [13].

Sledece jednostavno rafiniranje J-nejednakosti dali su Vasi¢ i Mijaltkovi¢ [1].

Teorema 30. Neka je p pozitivan niz i x realan niz i f:[a, b]—R. Definisimo
sledec¢u funkciju konacnog podskupa 1 od N:

Zpixi
el
Zpi

icl

FM)= 2 pf - 2. pif(x)
il icl

Ako je f konveksna funkcija na [a, b], i ako su 1 i J dva konaéna pod-
skupa od N takva da je 1NJd =9, tada je, za x,&|a, b],
@3)  FAUI)SF[D+FQJ).

Ako je f striktno konveksna funkcija, tada je (43) striktno osim za

Zpixi z Pi X

icl =i€J
> pi > b
icl icJ

Dokaz. Na osnovu J-nejednakosti je FAUJ)=<0. Ako izvr§imo supstitucije

.ZPixi z Pi X
x.—>'€I (]E I), xj_)lGJ (JE J),

/ ZPi Z Pi

icl icd

2 Sredine i sa niima povezane nejednakosti
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dobijamo
. Z Pi X; Z Pi X Z PiX;
> pf|E 2 nf|Se— |- 2 pf] L

iclud Z Pi i<l Z pi =t Z pi
iclud i€l icJ

- _z Pif(x}) + Z Pif(xi) + Z pif(xi) =0,
icliud icl icJ

tj. (43). Sludaj jednakosti sleduje iz sluaja jednakosti u J.

Posledica 31. Uz jste pretpostavke o p, x i f kao u teoremi 30 imamo
(44) FA)=FI,_D=F1,_,)=---=FI)=0,

gde je L, ={1,2,..., k}.

PriMeDBA: 7° U nizu nejednakosti (44) ekstremni slu¢aj F (I,)<0 daje J. Interesantno je pri-
metiti da je pri interpoliranju niza nejednakosti izmedu F(I,) 1 O kori$¢ena samo nejednakost J.

Jedno proSirenje nejednakosti J dao je Steffensen [2j:
Teorema 32. Ako je f:I—R konveksna funkcija, n (n=2) brojeva a, =< - - - <a,
iz 11 p realna n-torka takva da je

n7v

(45)  P,#0, Og%gl (1<k<mn),
vaZi nejednakost (42); ako je f striktno konveksna funkcija, tada je (42) striktna
osim ako je a,= - - - =a,.

Dokaz. Za n=2 nejednakosti (45) impliciraju da je ili p,>0 i p,>0 ili da je
p, =0 ili p,=0. Stoga moZemo pretpostaviti da je n=3.

(i) Pretpostavimo najpre da jen=31i p, =0, p,=0, p,= —p,+p, p=0. Tada je

: : - a,+ p;a . - . .
Pi=p+p,i P <1, Stavimo a—P%2"P% ; tada je a,<a<a,i(42) se svodi na
P+ps PPy

fla= 2@y -ap) s 2P P (f (@) ~f(a)).
P+ P+p; Pthy

Primenjuju¢i J za n=2 na desnu stranu ove nejednakosti, vidimo da je
dovoljno dokazati nejednakost

(46) f(éi# Py <ara1))sf(5)— i (f(a)—f(a)-

p+ps P+p;

Ako je a,=a,, ovo je trivijalno. Ako je a,>>a,, ova nejednakost je ekvi-
valentna sa

f(g)—f(;_ i (az*al))
pP+tp;

f@y—f@) _

a,—a, - [ Py
a—|a— (a,—a))
pPtp;

Medutim, kao §to smo videli, a=a,. Lako se zakljutuje da je
14]
P+ P

a-—- (a,—a,)=a,, pa je ova nejednakost posledica primedbe 4°.
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(ii) Pre nego S$to predemo na opSti sluaj, primetimo da s obzirom na

1 n—1p . . e .
> > pia;=a,— Z ;k(ak“ a;), pretpostavke iz teoreme impliciraju da je q,
ni=1

—

n
gF S pa;=ay,. Pretpostavimo sada da je n>3 i da je rezultat dokazan za svako

n i=1

k(2=<k<n). Neka je p,=0 (l<k<m), Pn<0; tada je p,= —P, ,+p (p=0).

Ako je tada E—~<pa + z D; ,), na osnovu prethodne primedbe imamo

i=m+1
m—1

> p4;, iImamo @, <a<a,_,. S ovim oz-

m—1 j=1

a, <a =a, Takode, ako je a—

nakama (42) se svodi na
Pm 1

(e

Py Py

la,, +Z>

< P (Pm”z » (a)) 'f(a>+~(pf<a>+ S pf(a))

P” i=m+1

Na osnovu J za n=m— 1 i induktivnih pretpostavki ovo povladi da je
dovoljno dokazati da je

(TpzraTota,ra)s P f @ - o fag) @,

P, P,

Ova nejednakost je neposredna posledica slufaja n=3. Ovim je dokaz
zavrSen. Slucajevi jednakosti i striktne konveksnosti se bez teSkoée posmatraju.

PriMEDBA: 8° Ovo je Bullenov dokaz [8]. Steffensenov dokaz je potpuno drukéiji.

Teorema 33. Ako je f:I—+R, f(x)>0, f"(x)>0 za x&I, x&I" n=2, p pozi-
tivna n-torka, tada je

2 pif(x) Z P x;
@n  TL=a s,
> bi > pi
i=1
gde su: m=min(x), M =max(x) [ A reSenje jednacine

(f(M)—f(m)) f(M)—f(m)f, l(f(M) f('n))_{_Mf('n)—mf(M)
A(M—m) M—m MM —m) M—m '

(48) xf(f'—l

Dokaz. Dokazaéemo nejednakost (47) metodom centroida. Skup ograniéen lu-

kom krive y=f(x) i tetivom 4B, gde je A= (m, f(m)), B=(M, f(M)), je kon-
veksan. Ako izdvojimo iz familije krivih y=%f(x) onu koja dodiruje segment
AB, centroid skupa tafaka P,,..., P,, gde je P, tatka sa koordinatama
(x,., f(x,)) i masom p, (i=1,..., n), lezi ispod krive y=»xf(x), pa vaZi nejed-
nakost (47), gde je A parametar koji treba odrediti.

Jednadina tetive AB je

_SM)—fm) . MS (m)—mf (M)
M—m M—m )

(49)

28
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Uslovi da prava (49) bude tangenta krive y=2Af(x) su

M—m

(51) xf()—ﬂ)-_‘ﬂ’i)

Ako eliminiSemo A iz (50) i (51), dobijamo
g(x) =(f(M)—f(m)) f(x)
—f () (M) —f(m)) x + MF (m) —mf (M) =

Resenje ove jednaline je apscisa dodirne tacke. Dokazac¢emo najpre da
ova jednalina ima tafno jedno reSenje x,<(m, M). Najpre imamo

g (x)= = ((f (M) —f(m)) x+ Mf (m) —mf (M) ) " () =D () " ().
Kako je [ (x)>0, f(x)>0, m<M, h linearna funkcija i
h(m)=(m—M)f(m)=0,  h(M)=(m-M)f(M)=0,
grafik funkcije ¢ moZe se¢i x-osu u najvise jednoj tacki intervala (m, M).
Dalje je
g(m) g (M)

’ M)— , M)—

:(f (m)_ﬂ_)ﬂ) (f (M)_M) f(m)f(M) (M—m)z,
M—m M—m

pa na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti i &injenice da je f’ rastua funkcija

(jer je f”(x)>0), imamo

g(mg(M)=0,

gime je tvrdenje dokazano. Eliminacijom x iz (50) i (51) za odredivanje A do-
bijamo jednalinu (48).

PRIMEDBE: 9° Prethodni rezultat dobili su Mitrinovic¢ i Vasi¢ [13]. O njegovoj primeni videti III S.

10° Iz navedenog dokaza sleduje da jednakost u (47) vaZi ako i samo ako se centroid sis-
tema tataka P,, ..., P, poklapa sa talkom dodira krive y=f(x) i segmenta AB. Ovo (e biti
ako postoje dva podmza Fiyo e Xig) i(x i1 Xiy) niza (x,, ..., X,) takva da je svaki
element prvog podniza jednak m, a svaki element drugog podniza jednak M i

k

m Z pi, M S‘ i, f(m)Z pi, +f(M) 2 i,
= r= k4—1 r=1 r=k+1

Xo= » flxp)= n »
pi Zpi
i=1

gde je x, jedino reSenje jednaline g (x)=0 na (m, M).

YR

1

Sledeéi rezultat (Mitrinovi¢ i Vasi¢ [1]) dokazuje se na sliCan nadin:
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Teorema 34. Ako je f:I— R, f(x)>0, f"(x)>0 za xcI, tada, ako je p
pozitivna n-torka i x<& I, vazi

> pif(x) 2 P X;
e —=uf |5

_;Pi 21 pi

gde je

_ SM)—f(m) £ (f(M)~f(m) )+Mf(M)—mf(M)

" M—m M—m M—m
. i1 f(M)Mf(m))
f(f (LenLem ) .

Definicija 35. Funkcija f:1-> R naziva se logaritamski konveksna, ili multi-
plikativno konveksna, ako je logof konveksna, ili, ekvivalentno, ako za svako
x, yEL i svako A (0=A=1) vaZi

FOx+A=0y) =P f(n)h

PriMeDBA: 11° Ako su f i g konveksne i g rastuca, tada je gof konveksna (RV, p. 16). Kako
je f=expologof, sleduje da je logaritamski konveksna funkcija istovremeno i konveksna.

Definicija 36. Ako je g striktno monotona, tada se f naziva (striktno) konveksna
u odnosu na g ako le fog~' (striktno) konveksna.

PriMEDBA: 12° Tako uslovi da f bude konveksna u odnosu na g sleduju iz uslova za konvek-
snost izvesni kasniji rezultati daju ove uslove direktno. Posebno, lema IV. 10 i posledica
1V. 11 koja poti¢e od Mikusifiskog [1]. Isti autor je takode dokazao da ako f”' i g’/ postoje

’

. e A . & .
i-neprekidni su i ako f’ i g’ nisu nikad nule, tada, ako je —=>—, f je konveksna u od-

nosu na g. Ovaj rezultat je dobio drugim putem Cargo [1].

Definicija 37. Ako je I jedan interval iz R, f:1-> R se naziva Jensen-konveksna
Sfunkcija ako za svako x,y iz I vafi

_|_
(52) f(x ¥y éf_(JQ+f(y)_

2 2
PrIMEDBA: 13° Za racionalno p nejednakost (52) implicira (42), pa su neprekidne Jensen-kon-
veksne funkcije i konveksne. Obrnuto ne vazi (M, p. 14; RV, p. 216), ali veoma slaba ogra-

ni¢enja o Jensen-konveksnim funkcijama impliciraju konveksnost. Drugim re¢ima, Jensen-
konveksne funkcije koje se srecu u praksi skoro uvek su i konveksne.

Teorema 38. Ako je f:R—1Jensen-konveksna funkcija koja je ogranicena odozgo,
tada je ona neprekidna.

Dokaz. Videti RV, p. 215.

5.2. Konveksne funkcije viSe promenljivih. Zamenjuju¢i I konveksnim skupom U iz
R* i x, y tatkama iz U, definicije 26, 36 i 37 se neposredno proSiruju na
funkcije /:U—R (ili R u slucaju definicije 35). Tada teoreme 29 i 38 ostaju
u vaZnosti sa istim dokazima kao u jednodimenzionalnom slucaju.

Teorema 39. Ako je f:U—R konveksna funkcija na otvorenom konveksnom pod-
skupu U od R”, tada je [ Lipschitzova funkcija u svakom kompaktnom podskupu
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od U i ima parcijalne izvode prvog reda skoro svuda u U, i ovi izvodi su nepre-
kidni na skupu, gde svi oni postoje.

Dokaz. Videti RV, pp. 93 i 116—117.

Teorema 40. Ako f ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda f;” (1<i, j<n)
na otvorenom konveksnom skupu UCR", tada je funkcija f konveksna na U ako
i samo ako je Hessian H=||f,"|| nenegativno definitan; ako je H pozitivno defi-
nitan na U, tada je f striktno konveksna.

Dokaz. Videti RV, p. 103.

]
PriMeDBA: 1° Ako je n=2, Hessian H:‘

‘ je nenegativno definitan ako i samo

/‘“/r f’[z”
.flz” ,fzz”

ako je

(53) fi"=0 (6 £,,720) 1 £ S —(6)=0;

H je pozitivno definitan ako i samo ako su nejednakosti u (53) striktne. Za dokaz videti
HLP, pp. 80—81.

5.3. Konveksnost viSeg reda. Neka a,, a,, ..., @, oznaavaju n+ | razliitih ta-
daka iz [a, b]. Tada, ako je f:[a, b]—>R, n-ta devidirana razlika f u tih n+1
tacaka definisana je sa

ValH) =V, (fa)— 5 L@ (w,, () =0, (5 &)= ]| (x—ai)).
iZ0 @n (@) i=1
Definicija 41. Ako je f:[a, b]—R, funkcija [ se naziva n-konveksna na [a, b] ako
je za svaki izbor n+ 1 razlicitih tacaka iz [a, b] ispunjeno V,(f; a)=0; ako vaZi
suprotna nejednakost, [ se naziva n-konkavnom.

PRIMEDBE: 1° Za n=2 definicija 41 je ekvivalentna sa definicijom 26 u obliku (41), pa je stoga
2-konveksna funkcija u stvari konveksna funkcija. 1-konveksna funkcija je monotono rastuca
funkcija dok je 0-konveksna funkcija u stvari nenegativna funkcija.

2° Ove funkcije detalino je ispitivao Popoviciu. Vise detalja moZe se nadi u knjizi P od istog
autora. Videti takode: Bullen [11].

3° Poznato.je da je f istovremeno n-konveksna i n konkavna ako i samo ako je polinom
stepena manjeg od n.

Teorema 42. Ako je f:[a, b]— R n-konveksna funkcija (n=2), tada funkcija f®
postoji i ona je (n—k)-konveksna (1 <k<n-2).

Dokaz. Videti Bullen [I11].

PrRIMEDBA: 4° Posebno, ako je f n-konveksna, f("-2 je konveksna i f‘i_l) i £ postoje
osim na prebrojivom skupu i f(? postoji skoro svuda.

Teorema 43. (a) f:[a, b]— R je n-konveksna ako i samo ako je (n— 1) puta po-
novijen integral od te funkcije monotona funkcija.

(b) Ako f postoji, tada je f n-konveksna funkcija ako i samo ako je fW=0,
Dokaz. Videti: Bullen [I1].



Poglavlje II:

Aritmeticka, geometrijska
I harmonijska sredina

1. DEFINICIJE 1 JEDNOSTAVNIJE OSOBINE

1.1. Aritmeti¢ka sredina. Dacemo najpre definiciju koja se skoro namece.

Definicija 1. Ako je a=(a,, ..., a,) pozitivna n-torka, aritmeticka sredina a je
definisana sa
. + an

(1) A, (@) =22

Ovo je najjednostavnija sredina i stoga se ona najviSe primenjuje. U stvari
za veinu nematematiara to je jedina mogucénost za nalaZenje srednje, tj. pro-
seCne, vrednosti. Definicija aritmeti¢ke sredine dva broja pojavljuje se vrlo rano,
jod kod Pitagorejaca (VI vek pre nove ere). Aristotel (VI vek pre nove ere)
upotrebljavao je aritmeti¢ku sredinu, ne koriste¢i doduSe taj naziv, na slededi
na¢in: Ako je, na primer, 10 suvise veliko, 2 suviSe malo, re¢i ¢emo, sa naseg
gledista, da je Sest sredina, jer je za istu vrednost vefe od 2 i manje od 10.
Pojam aritmeti¢ke sredine sre¢e se u Arhimedovoj definiciji tezista (1II vek pre
nove ere). Pojam aritmetiCke sredine je takode blisko povezan sa aritmeti-
¢kom proporcijom koju su primenjivali Pitagora i njegovi uéenici. Ova propor-
cija ima sledeéi oblik Z_bzi, gde su a, b, ¢ realni brojevi (najverovatnije je

—C a
da su Pitagorejci upotrebljavali ovu proporciju samo u sluéaju kada su a, b, ¢
prirodni brojevi). Odredivanje ¢lana b, tzv. srednjeg €lana ove proporcije, do-
vodi do aritmeti¢ke sredine brojeva @ i ¢, tj. do b=a—;—f. Aritmeti¢ka sredina
atb  2ab

se takode srec¢e u tzv. muzi¢koj proporciji a:— —b:b. Pitagorejci su ta-
a+

kode ispitivali ovu proporciju.

PrRIMEDBE: 1° U oznakama kori§éenim u definiciji 1 niz @ moZe se zameniti potpunijom o0z-
nakom, kao §to je A4, (a,, ..., a, ili A4, (a;; 1=<i<n). Dalje, u sluajevima kada nema dilema,
moze se izostaviti @ ili n ili @ i n.

2° OCigledno je da (1) ne zavisi od pretpostavke da su ¢lanovi a pozitivni brojevi, pa
se mnoge osobine broja A4, mogu izvesti bez ove pretpostavke. Medutim, ako se drukéije ne
kaze, uvek cemo pretpostavljati da su ¢lanovi n-torke a pozitivni brojevi. Pitanje opstijih ni-
zova biée razmatrano kasnije (poglavlje 1V).

Neke elementarne osobine broja A4, navedene su u sledecoj teoremi:

Teorema 2. Ako su a i b pozitivne n-torke, aritmeticka sredina ima sledeée oso-
bine:

(a) vaZi nejednakost

(2) min (@) < A(a) < max (@),

23
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sa jednako§éu ako i samo ako je a/= .. -=a,;

(b) simetrija, tj. A(a,, ..., a,) ne zavisi od poretka brojeva a,, ..., a,;
(c) homogenost, tj. ako je A>0, tada je A(Aa)=21A(a);

(d) aditivnost, tj. A(a+b)=A(a)+ A(b),

(e) meprekidnost, tj. lirioA (a,+h,...,a,+h)=A4(@,, ..., a);

-
(f) monotonost, tj. ako je a<b, tada je A(a)<A(b) sa jednakoScu ako i samo
ako je a=b;

(g) asocijativncst, tj. za m<n

Aj(a,....a4,, G, . ,...,a0)=A4,(4,..., 4, a,,,,...,a,),

gde je A=A,(A,...,A)=A4,(a,, ..., a,).

Dokaz ove teoreme zahteva samo jednostavnu primenu osobina pozitiv-
nih brojeva.

PriMEDBE: 3° Dok teorema 2 (d) daje jednostavnu vezu izmedu A4 (a), A(b) i A (a+ b), znatno
je teze dobiti odnos izmedu A (a), A(b) i A (ab). Ovaj odnos je dat kasnije u teoremi V.14,
nejednakost (V. 12), koja je poznata kao Cebigevljeva nejednakost.

4° Nejednakost (2) kazuje da je funkcija A:R*7”—>R7*, definisana sa A(q,,...,a,)—
a,+---+ay

, sredina u smislu Cauchyeve definicije o ¢emu ¢ée biti govora u drugoj knjizi
n

ove monografije. Nije teSko proveriti da nejednakost (2) vazi i u sluaju kada se pretpostavi
da je a niz realnih brojeva. Prema tome, i u tom slu€aju radi se o sredini.

Sledece osobine aritmeti¢ke sredine se bez teSkoée direktno proveravaju:
(a) Algebarski zbir odstupanja pojedinih ¢&lanova niza @ od aritmetiCke sre-
dine tog niza je nula, tj. > (a,.—An (@))=0.
i=1

(b) Zbir kvadrata odstupanja pojedinih ¢lanova niza @ od aritmeti¢ke sredine
manji je od zbira kvadrata odstupanja od bilo koje druge veliine, tj.

S (g~ 4, @)}< 'S (a,—B)* (B+#4,(a)
i—=1 i=1
Prirodno proSirenje definicije 1 sugerirano je sluajem kada se neki od
brojeva u nizu @ pojavijuju viSe puta ili kada je neki od brojeva iz niza a
vazniji od drugih.

Definicija 3. Ako su date pozitivne n-torke a i p, tefinska sredina n-torke a sa
teZinama p definisana je sa
ap,ter+agpn 102
B) A p=tBt Tl Loy,
P1+"'+pn Pn i=1

PrRIMEDBA: 5° Ova opstija sredina ima sve osobine navedene u teoremi 2.
1.2. Geometrijska i harmonijska sredina. Sledeée dve jednostavne sredine bile
su u upotrebi istovremeno sa aritmetiCkom sredinom. Sli¢no aritmeti¢koj sre-

dini i one se prirodno pojavljuju u nekim jednostavnim algebarskim i geomet-
rijskim problemima.
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Definicija 4. Neka su date pozitivne n-torke a i p.

(@) geometrijska sredina n-torke a definisana je sa

4 G, :(H ai)l/n;

i1
(b) harmonijska sredina n-torke a definisana je sa

n .

() H, (a)~1—1—’
7+.-.+__

a, a,

(c) tezinska geometrijska i harmonijska sredina n-torke a sa tefinama p defini-
sane su respektivno sa

n 1/Py
©  G.@p- (n a,f'f) ,

i=1

7 H,(@p -2 -,

n

gde je P,= > p;.

i=1

PrRIMEDBE: 1° Varijante oznaéavar}ja i naziva koje su koriSéene kod aritmetitke sredine sli-
&no ¢e biti koriséene kod geometrijske i harmonijske sredine (videti primedbu 1.1°).

2° Sledeéi jednostavni identiteti korisni su za primene:
l -1
®  H@n-4 (a0

©® G, (a; p) =exp Ay, (log a; p).

Kako je jednakost (8) veoma jednostavna, osobine harmonijske sredine
neemo ispitivati u detalje. Na ovu sredinu, kao specijalan sludaj opstijih po-
tencijalnih sredina, vratiéemo se kasnije (poglavlje III).

Teorema 5. Geometrijska i harmonijska sredina imaju osobine (a), (b), (c) na-
vedene u teoremi 2. Pored toga je

(10) G, (ab; p)=G,(a; p) G, (b; p).

PrRIMEDBE: 3° Nejednakost (2) i odgovarajuce nejednakosti za H i G mogu se generalisati
a:
na sledeéi nacin. Ako su a i b dve pozitivne n-torke i m g#gM (1=5i=n), tada je

i
mb;<a;<Mb; pa mnoZenjem sa p;, i sabiranjem dobijamo

. (a) A, (a; p) _ (a)
mmn|—j{=<—<max|—|.
b Ay (b; p) b

4° Odnos izmedu G (a+b; p), G(a; p) i G(b; p) mnogo teZe je odrediti nego (10). Taj od-
nos bice odreden kasnije (teorema JII. 22, posebno videti: nejednakost (ITL. 32)).
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1.3. Interpretacije i primene

1.3.1. Sredine A4,, G,, H, sa jednakim tezinama imaju jednostavnu geometrij-
sku interpretaciju. Neka je ABCD trapez (slika 1) kod koga su AB(=a)) i
CD (=a,) paralelne strane. Neka su 7 i J tacke na stranama AD i BC respek-
tivno, takve da je IJ paralelno sa AB i da polovi stranu AD (pa prema tome
i BC); tada je IJ=A,. Ako su G i H tatke na stranama AD i BC respektiv-
no takve da su trap:zi ABHG 1 GHCD sliéni, tada je GH=G,. Najzad, ako
prava, koja je paralelna sa AB i prolazi kroz tatku preseka dijagonala AC i
BD, sede strane AD i BC u tatkama E i F respektivno, tada je EF=H,.

Slika sugerira da je
(11) min {a,, a,} < H,(a,, a,) <G, (a,, a,)< A4, (a,, a,)=max {a,, a,}

sa jednako3¢u ako i samo ako je a —a,. Ovo je vaZan rezultat i na njega ¢emo
se vratiti u odeljku 2.

1.3.2. Aritmeti¢cka i harmonijska sredina imaju interesantne interpretacije po-
mocu gresaka (Polya [1]).

Neka su data dva pozitivna broja a, b (a<b) i neka je x neki broj
(@< x=b). Ako umesto x uzmemo pribliznu vrednost y, tada je gre$ka |y —x|,
dok je relativna greska >=x Kako treba izabrati »y da bi minimizirali mak-

X

simalnu moguénu vrednost gretke ili relativne greske? Klasicna Cebisevljeva
teorema daje metod za reSavanje takvih problema: izabrati y tako da gredke
(relativne greske) u dva ekstremna sluCaja budu jednake po apsolutnim vred-
nostima ali suprotnog znaka.

Prvi problem je da se izrauna e=min(max|y—x|) i ovo nastupa za y

¥y x

koje zadovoljava uslov y —a= —(y—b), odakle je y:%_l,’# , paje e= b;a )
U drugom problemu treba izraCunati p=min ( max 2% "x‘). Odavde je
y x X
y—iazg),i:}j’ §t0 daje y;Lab_ l :b;a_
a b a+b a+b

Prema tome, aproksimacije koje dovode do minimuma maksimalne mo-
guéne vrednosti greSke (relativne gredke) su aritmeti¢ka (harmonijska) sredina
granica.

1.3.3. Dobro je poznata upotreba srednjih vrednosti u statistici (videti, na pri-
mer, Moroney [1], posebno glavu 4).



1. Definicije i jednostavnije osobine 27

Ako, kao §to je uobidajeno u statistici, oznadimo sa g aritmeti¢ku sredinu
sa jednakim teZinama od a, tada je varijansa od a definisana sa 4, ((a—ad)?).
Standardna devijacija (kvadraini koren iz varijanse) bolje se uklapa u odeljak
o potencijalnim sredinama (poglavlje III). Prema oznakama iz tog poglavlja
standardna devijacija definisana je sa MY (a—a).

U statici i dinamici sistema tacaka razne standardne veliGine su primeri
koriSéenja aritmeti¢ke sredine. Tako, na primer, ako n-torku a &ne koordinate
n talaka na pravoj, i n-torku p ¢ne mase ovih taCaka, tada A,(a; p) predsta-
vlja koordinatu teZita ovog sistema taCaka. 4,(a* p) predstavlja kvadrat polu-
pretnika rotacije ovog sistema tafaka oko koordinatnog poéetka. Primetimo
da polupre¢nik rotacije moZe bolje da se predstavi pomodu M2 (a; p) (vi-
deti Ramsey [2], posebno odeljak X, i [1], odeljak XIII).

U oba sluéaja nije dato ogranienje da je n-torka pozitivna; u stvari, u
poslednjem slufaju moZe biti govora o n-torki vektora.

1.3.4. Jedna veoma stara primena aritmetiCke i harmonijske sredine je Heronov
metod za izracunavanje kvadratnog korena (Petrovi¢ [1], Ory [1]). Pretposta-
vimo da je x>0 i izaberimo dva pozitivna broja a i b takva da je a<b i
ab=x. Stavimo gy=a i b,=>5b i defini§imo a, i b, pomodu

2a,.,b,-,

, b,,=A2(a,,__1, bn_l):an~1+bn—1

a=H, (a, ., b _,)=
n 2( n—1 n 1) an—1+bn—1 2

(n=1).
Odavde je a,,:bi(ngO). Iz (11) sleduje a,<a,, <b,,,<b, Dalje je

bp_y—a,,

. (b y—a, )
_.ani
2(by 14y ) 2

[IA

n
Prema tome,

b—a . .
bn—angj—r = lima,~ lim b, =}/ x.

n—>4 oo n—»- oo
PriMEDBE: 1° Druge iteracije sredina pojavljuju se u teoremi 37. Ova materija bi¢e detaljnije
obradena u drugoj knjizi ove monografije.
2° Heronov metod su proSirili na korene viSeg reda Ory [1] i Nikolajev [1].
3° Prethodni rezultat moZe se interpretirati na sledeci nadin: iteracija aritmeti¢ke i geometrij-

ske sredine dva broja konvergira ka njihovoj geometrijskoj sredini.

1.3.5. Cuvene Cesaroove sredine koje se koriste pri sumiranju redova, posebno
Fourierovih, primeri su aritmetickih sredina (Hardy [2, p. 96]).

Za dati niz a definidimo A,’-c (k, j=0, 1, 2,...) na sledeé¢i nadin:
J
A =a;, Af=2 AT (k=)
i=0

tada je k-ta Cesaroova sredina niza e definisana sa

Ak
Ch@ ="

()
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/n+k .
PriMEDBA: 4° Primetimo da je Aﬁ:k ; ) ako je a;=1 za svako j. Jednostavna izraluna-

vanja daju
c* (@) 1 n (n—i+k+l)
a) = s
n (n+k)i:0 k+1 !
k
te je
& n—i+k+1 .
h@=-ap @ p (o-((", 075 osiza)).

Analogno mogu se definisati k-ta iterirana geometrijska i harmonijska sredina (Pizzet-
ti [2]). Na primer, ako je

J
0 k k—1
P)-a, Pi-]]P; (k=1),
i=0
definidimo

n-tk n n—it+k—1 n+k
D’;(a):(f’ﬁ)l/(" )=(T oLk )1/(" ) 6, 9
i=0

de e i (n—i+k—1 0<i<
e je p= ; 0Zign].
gde je p 1

2. NEJEDNAKOST IZMEDPU GEOMETRIJSKE I ARITMETICKE SREDINE

2.1. Tvrdenje teoreme. Ovaj odeljak posveCen je raznim dokazima nejednakosti
(11) kao i njene neposredne generalizacije na sluéaj tezinskih sredina. Dokazi
koji daju bolje rezultate, iz kojih (11) sleduje kao partikularan sluéaj, bie na-
vedeni kasnije.

Teorema 6. Ako su a i p dve pozitivne n-torke, tada je
(12)  G(a; p)=A(a; p)
sa jednako$éu ako i samo ako je a,= - - - =a,.
Nejednakost (12) zvacemo, kratkoce radi, GA nejednakost, ili samo GA.
Posledica 7. Ako su a i p dve pozitivne n-torke, tada je
(13)  min(a)=H (a; p)=G (a; p)<A(a; p)<max(a)
sa jednako$éu ako i samo ako je a,= .- - =a,.

Dokaz. Koriste¢i (8), nejednakost H (a; p)<G,(a; p) sc neposredno dobija iz
(12) (videti takode Transon [1]). Ostale nejednakosti u (13) i sludaj jednakosti
sleduju iz teorema 2, 5 i 6.

2.2, Preliminarni rezultati. Pre nego $to predemo na dokaz teoreme 6, zadrZa-
¢emo se na nekim rezultatima koji ¢e pojednostaviti kasnija razmatranja.

2.2.1. Posmatraéemo najpre teoremu 6 za n=2 i jednake teZine.
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Lema 8. Ako je a, b>0, tada je G,(a, b)y< A, (a, b), tj. vaZi
(14)  Vab g‘%’—’

sa jednako$éu ako i samo ako je a=b.
Dokaz 1. (14) sleduje direktno iz identiteta 4 ab=(a + b)> — (a— b)2.

Dokaz 2. Nejednakost takode izlazi iz sledeeg identiteta:

a+b (Va—Vb) =

T=f~——2‘———+l/ab.
Dokaz 3. PoSto su izrazi koji se pojavljuju u (14) homogeni, ne gubi se od
opStosti ako se pretpostavi da je ab=1. Tada je lema 8 ekvivalentna sa sle-
de¢im tvrdenjem: Ako je a, b6>0 1 ab=1, tada je a+b=2 sa jednakoSéu ako
i samo ako je a=b. Ako je as=b, pretpostavimo da je a>1>b, §to povladi
(a-DB-1)<0, .

(15)  a+b>1+ab.

Dokaz 4. Koriste¢i isto rezonovanje kao u dokazu 3, imamo da je lema 8
ekvivalentna sa tvrdenjem: ako je a>0, tada je

(16) a+ =2,
a

sa jednakoS¢u ako i samo ako je a=1. Medutim, (16) je ekvivalentno sa
(a— 1)?=0, odakle direktno sleduje rezultat.

Dokaz 5. Nad duii AB(=a+b) kao nad preénikom konstruiS§imo polukrug
(slika 2). Neka je D tacka na duZi AB takva da je AD=a, DB=>b i neka je
C tatka na polukrugu takva da je CD_| AB. Kako su trouglovi ADC i CDB
sli¢ni, imamo CD =} ab. Ako je O centar polukruga, tada je COzg%b« Bu-
duéi da je u trouglu ODC strana CD kateta i OC hipotenuza, imamo CD = CO,
sa jednako$¢u ako i samo ako je D=0, tj. vaZi tvrdenje leme 8.

O ovoj geometrijskoj interpretaciji nejednakosti (14) kao i nejednakosti
izmedu harmonijske i geometrijske sredine videti Ercolano [1]. U tom &lanku
data je jo3 jedna analogna geometrijska interpretacija ovih nejednakosti.

Dokaz 6. Neka je ABCD kvadrat strane a i ABFE pravougaonik ¢ije su stra-
ne a i b (slika 3). Tada je:

area ABFE = area AGE +area ABFG <area AGE+ area ABC,
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. b? 2, . . :
1. ab§?+%, §to je ckvivalentno sa (14). Jednakost nastupa ako i samo

ako ABC i ABFG imaju jednake povriine, tj. ako i samo ako je a=b.

Y
D C
Q
A
E G F
G
Pla,b)
_ A
A B x
sl 3 SI. 4

Dokaz 7. Neka su OGA, PGQ, PAQ redom krive x=y, xy=ab, x+y=a-+b,
pri ¢emu moZemo pretpostaviti da je a<bh (slika 4). Presek krive OGA sa
PAQ je aritmetiCka sredina brojeva a i b, dok je presek krivih OGA i PGQ
njihova geometrijska sredina. Kako je kriva xy=ab konveksna, deo prave
x+y=a+b koji spaja tatke (b, a) i (a, b) lezi iznad odgovarajuceg dela krive
xy=ab, pa je G<<A. Bez korii¢enja konveksnosti do istog zaklju¢ka moZemo
do¢i na sledeé¢i nadin: koeficijent pravca tangente krive xy=ab u tatki P(a, b)

je —3, dok je koeficijent pravca prave x+y=a+b jednak —1. Kako je
a
—£>~1 i buduéi da se posmatrana kriva i prava seku samo u tatkama

a
P i Q, kriva PGQ leZi izmedu ovih dveju tadaka preseka levo od krive PAQ,
pa je G<A.

Dokaz 8. Funkcija f, definisana pomocu f(x)=e?*, je striktno konveksna, pa je

f(x+y) _ B I@f0) e
2 - 2 2
sa jednako$¢u ako i samo ako je x = y. Stavljajuéi a=e* i b=¢”, dobijamo lemu 8.

PrIMEDBE: 1° Dokazi 3 i 4 mogu se koristiti i u slu€aju proizvoljnog » (videti dokaze 9 i
26 koji sleduju).

2° Nejednakost (16) moZe se primeniti da bi se dao jednostavan dokaz nejednakosti

an H,(a; p)<A4, (a; p)

sa jednako¥¢u ako i samo ako je a,=---=a,. Prema (13) nejednakost (17) je slabija od ne-
jednakosti GA, ali ju je WALSH [1] koristio da bi dokazao GA (videti dokaz 15 ove nejed-
nakosti). Nejednakost (17) je ekvivalentna sa

n n p
18y (Z pi a,-) (Z —')anz.
i=1 i=19%i
Ovo je tatno za n=1. Pretpostavimo da vazi za n—1. Tada je

- -1

n! " Pi  Pn

Z D; a;+DPy ay —+—]=
an

i=1 i=1 %
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—1 -1 —1 -1
n n a\ n i pn" .
A> pia) (> —)ipna, 2 =+ piaj+p,
i=1 Pi a

i=1 i=1 9 An i)
n—1
ay, a; . .

=P, *+p, Z p,~<+—) 1 p,° (na osnovu induktivne predpostavke)

i=1 \%i 4y
=P, 2+2p, P,_,+p;> (na osnovu (16))

— P2

Ovim je zavrSen dokaz nejednakosti (17). Slu¢aj jednakosti se neposredno dobija.

2.2.2. Opsti slucaj teoreme 6 kada je n=2 ekvivalentan je prvom delu sledede
leme.

Lema 9. (a) Ako je a+B8=1 («, B, a, b>>0), tada je

(19) a*bb<aa+Bb

sa fednakoséu ako i samo ako je a=b.

(b) Ako je a<<Q, vaZi suprotna nejednakost; slucaj jednakosti je isti.

Dokaz. (i) Najpre éemo dati nekoliko dokaza dela leme 9 (a).

Dokaz 1. Nejednakost (19) moZemo da prikaZemo u obliku (g—)a ~—1=a (f,_ 1),
a to je nejednakost (I. 9).

Dokaz 2. Za o—-2—, B:L (p, g prirodni brojevi) jednostavno izvodenje iz
p+q Ptq

(14) dao je Aiyar [1].

Neka je a<<b. Posmatrajmo p+g-—1 brojeva x,<---<x,,, , takvih
da je a<x, <-:-<x,,, <bi
(20) A—X, =X —X;=+ " =X,,, ,—b.

Na osnovu (14) je
20N Bl U Al bt N

X, X, b

Aritmeti¢ka sredina prvih ¢ ¢lanova u (20) jednaka je aritmetikoj sredini
preostalih p ¢&lanova, tj.
(22) a=Xq _ Xq—b

q p

S druge strane, geometrijska sredina prvih g ¢lanova u (22) je manja od
geometrijske sredine preostalih p ¢lanova, tj.
1 £
23 i) ‘< (iq)”.
(23) ( ;
Zamenjujuci x, iz (22) u (23), dobijamo traZeni rezultat.

Dokaz 3. Metod koriséen u dokazu 7 leme 8 mozZe se prilagoditi za opstiji slucaj.
Posmatrajmo krive OGA, PGQ, PAQ ¢ije su jednadine redom date sa x=y,
x* P =q*bb, ax+By=oa+Bb i pretpostavimo da je a>b. Krive PGQ i PAQ
seku se u tacki ¢ija prva koordinata zadovoljava jednainu h(x)=0, gde je
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h(x)=ax®—(axa+Pbyx*f+Ba*fb. Dalje je h(0)>0, h{@)=0 i h(x)>0 za
dovoljno veliko x. Kako je h’(x)zgx(f"/‘”‘1 (x—(xa+Bb)), h ima jedinstveni

negativni minimum u x=oaa+Bb=A, pa s ima dve nule, recimo a i a’, takve
da je a’'<Ad<a.

Dokaz 4. Ako primenimo (I. 40), dokaz 8 leme 8 moZe se prilagoditi za op-
§tiji slucaj (Mullin [1]).

PRIMEDBA: 4° Ovaj metod je pro$iren kasnije (videti VI. 4).

(i) Posmatrajmo sada deo (b) leme (9). Ako je «< 0, stavimo a'=aP, b’ =58,
o = ——%, B'=1—oc'=»;—,' tada primenjujuéi (19) na &', ¥, «', B, dobijamo
traZeni rezultat.

2.2.3. Sada ¢emo pokazati da se opsti slucaj teoreme 6 moZe izvesti iz slucaja
kada su teZine jednake.

Lema 10. Dovoljno je dokazati teoremu 6 za slucaj jednakih teZina.

Dokaz. Ako je teorema 6 dokazana za p konstantno, jednostavna aritmeticka
razmatranja dovode do dokaza za racionalno p. Tada GA za sluaj p realno
dobijamo prelazom na grani¢nu vrednost. Da bi dokaz bio potpun, treba doka-
zati da ako a nije konstantno, nejednakost GA je striktna.

Pretpostavimo da sve teZine p; nisu racionalne i stavimo p,=r;+¢, (r;=0,
4;=0, g; racionalno; | <i<n). Primetimo da je

G,,(a; p) = Gn (a; r)Rn/Pn Gn (a’ q)Qn/Pn.

Kako smo G4 izveli primenom graniénih vrednosti, imamo G,{(a;r) < 4,(a;r)
i kako a nije konstantno i kako je g racionalno, imamo G,(a; q)<A,(a; q)-
Prema tome, na osnovu Cinjenice da G4 vaZzi za n=2, nalazimo

G,(a; p)<A,(a; r)RnPn A, (a; q)%n/Pn< A, (a; p).

PriMEDBA: 5° Izgleda da se ovaj rezultat prvi put pojavljuje u HLP, p. 18. Drugi dokaz je
dat kasnije (videti primedbu III. 3.1.7°).

Sada ¢emo dati ¢uvenu osobinu regresivne indukcije (Cauchy [1, p. 315]).
Ona je deo Cauchyevog dokaza nejednakosti GA (videti dokaz 2 koji sleduje).
Ova osobina omoguéuje da dokaz teoreme 6 svede na dokaz u sluaju n=ny
(k=1,2,..) za neki niz n,;, n,, ... takav da je lim np= + 0.
n—4 0
Lema 11. Ako je teorema 6, u slucaju jednakih tefina, tacna za neko n, tada
Jje ona tacna za svako k(1 <k<n).

Dokaz. Neka je k(1=k=n) prirodan broj, a=(a,, ..., a,). Defini§imo

b=(b,, ..., b,) pomotu b;=a; (1£i<k), b;=A,(a) (k+1=i=<n). Tada je, na
osnovu induktivne pretpostavke G,(b)<A4,(b) (sa jednako§tu ako i samo ako
je a,= -+ =a,), tj. G (a)"4,(»-Pir< 4, §to je ekvivalentno sa G, (a)< A4, (a).

......

PriMEDBA: 6° Bez teSkoée se vidi da dokaz ostaje u sustini isti i bez pretpostavke da su
tezine jednake.

2.2.5. Na kraju dacemo neke oblike nejednakosti GA koji imaju interesantne
geometrijske primene.
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Lema 12. GA je ekvivalentno sa svakim od tvrdenja:

n

(@) ako je [[a,=1, tada je 2, a,zn,
i i=1

i=1

(b) dako je Za—l tada je Ha

i=1 n”

sa jednakoscu u oba slucaja ako i samo ako je a,= .- - =a,.

Dokaz. Ako vaZi GA, tada vazi (a) i (b).

Obrnuto, ako (a) vaZi, neka je a=(a,,...,a,) i defini§imo b sa

b= (‘Z, 2’) Tada je Hb =1. Na osnovu (a) je Z b,=n, §to je na os-
i=1 i

novu definicije niza b ekvivalentno sa G =< 4. U sluaju (b) dokaz dobijamo ako

uvedemo pomoéni niz ¢= (a;, e %) Slu¢aj jednakosti se dobija neposredno.

Prema tome (a) ili (b) impliciraju G4 u sluc¢aju jednakih tezina, a prema
lemi 10 i opsti sludaj GA.

PrIMEDBE: 7° Slu€aj n=2 leme 12 (a) je oblik leme 8 kori$éen u dokazu 3 ove leme.

8° Oba dela ove leme imaju jednostavnu geometrijsku interpretaciju: (a) Od svih n-dimenzio-
nalnih paralelepipeda date zapremine, n-dimenzionalna kocka ima najmanji zbir ivica; (b) Od
svih n-dimenzionalnih paralelepipeda datog zbira ivica, n-dimenzionalna kocka ima najvecu
zapreminu.

Druga interpretacija leme 12 (b) je: Od svih particija jedini¢nog intervala na » sub-
intervala particija na jednake subintervale je ona koja daje maksimalni proizvod subintervala.

Lema 13. Ako je n=3, tada je GA ekvivalentno sledecem izoperimetrijskom prob-
lemu: od svih trouglova datog obima, ravnostrani trougao ima najveéu povrsinu.

Dokaz. Kako je P2= (s—a) (s—b) (s—c)s, gde su a, b, ¢ strane trougla,

s njegov poluobim i1 P povrsma primenom GA u slucaju n=3 imamo da je
(s— a)+(s—b)+(s—c))

s _( 3

sleduje reSenje izoperimetrijskog problema. Obrnuto, ako su o, B, y proizvoljna

. . . 25— 25— 25—
tri realna broja, stavimo 2s=a+B+y, a= 52 a, b= SZ Q, c= s2 Y, Tada, na

s7 sa jednako3¢u ako i samo ako je a=b=c, odakle

osnovu refenja izoperimetrijskog problema, ako su a, b, ¢ strane trougla (§to je

. 23143 1/3

uvek moguéno), imamo (xBy)!3= (8 (s—a)(s—b) (s—c))3= (2) < ( SL) /
A

:izi, sa jednako$¢u ako i samo ako je a=b=c¢, §to sa lemom 10 kom-

plementira dokaz.

PRIMEDBE: 9° Generalniji rezultat, kada se trougao zameni tetivnim n-touglom, izgleda tezi,
posto nije neposredno jasno kako treba tetivni a-tougao pridruziti skupu od a pozitivnih bro-
jeva. Medutim, prvi deo gornjeg dokaza pokazuje da GA implicira da je pravilni »-tougao
tetivni poligon koji za dati obim ima najveéu povrSinu.

10° Kako izgleda, lema 12 je prvi put formulisana od strane Biochea [1]. Detaljnije o lemama
12 i 13 videti Kazarinoff [1, p. 18—58], Kline [1, p. 126], Shisha [1].

2.3. Dokaz nejednakosti GA. Sada smo u moguénosti da damo vise dokaza
ove nejednakosti,

Nejednakost GA je verovatno najvaZnija medu necjednakostima i sigurno
je da se nalazi na &elu nejednakosti. To je razlog Sto u matematickoj literaturi

3 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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postoji veliki broj dokaza nejednakosti G4, od kojih je u knjizi BB, §§ 5—16,
navedeno dvanaest. U ovom Sto sleduje naveSéemo trideset i Sest dokaza nejed-
nakosti GA, ali ne tvrdimo da ih jo§ nema. Ovi dokazi bice dati onim redom
kojim su se pojavijivali u literaturi. Skoro svi dokazi bi¢e dati za sludaj jedna-
kih tezina, $5to je na osnovu leme 10 dovoljno. Vise dokaza dato je in-
dukcijom — pri tome je, na osnovu leme 8 ili 9, dovoljno dati prelaz od » na
n+ 1, ili, na osnovu leme 11, dokazati za proizvoljan neograniden niz vrednosti #.

Dokaz 1. Koliko smo mogli da utvrdimo, prvi dokaz dao je Maclaurin (takode
videti: Chrystal [1, p. 47], Grebe [1] i HLP, p. 19, fusnota (a)). On daje iskaz
rezultata u formi leme 12 (b).

. . . . 1
Pretpostavimo daje 0<a < - - - <a,, a,#a,; zZamenimo a, i a, sa el (a, +a,).

Time se 4 ne menja ali, koriste¢i lemu 8, lako je videtida se G povefava. Ako se
tada a menja tako da A ostaje fiksno dok je a&’ niz pri kome G ima svoju naj-
veéu vrednost, gornji iskaz pokazuje da &' mora biti konstantno. Prema tome,
maksimum G je dostignut ako su svi ¢lanovi niza a jednaki i taj maksimum je 4.

Buduéi da je ovaj dokaz dat dosta davno, nije ni éudo da je egzistencija
jednog a’ za koje G postaje maksimalno, bila podrazumevana. Egzistencija tak-
vog a’ moZe se dokazati na jedan od sledeca dva nadina (HLP, p. 19, fusnota (a)).
(i) Pozivajuéi se na rezultat da neprekidna funkcija ® na kompaktnom skupu
K dostiZe svoj maksimum na K. U ovom sluéaju je

ri' 1i/n
O, ... xn)=(;=11xi) :

K={(x1,...,x,,)|x,-;0 (Igign) i Zx,:nA}.
i=1

i=

(ii) Posto se izvrSi k koraka u Maclaurinovom dokazu, obeleZimo rezultirajuci
niz sa @ (0<a*<-.-=a/)). Jasno je da je a°<a'<.--=<a,'<q, i prema
tome, lim a* i lim g, postoje; pretpostavimo da su oni jednaki « i P res-
k—+o0 k—>+4 o0 . . . .
pektivno. Nije teSko videti da je posle n koraka maksimalna razlika u nizu bi-
a,—a,

la svedena na 1/2. To ée re¢i da je a,"—a,"< istoga lim (a,f—-a*)=0,

k— 4o
tj. a«=0. Ovaj postupak potie od Hardya.

Dokaz 2. Jedan elementaran dokaz dao je Cauchy [1, p. 315]. To je jedan du-
hovit induktivni postupak koji se sastoji u dokazu da nejednakost GA vazi za
svako n oblika 2%, Pretpostavimo da je nejednakost G4 dokazana za svako
k<m i neka je

a=(a1,...,a2m), b=(b1,...,b2m), c=(a1,...,a2m, bl,...,bzm).
Tada je
Gamer (€)= (Gom (@) Gom (8))'* = (Aom (@) Aom (B))'

na osnovu induktivne pretpostavke, sa jednako$éu ako i samo ako je ;= - - - =
=am=b =+ =bm. Kako G4 vaZi za n=2 (lema 8), imamo

(Azm (@) Aom (8))'7 < 4, (Aym (a), Aom (b)) < Azmss (¢)

sa jednako§¢u ako i samo ako vaZi jednakost u prvom koraku.
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Ovaj dokaz ponovo je otkrio Chajoth [1].
Jednu, neSto izmenjenu varijantu ovog dokaza, dao je Boutroux [l].

Dokaz 3. Drugi rani dokaz pripada Liouvilleu [1]. Sve do pojave knjige [11],
p. 28, od Mitrinoviéa i Vasia ovaj rezultat nije pripisivan Liouvilleu. Kao re-
zultat toga, on je viSe puta ponovo otkrivan (videti, na primer, Buch [1], La-
wrence [1], Yosida [I]). Ovaj dokaz nije elementaran kao 1, medutim moZe da
posluzi za dobijanje preciznijih rezultata (videti Radoovu nejednakost — teore-
ma 18, niZe). Pretpostavimo da je GA dokazano za sve prirodne brojeve manje
od n. Stavimoa=(a,, ..., a,_;, X) i f(x)=4,"—G," Tada je
X

— n—1
fl (x)=(” lAn—1+;) _‘Gn—ln-la

n

pa funkcija f ima jedinstveni minimum u tacki x’. Vrednost toga minimuma je
f(x)=n-1)G,_,"*(4,_,—G,_,). Na osnovu induktivne pretpostavke je
f(x')=0, pa je 1 f(x)=0, Sto kompletira dokaz osim u sludaju jednakosti.
Da bi bilo f(x)=0, mora biti f(x'})=0 i x=x". Na osnovu induktivne pret-
postavke f(x)=0 ako i samo ako je ¢;=::-=a,_; dok je x'=gq,.

Dokaz 4. Ovaj dokaz je iz 1891. i pripada Hurwitzu [l]. Interesantno je da
on daje taénu vrednost razlike 4,—G,,.

Ako je f proizvoljna funkcija od x,..., x,, stavimo Pf(x,,..., x,)
=2f(xi, ..., Xi,). Sa ovom oznakom je

Px"=m—-D!(x" "+ +x=n'4,(x" ..., x,",
Px,o - -x,=n'x;---x,=n!G,(x" ..., x,".
Definisimo @, (1=k<n—1) pomoéu
@, =P ((x," % — 2,75 (0, = X,) Xy -+~ Xpy 1)-
Tada je
@, =P ((x,—x,)? (x %4 - oo 4+ x,m* Y x - ),
$to implicira @, =0(l<k=<n—1) ako je x,=z0(l=i<n) i da imamo ®,=- -
=®, ;=0 samo ako je x,=---=x,. Dalje je
@, =2(Px,"F+lx,. . . x, —Px""%x,- - X, 1),

odakle sumiranjem dobijamo

201 (4, G, (x)) =2 (Px,"— Px;- + - x,) = > ®=0;
sludaj jednakosti se neposredno utvrduje.
PriMEDBA: 1° U BB, p. 8, ukazano je da ovaj dokaz sadrZi osnovu tehnike }(oju je“kasnije
Hurwitz koristio u ¢uvenom &lanku [2] o generiranju invarijanata pomocu integracije nad

grupama. Dalje u vezi sa ovim videti: Motzkin {1] i [2].

Dokaz 5. Neka su x,, ..., x, nenegativni realni brojevi. Ako stavimo &, = A, (x)
—x;, imamo h,+ - -- +h,=0, pa za r=1,...,n—1 vaZ

(hy+ oo +h)h o =(AyX) R+ - - - +h)x,,,
~ A, () (A, @)+ by + - - 1y ).

3
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Posle mnoZenja sa A4, (x)""'x,,,- - -x, dobijamo
(it e+ h) by A (B =12y - - x,
= A, (A, F Ryt )X,
A, () (A, () R+ kb )Xy X, (=1, ..., n—1).
Posle sumiranja ovih jednakosti za r=1, ..., n—1 nalazimo
G, (x)"—A,(x)"=h hyx;- - - x,+(h +hy) by A, (%) X, - - X,
+(h +hyth)hy A, (x)2 x5 - - X,
s+ R, DR A, ()"

Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da su svi x; pozitivni. U
tom sluaju pokazaéemo da je uz podesnu numeraciju, prvi ¢lan na desnoj
strani ovog identiteta negativan, a da su ostali sabirci ncpozitivni Brojevi
X, .. .5 X, Disu svi Jednakl Prema tome, postoji bar jedan, recimo x,, koji je
razhclt od A,(x), pa je h #0. 1z definicije brojeva A, sleduje

B+ Fhy=—0+ - +h) r=1,...,n=1).

Odavde, posle mnoZenja sa (h,+ - .- +4h,), stavljajuéi r=1,...,n—1,
dobijamo
hohy+hihy+ - - +h +h,=—h? (<0,

(hy+h) By + (B4 h) byt - -+ (b +h) hy— — (B + )2 (=0),

(h1+ v +hn—-1)hn=. w(h1+ e +hn—1)2 (§0)

U prvoj od ovih jednakosti bar jedan sabirak na levoj strani mora biti
negativan;, neka je to f, h,. U drugoj jednakosti bar jedan od sabiraka na
levoj strani mora biti nepozitivan; neka je to (4, +4,) h,. Nastavljajuci na isti
nafin, dolazimo do niza nejednakosti

h, h,<0,
(hy+hy) By <0

hy+ - +hn_1)hn§0.
Kako su x,, ..., x, pozitivni brojevi, na osnovu dokazanog identiteta za
G,(x)"—A4,(x)" dobijamo nejednakost
G, (x)"—A4,(x)"<0,
koja je ekvivalentna sa GA.

PriMEDBA: 2° Identitet za G, (x)"—A,(x)" bitno je razli¢it od identiteta za G, (x)—A4,(x)
koji je dobio Hurwitz (videti dokaz 4).

Gornji dokaz dao je Blanu$a [1].

Dokaz 6. Crawford [1] je dao jednu varijantu Maclaurinovog dokaza. Ovaj
dokaz je vispren, ali je isto tako elementaran (takode videti: Briggs i Bryan
[1, p. 185], Hardy [I, p. 32], HLP, p. 21, Muirhead [2], Roseveare [1], Sturm

(1, p. 3]
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Kao u dokazu 1, neka je O0<a,<-.-<a,, a,#a, i defini§imo &’ sa
ai=a;, 2=isn-1), ay=A=A4,(a), a,=a,+a,—~A. Tada je A(@)=A4 i, na
osnovu (2),

G@)"—-G(a)"= ﬁ a,(A—a))(a,— A)>0.
i=3

Posle najviSe (n—1) ponavijanja ovog postupka dolazimo do a' &iji su svi
¢lanovi jednaki. Ovim smo dokazali GA.

Dokaz 7. Slede¢i induktivni dokaz nalazi se u knjizi [1, pp. 689—690] od We-
bera (takode videti Tweedie [1] i Muirhead [2]). Neka je 0<a,<-..=<gq, i
a,#a, Tada je a,>G,_,. Pretpostavimo da GA vaZi za n— 1. Tada je

nd,=(n—1)A4, +a,>mn-1)G,_,+a,,
t.
A> (Gn—l + a"_lG"—l)"> G,_,"+nG,_, n-19n—Cn_1 _ G,
n n
gde smo primenili Bernoullievu nejednakost, $to je mogucéno jer je a,>G,_,.

Dokaz 8. Slede¢i induktivan dokaz blizak je prethodnom. MoZe se nadéi u
Chrystalovoj knjizi [1]. Videti takode Muirhead [2], Wigert [I|, Popovié¢ [1] i
Oberschelp [1]. Neka je 0<a, <. <a, i a,+a, Pretpostavimo da GA vazi

za prirodne brojeve manje od n. Kako je A,,=A,,_1-|—ﬂ"‘—1 i, na osnovu (2),
a,—A,_,>0, primenom Bernoullieve nejednakosti imamon

Ar>A, "+A,_ " a,—A4,_)=a,4, "'za,G,_ " 1=G"
Dokaz 9. Sledeéi dokaz dao je Steffensen ([2] i [3]). Na osnovu identiteta

(i ai+(bk_ak))(§n: bi+(ak_'bk))
i i=1

i=1

n

(B o) e ((za8)-(Fama)

moZemo iskazati sledec¢u Einjenicu:

Lema 14, dko je 0<a,<---<a,, 0<b =<-.-<b,1 aq,;=b, (1<i<n), tada
n n

izraz( > a,.)( > bl.> Se ne smanjuje zamenom a, i b, i povecava se osim ako je
i=1 i=1

a,=b, ili a,=b, (i#k).
Pretpostavimo sada da je 0<g, < -:-<a, Tada, na osnovu leme 14,

vazi (osim ako je a,=---=a,)

nG@'=(@a+---+a) - -(@,+---+a,)
<(a,+a,+---+a)(a+ay+---+a)---(a+a,+---+a).
Ponavljanjem ovog postupka dolazi se do nejednakosti GA.
Dokaz 10. Dokaz koji je dao Guha [1] zasnovan je na nejednakosti
(px+y+a) (x+qp+a)>((p+ 1) x+a)((g+ 1) y+a)
(p=g>0, x=zy>0)
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sa jednako$¢u ako i samo ako je x=y. Ova nejednakost sleduje iz identiteta

(px+y+a) (x+qp+a)—((p+ D) x+a) (g+ 1)y +a)=(px—gqy) (x— y).

Ako pretpostavimo da je x,=- - =x,>0, uzastopnom primenom gornje
nejednakosti dobijamo
(nA)n (xl '+xn)(x1+'"+xn)"'(x1+"'+xn)
Z(2x 4 x4+ Fx)RxyF x4 FX) (X F - -+ xy)

(X e+ x)
=>.
Z(mx))(2x,+ X34 - - - +x) (0, + 2%+ - - - +X,)
ce(Xy e X+ 2X,)
=..
= (nx,) (nx,) - - - (nx,) =n"G".
Primetimo da je ovaj dokaz veoma sli¢an dokazu 7.
Dokaz 11. Slede¢i induktivni dokaz dao je Nagell [1] (takode videti: Solberg [1]).

Pretpostavimo najpre da je 0<a,<--.=<a, I stavimo A=n(4—G). Tada, ako
je A,.=a,.”"—a,,1/” (1<isn), imamo

Ako nejednakost GA za n=p (2< p<n-1) primenimo za &lanove ,! imamo

2= 50 20002 2 o)+ 3 (B ar—rTTa)
;é = (::;) _gAiP;O.

Dokaz 12. Pretpostavimo da je nejednakost GA tacna za k (1sk<n-1). Ako

je [1a,=11i ako svi g; nisu jednaki 1, tada je bar jedan od njih, recimo a,,
i=1
veéi od 1 i bar jedan od njih, recimo a,, manji od 1, tako da je

n n n
> a=a,+a,+ 2 a>1+aa,+ > a (na osnovu (15))
i=1 i=3 i=3

=1+(n—1) (na osnovu induktivne pretpostavke).

Na osnovu leme 12 (a) ovo je ekvivalentno sa GA.

PrRIMEDBA: 3° Ovaj dokaz kombinovan sa dokazom 3 leme 8 dao je Dorrie [2, p. 36]. Ovaj
dokaz nalazi se i u knjizi Korovkina [1, p. 7). Takode videti Ehlers [1] i Kreis {1].
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Dokaz 13. Pretpostavimo da je GA taéno za prirodne brojeve manje od n.
Tada je

1—
G, (a; P) = Gn—] (d; P ) pnanp"
1—p,

=(1-p)G,_, (a; L4 ) +pn,a, (na osnovu leme 9)

1—p,

=(1-ph4d,_, (a; 7 ) +p,a, (na osnovu induktivne
1—p, pretpostavke)

=4,(a; p).

Sludaj jednakosti sleduje iz leme 9 i induktivne hipoteze.

PRIMEDBA: 4° Ovaj dokaz je naveden u HLP, p. 38.
Dokaz 14. Pretpostavimo da svi @, nisu jednaki i stavimo 4= A,(a; p). Defini-
n

§imo realnu n-torku b pomocu a;=(1+5b) A (1=i=<n); tada je Zpib,:O i svi
i=1

b; nisu jednaki nuli. Na osnovu (1.14) imamo
G(a; p)=AG(1+b; p)<<Aexp ( 2 pib,-)=A=An(a; p)-
i=1

PriMEDBA: 5° Ovaj dokaz moZe da se nade u &lanku Lidstone [1]. U sludaju jednakih tezina,
dokaz se nalazi u HLP, p. 103. Medutim, kako se moZe videti iz &lanka Wetzela [1], ovaj
dokaz dao je Poélya koji ga je, kako sam kaZe u pismu Wetzelu, izveo kada je imao 20
godina (znali oko 1907). Medutim, ovaj njegov dokaz nije bio publikovan.

Dokaz 15. Eksponencijalna funkcija je striktno konveksna ako svi a; nisu medu-
sobno jednaki. Stoga, na osnovu J-nejednakosti imamo

G (a; p) =G (exp loga; p) =exp (4 (loga; p)) <A (exploga; p) = A (a; p).
PRIMEDBE: 6° Ovaj dokaz nalazi se u HLP, p. 78.
7° Steffensen [2] je koristio funkciju —logx u istom cilju. Videti takode: Barton [1].

Dokaz 16. Sledeéi interesantan dokaz pripada Bohru [1]. Razmotrimo razvoje
e” 1 x*y*/k! po y; oCigledno, nijedan &lan prvog razvoja nije manji od odgo-
varajuéeg Clana u drugom razvoju. Tada je lako videti da isto vaZi i za dve

n n k
funkcije exp(Z xi) i (H x,.) y*[(k)" koje su dobijene kao proizvodi funkcija
i=1

prethodnog oblika. Prema tome, poredeéi koeficijente uz y*, dobijamo

A@ 1 (nk)!)ll(kn)
G® n ((k!)" '

Ako k—> + o, koristeé¢i Stirlingovu formulu m!~m’”e“"’\/ 27 m, dobijamo
da desna strana ove nejednakosti teZi 1.

U knjizi BB navedeno je da iz ovog dokaza, kao §to je i sam Bohr pri-
metio, ne sleduje sluéaj jednakosti. Ovo, medutim, nije tatno, kao $to je poka-
zao Dinghas [4].
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Dokaz 17. Ovaj induktivni dokaz dao je Carr [1]:
1 —
Gn +17 (G,, + 11/nan + 1(n_ D Gnn_l)l/n =— Gn + 11/" Ay 1(n_ Dim 1 nl Gn
n n

—1

n

1 _ n—1 1 /1 n—1 n
§~(Gn+lan+1n 1)1/n+*—Ang'“(*Gn+1+——‘an+1)+ A
n n n\n n

n

<A,.,
Dokaz 18. Jednostavan induktivni dokaz dao je Walsh [1]. Ako pretpostavimo
da svi @; nisu medusobno jednaki, na osnovu identiteta

n 1 n n
Z (Za” 1)(2‘1)_32 > (@ —a Y (g~ ap)
iz -1 J=1k=1
imamo

Na osnovu induktivne hipoteze je

z " l=n-1) Hak (1=izkh),
k#t

pri éemu bar jedna od ovih nejednakosti mora da je striktna. Sabirajuéi ove
nejednakosti, dobijamo

(25) i a,.”‘1>(ﬁ ak)(i i).
i=1 k=1 i=1 %
Iz (24) i (25) sleduje GA.

Dokaz 19. Slzde¢i dovitljivi dokaz dao je Nanjundiah [1]. Defini§imo oy i v,
pomocu

Py Py _ Pyipg P
ak_piak*_‘;_“ak b Ye=ak Clag_k=Pk (1=k<n),
% K

gde je p,=0 i ao—l Tada na osnovu leme 9 (a) imamo YkZak (I=k Sn)
Dalje Je Ak(a p) ak—Gk(y,p) (l1=sk=n). Prema tome A (y, -G (Y, D)

2A,,(oc, p)— G,,(oc, p)=0, &ime je dokaz zavrSen jer niz Y defini$e niz a. Slucaj
jednakosti sleduje direktno iz leme 9.

Dokaz 20. Drugi jednostavan dokaz GA u obliku leme 12 (a) moZe da se iz-
vede primenom sledeée nejednakosti za pozitivne n-torke (n=2):

Xpor, Xn

(26) gL gty Tnay
X, X Xy X,
sa jednako$¢u ako i samo ako je x,=-.-=x,. Najpre indukcijom dokaZimo

(26). Za n=2 nejednakost (26) postaje

27 T+Ts2 (n#xy,

X, X
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§to je upravo (14). Pretpostavimo da je (26) tano za n—1 i da je x,=minx.
Tada je, na osnovu induktivne pretpostavke,

x_'_}_ . +b+szﬁ+ e +xii,!+(f”;'+ﬁ_&';l)

X, Xy, X X X, X, X, X,

g(nﬁ1)+(&1+ﬁ_h):n+<b+ﬁ_i‘u_ ])_

Xy X Xy X, X X,
Izraz na desnoj strani je nenegativan jer je
Xn—1 +x__n _Xn-1 1= (Xn—1—Xn) (X;— %) >0.
Xn X1 Xy X1 Xn

Slu¢aj jednakosti se neposredno dobija. Neka je sada a pozitivha n-torka

i definiSimo x pomocu xk:Ha,. (1=k=n), gde je a, = (1=k<n),
i=k Xk 41

a ="". Tada (26) daje > a;=n, §to je trebalo dokazati.
i=1

n
Xy

PrRIMEDBE: 8° Ovaj dokaz je zasnovan na jednom problemu iz Korovkine knjige [1, p. 8],
gde je nejednakost (26) dokazana pomocu GA.

9° Nejednakost (26) moZe da se posmatra kao generalizacija nejednakosti (27) koja je ekvi-
valentna sa (16). Druga generalizacija je

X ety Xy - eXvil Xpt oot Xxym1_ nv
—— 4o - =

(2% — ~ =
Xv4l+ oo+ X, Xuiflt---+X, Xyt oot Xy_, A—V

(videti: Jani¢ i Vasi¢ [1]). Ako je v=1, (28) se svodi na (26).
Ako stavimo S,=ux,+ ---+.x,, leva strana u (28) jednaka je sa

Sp— Xy 14 -« +x5)  Sp—(Xv+2+ -+ X+ X)) Sy— v+ +x,_)
— + — e+

Xyl+ oo+ Xy Xv42+ Xy X Xyt oo Xy,
/ 1 1
=S, — —— et - ———|—n
Xy+1+ oo+ Xp Xyt Xy
n*S,

= e ——:—n (prema (18))
(vl + oo+ X))+ oo+ (Xy+ o +X,_))

ntS, n

N (n—v)S,,_ n—v’

Dokaz 21. Sledeéi dokaz pojavljuje se kod Mitrinovi¢a [1, pp. 232—233] (ta-
kode videti Diananda [1]). Neka je ¢,>0 (1 <i<n+1) i pretpostavimo da GA
vazi za n. Ako je nd=a, +(n—-14,,, i G=(a,.,4,.," "), na osnovu
induktivne pretpostavke je

Ao =+ Uyt )2 (A, )P 2(G,6)P = (G 7y )1,

n

¢ime je dokaz zavrSen.
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Dokaz 22. Dokaz primenom metoda dinamic¢kog programiranja dao je Bel-

Iman [5]; takode videti: BB, p. 6 i knjigu [11], p. 25, od Mitrinovi¢a i Vasic¢a.

Ovim metodom dokazuje se lema 12 (b) posmatranjem problema maksimizi-

ranja proizvoda Ha,. pod uslovom za,.=a. Neka je taj maksimum g(n; a).
i=1 \

i=1 |
n—-1'

Ako izaberemo a,, preostaje da se odrede a,, ..., @,_; uz uslov Z a,=a-a,
i=1
(a; = 0) tako da maksimiziraju H a;. Odavde je g(n; @)= max (a,,g(n— l;a—a ))
0=anp=a
g(l; a)=a. Ako je a,=aw,, tada imamo g(n; a)=a"g(n; 1). Kako je g(m 1)
—g(n—1; ) max (y(1-y)"1)= —)—
0=y=<1

dobijamo g(n; a) = (i)".
n

gn—=1;1) i g(1; 1)=1, na kraju

Dokaz 23. Drugi dokaz nejednakosti GA u obliku leme 12 (a), primenom dife-
rencijalnog rauna, je sledeéi (videti: BB, p. 5):

Zelimo da minimiziramo funkciju ,a, nad skupom E— {a]a,.g 0(l=i=zn),

i=1

a,= 1}. Primenom Lagrangeovih multiplikatora, polazeéi od funkcije f date

sa  f(a;, ..., a)=H a,.—lz a,, imamo §{=l Ha,.-—k. Da bi vazZilo

a; a; i=1
R =0, mora biti g;= - - =a,=27=1.0davde kao jedini minimum
da, da,,
sume . a, dobijamo n, §to je, u stvari, lema 12 (a).
i=1
Nejednakost GA takode se moZe dokazati ako se Lagrangeovi multipli-

n

katori primene na minimizaciju | [ a; nad skupom E={a]ai20 (1=ign),
i=1

> a,:n] (videti: Rodenberg [1] i Amir-Moéz [1]).

i-1

Dokaz 24. Veoma prost dokaz nejednakosti GA u obliku leme 12 (a) dao je
Newman [1]. Stavljaju¢i u Bernoullievoj nejednakosti (teorema I. 9): x=a,,,—1,
o= —1/n, imamo

(29) +a,,+1>n+1 (a,,,>1, n>1).
L
nt1

Ako stavimo || a,=1 i pretpostavimo da svi @, nisu medusobno jednaki,
i=1

tada je bar jedan od njih veéi od 1, recimo a,, ,>1. Stoga

n+1 n+1 i/n
> a,zn (H ai> +a,,, (na osnovu induktivne pretpostavke)
i=1 i=1

=na,,,~""+a,,,>n+1 (na osnovu (29)).
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Dokaz 25. Sledeéi induktivni dokaz dao je Thacker [1]. Na osnovu nejedna-
n —1 .. . . . .
kosti (1 +i) >( 1 +—x——l)" (koja je, u stvari, generalisana Bernoullieva nejed-
n n—

nakost), imamo

"=al"(l—|-a2+”. +a,,+(1——n)a,)"

na,

a,+ .

. -1
zal( 1+—”")" za,(a, - -a)=G

n—
Dokaz 26. Sledeéi interesantan dokaz dao je Mohr [2]. Uvedimo najpre oznake
a=a=(a,..., a) 0<a,=-+-=Za,, a+#a,),
1 i 1
a1=(a°)1=(a1,..., ar), ai=A,_(@a,..., q_1, @,(,..., a,)
i pretpostavimo da su al,..., a*-! definisani sa a* = (a*~1)!. Tada su &lanovi a*

u stvari aritmeti¢ke sredine &lanova a*~1! uzetih (n— 1) puta. Bez teSkoce se pro-
veravaju sledeéi identiteti

A, (@)= A,@" (za svako k),

k_ _ k-1 @)—a An 8y
@i = A,@)+ (= D1 IS S 4, @)+ (k=1 (prema (2)

Odavde, na osnovu teoreme 5, nalazimo

(30)  G,@)=4,@)+—2 (k=1).
(n—1)k

Pretpostavljajuéi da je GA tano za n—1, tada za k=1 vazi

af=G, (&5, .., aiT, di, ..., a7 )= G,,(ak‘l)':_1 (a,{“l)_"__l—1
i odatle
31 G, (@) =G, (@) (k=1).
Kako je a,#a,, induktivna pretpostavka daje
(32)  G,(@)=G,(a).

Na osnovu (30) i (31) dobijamo

my < 4 0 an—a,
() Gam=d,@) 2

=m).

Koriste¢i (31), izaberimo k tako da je G,(a') - (fﬁ—_:TI‘ch,, (a®), $to, zajed-
n_.

no sa (31) za m=1, upotpunjuje dokaz.

PriMEDBA: 10° U stvari, ovaj dokaz daje nejednakost A,(@)=G,(@™) (m=0).
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Dokaz 27. Dzyaduk [1] je dao dva identiteta iz kojih se moZe dobiti GA:

i eG4 %y (G) ;
n+1 n+1 G,

gde je p polinom definisan u 1.5.1. Odavde na osnovu (1.3) je
(34) nGn+an+12~(n+l)Gn+l'

Na osnovu induktivne pretpostavke leva strana u (34) nije veéa od
nA,+a, =(n+1)A4, ;. Ovim je dokazana nejednakost GA. Slucaj jednakosti,
na osnovu induktivne hipoteze, nastupa ako je a,= - .- =a,, a na osnovu (1.3)
ako je G,=G,.,, tj. ako je a,=-- - =a,,,.

. 12
(i) A, = G,=— > Gy P, (Gr/G_1)s
L)

odakle neposredno s'eduje GA. Sluéaj jednakosti se dobija primenom (I.3).

Dokaz 28. Jednostavna primena polinoma p da bi se dokazala nejednakost

GA je:
An:_GJ!;‘ (i\n+(n_l)An~1)an~x ( Gy, )”+n_1\
n Gn»l/ Gn n Gn—, )

(na osnovu induktivne pretpostavke), odakle prema (I. 3) imamo

G, _
A,z O G
n Gy

Slu¢aj jednakosti se neposredno dobija.
PrRIMEDBA: 11° Ovo je osnova za poboljSanje GA; videti teoremu 18, koja kasnije sleduje,
dokaz 1 od Jacobsthala [1]. Isti dokaz mozZe se na¢i kod Climescua [1]. U tom radu je ta-
kode dato jedno proSirenje ovog metoda na Sire klase nejednakosti.

Dokaz 29. Veoma jednostavan dokaz leme 12 (a) moZe se dobiti na s'edeéi
nadin (videti: Mitrinovi¢ i Vasi¢ [11, p. 27]): Neka su g, (1<i<n) isti kao u

lemi 12 (a). Prema (I1.12) je > loga, — > a,+n=0, tj.
i=1 i=1

PRIMEDBA; 12°: Ovaj dokaz se moZe jednostavno modifikovati da bi se dobio direktan dokaz
u sludaju opstih teZina.

Dokaz 30. Pretpostavimo da je G(a; g)=e i > g;=1. Na osnovu (I. 11) je
i=1

a,>eloga,, i prema tome,

n n n
Saqgzelog]la%=e=]]a%.
i=1 i=1 i=1

Slu¢aj jednakosti se dobija bez teSkoce.

Dokaz 31. Dokaz teoreme 6 u sluéaju jednakih teZina, koji je dao Kong-Ming
Chong [1], sleduje neposredno iz tcoreme I.15 i sledeée leme.

Lema 15. Ako je a=(a,, ..., a,) pozitivna n-torka i A=(4,(a), ..., 4, (@)
tada je A< a.
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Dokaz. MoZemo pretpostaviti da je ¢, 2a,2 - - - 2a,. Tada, za 1<k<n, vaz
k

kA< D a,, sa jednakodéu ako i samo ako je k =n. Odavde izlazi
i=1

i=

n k
kd,sndy, 4. k 2 a=@n-k) 2 a,
i=k+1 i=1

§to neposredno sleduje iz pretpostavke da je a¢,= - - - =a

n*

Dokaz 32. Nejednakost GA je posledica sledeée nejednakosti izmedu aritmeticke,
geometrijske i harmonijske sredine

Ann~1Hn£Gnn%Aann—l

koju je matemati¢kom indukcijom dokazao Sierpinski [1]. O generalizaciji ove
nejednakosti videti: Mitrinovi¢ -— Vasi¢ [14].

Dokaz 33. Nejednakost GA sleduje iz sledeée nejednakosti

n—1 n
(5 w-af
i=0

u kojoj jednakost vaZi ako i samo ako je d,=---=d,_,=0.

> d  (d=0,i=1,..., n-1)

Dokaz prethodne jednakosti moZe se dati matematickom indukcijom. Ne-
jednakost je tatna za n=1. Ako pretpostavimo da je nejednakost tatna za
neko »n, imamo

n i n—1 n n
PASYCES) S D) d,é(_zo(nJrl)(n‘i)di) Zo(nJrl)nd,..

i=0 j=0

Ako u nejednakosti (a—c¢) (b+c)=ab stavimo

n n—1 n

a:(z(n+1)nd,-)—jc, b=(z(n+1)(n_,-)d,.),
i=0 i=0
c=>id, (j=0,1,...,n-1),
i=0

zaklju¢ujemo da navedena nejednakost vazi i za n+ 1.

Za dy=x,, d=x;,,—x; (i=1,..., n—1), uz pretpostavku x,,,=x;
(i=1,..., n—1), dobijamo nejednakost GA.

PriMEDBA: 13° Ovaj dokaz dao je Devidé [1].

Dokaz 34. Sledeéi, nepublikovani dokaz, pripada A. Climescuu. Pretpostavimo
da GA vaZi za n. Tada vaZi i

y————
X+ +x,,+xn+lgn\/x1- <X,

kao i n analognih nejednakosti. Sabiranjem ovih nejednakosti nalazimo

n n
x1+"'+xn+12 xlxz"'x,,+"'+’/x2"'xn+1'
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Ako je x,--+x,,,=1, iz prethodne nejednakosti dobijamo
Xpb oo A X 2xm W x, T
Ponavljanjem ovog postupka imamo
Xph X Zzx T
Zx, U xR
fo”"’-l— N _|.x”+1—1/n3
z « .

Kako je lim (x,'" + ... +x,,,")=n+1, dokaz je zavrien.

r—+ o

Dokaz 35. Sledeéi dokaz dao je JuZakov [1]. Pretpostavimo da je GA tatno
za n—1. Stavimo 4,(a)=a, x;=a,—a (i=1,..., n). Tada je x;,+ --- +x,=0
i medu brojevima x, ..., x, postoji bar jedan pozitivan i bar jedan negati-
van. Neka su to, na primer, x, (>0) i x, (<0). Tada je

a a,=(a+x))(@+x)=a>+a(x +x,)+x x,<a(@+x, +x,).

Na osnovu induktivne pretpostavke je

U=y _(@+X,+X)+a,+-+++a
((a-i-x‘ +x2)a3. - a") In )§( 1+ X2) 13 n
n_..

_ (@+x;+x)+@+x)+---+(@a+x,) _

2

n—1
tj.
(@+x,+xy)a,---a,<a""1,

Kombinujué¢i dokazane nejednakosti, imamo
a,a,a, - a,<a(@a+x,+x,)a,---a,<aa" '=a"

Dokaz 36. Sledeéi induktivni dokaz, do sada nepublikovan, dao je Z. Mijalko-
vi¢. Ako stavimo a;=x,G,(a) imamo G,(x)=1. Iz pretpostavke da GA vaii
za n--1 imamo

n—1
2. %G (@=(n-1)G,_, (x)G,(a).
i=1
Kako je GA taéno za n=2 imamo
(n-1)G,_, (¥ G, @+ (n—1)x, /"D G, (@) 22(n—1) G,(a),
dok na osnovu induktivne pretpostavke vaZi
x,G,(@+(n—2)G, (@ =(n—1)x,"DG,(a).

Sabiranjem poslednjih triju nejednakosti, posle sredivanja, dobijamo
G, (@)= 4, (a).

Pretpostavimo da jednakost G,(a)= 4, (a) vaZi a da pri tome nije q, = -
=...=qg, Neka je, na primer, q,>a,. Tada je q,—a,=2m>0. Neka je
x,=a,—m, x,=a,+m. Kako je

- —m?= 2
X\ Xy=a,a,+ (@, —a) m—m?=a,a,+m*>a, a,
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zakljudujemo da je
(xl X, Ay - - an)I/”> (al a,- - an)l/".

Iz ove nejednakosti, na osnovu jednakosti G,(a)=A4,(a) i x,+x,+a,+
+---+a,=a,+a,+ - - - +a,, dobijamo

Un Tt X, tas+ - +a,
(%, x,a, -+ ~a,)li">

$to je protivureCno nejednakosti GA.
2.4. Neke primene nejednakosti GA. (i) Pri dokazivanju da je lim (1 + i)”: e,

n—>+oo n

osnovni korak je da se dokaze da (1 + L)n raste sa n. Primenom nejednakosti
. n

. 1 1
1 \n\n T 1+(1+~n—)+---+(1+7) 1
((1+~)) < =14+ —,
n n+1 n+1
(s <{ee
n n+1 .

. - . . . . 1\ .
Na slidan nadin, moZe se diskutovati monotonost nizova (1__) i
n

GA imamo

( 1+ i)"“ (videti: Forder [1]).

n
(i) Bernoullieva nejednakost moZe se dokazati na slede¢i nadin (videti: Jeck-
lin [6], [71, [81).
(a) Pretpostavimo da je a>1. Tada je suprotna nejednakost od (I.6) ekviva-
lentna sa (1 +x)*+ (1 — i) = | + x, §to je neposredna posledica nejednakosti GA.
[+4 o
1
(b) Ako je 0<a<1, prema (a) je (l+ax)*>1+ x §to je ekvivalentno sa(L.6).
(c¢) Neka je xa<<0. Ako je 1+« x =0, rezultat je trivijalan. Pretpostavimo, stoga,

da je l +ax>0 i izaberimo > 1, tako da je 0< —%<I. Tada na osnovu (b)

o
imamo (1 +x) B<l-— %x, tj.

o
o 1+—x
+9Fz—t P ;1+~;‘—x,
o
1——x I—Ez-xz

tj. posle stepenovanja sa B, i primene (a)
(1+x)°‘;(1 +%x)sgl+ocx.
Sludaj jednakosti dobija se direktno.

PriMEDBA: 1° Kako je Bernoullieva nejednakost iskori§éena da bi se dokazala lema 9 iz koje
GA sleduje indukcijom (videti dokaz 24), zaklju¢ujemo da su Bernoullieva nejednakost i ne-
jednakost GA ekvivalentne.
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Infantozzi [1] je dokazao opstiji rezultat, naime on je dokazao da su slede¢e nejedna-
kosti ckvivalentne: GA, |(, v)| < | «|| ||| ((%, ») unutradnji proizvod vektora u i v, | || Eu-

klidova norma), Bernoullieva nejednakost i njoj suprotna nejednakost (u smislu sludajeva (a),
(b) i (¢) koji su gore razmatrani), nejednakost trougla ||a+b||=|la|| +||b]|, a*bB <aa+Ppb
(@, B=0, a+B=1), a*bb=aa+Bb (xili B nepozitivni, a+B=1), ZaxbP(Za)x(Zb)s

11
O=a<l, a+f=1), Saxbb=(Ta) (Zb)B (x=1, a-+p=1), Tab=(T az)!/o(Z bB)!/8 <_+Eg
o

1 1
=1; o B>0,), Zab=(Z anlix (X bB)1/B (—+E§1,a ili B ili oba negativni), (Z(x-|-y)p)1/l’
o

<(Z xP)ip + (Zyp)tie (p>1), (Z(x+»)P)P=(Z xp)1ip + (S yp)1 /P (p<1) (sve pomenute nejedna-
kosti odnose se na pozitivne nizove).

(iii) Primenom nejednakosti (14) moguéno je dobiti refenja viSe elementarnih
problema o maksimumu ili minimumu (videti: Fletcher [1] i Frame [1]).

2.5. Nejednakost GA sa raznim teZinama. Sledea teorema daje nejednakost iz-
medu aritmeti¢ke i geometrijske sredine sa raznim teZinama.

Teorema 16. Ako su a, p, q tri pozitivne n-torke, tada je

Gn(a;p)é(c”(p;p))( On )An(a;q),

Py G, (¢; P
. vz . . a a
sa jednakoitu ako i samo ako je G ... =
P, Pn

Dokaz. Kako je
aq
G (~—; p)
G@p _ \p G p)  Qn
A q) (aq. ) P, Ga;p)’
A —s D
)4
dokaz neposredno sleduje iz teoreme 6 (Mitrinovié¢ — Vasi¢ [2] i Bullen [2]).

Teorema 17. Ako je a pozitivna n-torka, tada je
(35) 1+G,@=G,(1+a)=1+A4,(a),

(36) 14— gG,,(Hi)gH—l ,
n(a a H,(a)
sa jednako$éu ako i samo ako je a,=..-=a,.

Dokaz. Nejednakosti (36) dobijaju se ako se (35) primene na niz i. Desna

a
strana nejednakosti (35) dobija se pomoéu G4 jer je G(1 +a)<A(1 +a)= 1+ A(a).
Leva strana se dobija na sledeéi nadin

n n
H(l'i_an):l’i'z Z Qi iy » - " Qi
i=1 Mol A<h< - <im=m
n

r n 1 m
=1+ 2 ( )( H a; a, ... ai,,,) (na osnovu GA4)
m=1 \M7 \1<ij < T<ip<m

e 3 I 0o

PriMeDBE: 1° Drugi dokaz ovih nejednakosti biée dat kasnije (primedba III. 3.2. 4°).
2° Lupas i Mitrovi¢ [1] dosli su do ovog rezultata.
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3. RAFINIRANJE GEOMETRIJSKO-ARITMETICKE NEJEDNAKOSTI

3.1. Radoova nejednakost. Postoji viSc rafiniranja nejednakosti G4, tj. nejedna-
kosti (12). Najpre ¢emo posmatrati ono rafiniranje do koga dolazimo ako (12)
predstavimo u obliku

(37)  A,(a; p)—G,(a; p)20,

i potraZimo preciznije donje ogranifenje za izraz na levoj strani. Posmatranje
ovog rafiniranja, kao i kasnijih, u nekim slucajevima dovodi do novih dokaza
osnovne nejednakosti GA.

Teorema 18. Ako su a i p pozitivne n-torke i n=2, tada je

(38)  P.(4,@p -G, (& p)2P,_ (4, (@ p)-G,_, (& p)
sa jednakoséu ako i samo ako je a,=G,_,.
Dademo vise dokaza ovog rezultata.
Dokaz 1. Ovde ¢emo posmatrati samo sluéaj jednakih teZina i iskoristiéemo do-
kaz Jacobsthala [1] (videti 29. dokaz nejednakosti GA):
An— Gn An~1 G,,
I B s LN (R E e ~(=1)),

n—1 n-1

n-1 n—1

na osnovu (L.3). Medutim ovo je upravo (38) u sludaju jednakih teZina. Dalje,
na osnovu (I.3) zaklju¢ujemo da jednakost vaZi ako i samo ako je G,=G,_
tj. a,=G,_,-

19

Dokaz 2. Jednostavna izraCunavanja pokazuju da je (38) ekvivalentno sa
Pn P,

39  Za4t16, 246, ",
P,

n n—1
n Pn

§to je neposredna posledica nejednakosti GA.

Dokaz 3. Ovo je modifikacija Liouvilleovog dokaza (dokaz 3) nejednakosti
GA. Neka je x=a, i stavimo f(x)=P (A4,—G,); diferenciranjem nalazimo da
fza x=0 ima jedinstven minimum za x,=G,_,. Stoga je f(x)>f(x,) (x#x,),
gde je f(xg)=P,_,(4,_,—G,_,), Cime je zavrSen dokaz.

Dokaz 4. Stavljaju¢i u posledici 1. 31: f(x)=e*, x,=loga;, neposredno dobija-
mo nejednakost (38).

PrRIMEDBE: 1° Uzastopna primena nejednakosti (38) dovodi do (12), jer je
P, (An""Gn)an—l (An—l_ n—1)% T §P1 (AI_GI):O'

Dalje, koristeéi slu¢aj jednakosti u teoremi 18, dobijamo sluéaj jednakosti za GA. Ovo
je jedan drugi dokaz teoreme 6.
2° Izgleda da se (38) po prvi put srece u HLP, p. 61. Tu je (38) dato za sludaj jednakih
tezina i ovaj rezultat je pripisan Radou. Prethodni dokaz 1 je sugeriran uputstvom koji je
u HLP dato citaocu.
3° Logi¢an interes ima i Cinjenica Sto je i odigledno strozi rezultat iz teoreme 18 ekviva-
lentan teoremi 6. U stvari, gornji dokaz 2 moZe se iskoristiti da bi se dobilo sledece progi-
renje leme 10. Dovoljno je dokazati teoremu 6 za slucaj jednakih teZina i sa svim ¢&lanovima
medusobno jednakim izuzev jednog (tj. @, =:-- =a,_,=a, a,=b, a#b). Zaista, da bismo do-
kazali teoremu 6 za slu¢aj jednakih teZina (3to je dovoljno na osnovu leme 10), na osnovu

4 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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primedbe 1° dovoljno je _dokazati teoremu 18 za ovaj sluaj, tj. dovoljno je dokazati sledeéu
nejednakost koja se dobija iz (39):

n—1

X

a, n—I1 n
(40) —t—Gy Za," Gy ",
n n

sa jednako3¢u samo ako je a,=G,_,;. Medutim, ovo je specijalan slu€aj pomenute teoreme 6.

a
4° Nejednakost (40) sleduje iz (I. 4) ako se stavi x=——— . Prema tome, na ovaj nacin, dat
n—1

je jedan drugi dokaz nejednakosti GA.

Posledica 19. Ako su a i p pozitivne n-torke i n=2, tada vati
1
1 . Dipr
@l A, (& p) -G, (ap)=— max (ap+a.p.—(p+p) (@7 a )7

P, 1<jk=n

Dokaz. Koriste¢i ideju primenjenu u primedbi 1°, ali zaustavljajuéi se jedan

korak ranije, imamo
1

(42) P (A,-G)=P,(4,-G)=a,p +a,p,—P,(a aZPZ)P;,

§to implicira (37) jer sz nizovi @ i p mogu preurediti tako da daju istu levu
stranu kao u (42), dok se desna strana moZe varirati.

PriMeDBE: 5° Nejednakost (41) daje precizniju desnu stranu od (37). U slugaju jednakih te-
Zina, (41) ima posebno simetri¢ni oblik

1 —
A,—G,=— max (\/Fj—-\/ak)

no1<j k<n

2

6° Radoova nejednakost, iako se pojavljuje u HLP, bila je viSe puta ponovo otkrivana i re-
produkovana. Videti, na primer, Bullen [1] i [9], Bullen i Marcus [1], Dinghas [1], Kestel-
man [1], Mitrinovi¢ [6], Popoviciu [2] i [3], Stubban [1], Tchakaloff [1].

3.2. Popoviciuova nejednakost. Diskusija sliCna onoj u 3.1 moZe se izvesti ako
se nejednakost GA, umesto u obliku (37), predstavi na slede¢i nadin:

43 h@P
G, (a; p)

Nzjednakost (44), koju ¢emo sada dokazati, moZe s posmatrati kao mul-
tiplikativni analogon nejednakosti (38).

Teorema 20. Ako su a i p pozitivne n-torke (n=2), tada je

(44) (An (a; p)>P” = ( An—l (a; p) )P"—l

Gy(a; )]~ \ Guy (@ D)
sa jednako$éu ako i samo ako je a,=A,_,.

Dokaz. Cetiri dokaza nejednakosti (38) mogu se lako modifikovati da bi se
dokazala nejednakost (44).
(i) U sluCaju jednakih teZina jednostavna izraCunavanja, na osnovu (1. 6), daju

(:4_{')":(;/_1D>n—1 (ﬂ_‘)<1+i(_l+ @n ))ng(AnA1)"_l.
Gn Gn—l ay n An‘l Gn—l
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(i) Nejednakost (44) je ekvivalentna sa

Pn—l
Pll

A, + %, a,= A, _Pn—1/Pn g, oniPn,
n

§to je neposredna posledica GA.

(iii) Na sli€an nacin kao u dokazu 3 teoreme 18, ako stavimo x=a,, g (x) :g,
. h

rezultat sleduje iz jednostavnih osobina funkcije g.

(iv) Stavljajuéi f(x)= —logx, u posledici 1. 31 neposredno dobijamo nejedna-

kost (44).

U svim dokazima sluéaj jednakosti se jednostavno ispituje.
PrimepBE: 1° Uzastopna primena nejednakosti (44) dovodi do jednog drugog dokaza teoreme
6 (videti primedbu 2° koja prethodi).

Takode, donja granica u (44) moZe se poboljSati na nacCin sliCan onome koji je koris-
¢en za dokaz nejednakosti (41):

. ps 1/P,
A a; a; p;a;p; \Pi+P; n
_l( p) g max (._l‘?_lﬂ) al.fpj aj—Pj) .
Gy(a; p)  1sij<n\\ Pitp;

Ova granica postaje posebno simetricna u slucaju jednakih teZina:
A a;jay 1/n
.12 max (J_) .

G, 1<jk<n\ 2

2° Nejednakost (41) je prvi dokazao Popoviciu (2], [3]) u sluaju jednakih teZina. Ona se
implicitno pojavila u jednom ranijem ¢lanku Simonarta [1], koji je dao dokaz 3 ali nije ista-
kao §ta je u stvari dokazao. Drugi autori su dali razliCite dokaze (Bullen [1], [2], [3], Bullen
i Marcus [1], Dinghas [1], Kestelman [1], Klamkin [1], Nanjundiah [1], Mitrinovi¢ [6], Mi-
trinovi¢ 1 Vasi¢ [2], [3]).

Sliénu nejednakost za harmonijsku i aritmeti¢ku sredinu dobio je Klam-
kin [1]:
Teorema 21. Ako su a i p pozitivne n-torke i n>2, tada je

1 1

(45) P (én(a; p))i—P (An—l (a; p))pr
" \H,(a; p) "\H, @p/ "

sa jednako$éu ako i samo ako je a,=|A,_, (a; p)H,_, (a; p).

P2A P, _ Pn
Dokaz. %’ =(P, Ay +a,p,) (;ILL L *)

n n-1 an

P, 2A,_ A, a
— n 1 n—1 +pn2+Pn_1pn("n 1+ . n )
Hn»«[ an Hn—1
P,_2A A,
>onot n—1+p2+2P‘p An—-1
Hn;, n n—1Fn Hn~|

A 2
— P n=1 ,
( ”“\/H,,_l”")
$to implicira (45). Sluéaj jednakosti sleduje iz GA.

PrIMEDBA: 3° Uzastopna primena (45) dovodi do osnovne nejednakosti izmedu aritmeticke i
harmonijske sredine (17), kao i do rafiniranja slinog sa (41).

4%
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3.3. Generalizacija Radoove i Popoviciuove nejednakosti. Razni autori, a posebno
Mitrinovié¢ i Vasi¢ ([1]—[5]) i Bullen ([2]—[4]) dali su razliita uopStenja ne-
jednakosti (38) i (41). Interesantno je da nije nadeno viSe primena ovih rezul-
tata. Jedina poznata primena potie od Vasica i Kecki¢a [1], medutim taj re-
zultat se isto tako moZe dobiti polaze¢i od osnovnijih nejednakosti (Bullen [13]).
Kako nam se ¢ini, ovo je uvek i slucaj.

Dva osnovna dokaza teorema 18 i 20, dokaza pomocu elementarnog di-
ferencijalnog racuna, i dokazi primenom nejednakosti GA, koriste se da bi se
dokazala ova dalja uopStenja Radoove nejednakosti. NajoCiglednije uopstenje je
da se dozvoli da sredine u (38) i (44) imaju razliCite teZine-rezultat nije nepo-
sredan nasuprot situaciji u teoremi 16. Jedan naroCito pogodan metod da se
pronadu ova uopStenja dali su Mitrinovi¢ i Vasi¢c (M, p. 90). Neki od dobi-
jenih rezultata mogu sz objediniti u slede¢u teoremu.

Teorema 22. (a) Neka su A i u dva realna broja takva da je au>0. Ako su
a, p i q pozitivne n-torke (nz2) i ako je P,>up,, tada je

(46)  0,4,(a9) - 75’ G, (a; p)*

=20, A (a4 q)

_ Pn _WPn_y

Pn—upn n "Pn—upn
—ow M" (Py—wpn) Gy (a; p) "

n
Ako je P,<wup,, vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vazi
ako i samo ako je
Pn _uPn_,

a,= () T Gy (a; p) T

(b) Ako je w>0 i ako su a, p, ¢ pozitivne n-torke takve da je Q,=uq, i
A, (a q)+QQ” =0, tada je

n—1

( ( )4 n rQ, )Qn~ufln
n-14; 4
(47) (An (a; Q)‘l‘)\)QiZ_l_( [0 )Qn-ulm ! On_,
wanPn  ut\Q,—ugy wanPr_y
Gula; p 7" Gy-y(@; p) "

Ako je Q,<ugq,, vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vaZi
ako i samo ako je a,=p A,(a; q)+ A
(c) Neka su a, p i g pozitivne n-torke (n=2), «, B, A realni brojevi | 1>0,
B(x—PBp,)>0. Tada, ako je o—Bp,>0, vaZi

(An(a; @) +M)* _ ( )ﬂpn (i)a( Qn_, )a Bon (Ay_, (@ 4)+10n/Qy- )" PPn
B pu o

48
( ) G, (a; p)BPn a—B py Gy (@ p)ﬁPn 1

Ako je a—Bp,<0, vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vaZi
ako i samo ako je (a—Bpy) dyan=Bp,(Qu i Ary @ @) +10,).
Dokaz. (a) Dokaz 1. Ako je A=p=1, nejednakost (46) se svodi na

0,4, q) -7 PG, (& p)=0,_, 4,_, (& q)— %P,,_l G._, (@ p)

Pn
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1 dokaz 3 teoreme 18 sugerira da se stavi x=a, i posmatra

f(x)=0,4,(a; q)—~P G,(a; p).
Mitrinovi¢ — Vasi¢ev metod [2] sastoji se u uvodenju dva nova parametra
i posmatranju sledeceg izraza

g ()= 0, A, (a; q) 1;?1 P,G,(a; p)*

umesto f. Tada je
g’ (x) — qn(l __)\H xWpn—Pn)/Pn G”_1 xJ-Pn~1/Pn)‘

Prema tome, g'(x)=0 ako je x= (w)Pn/Pn—vrn)G _ wPn_i/(Pa—urn) i za prvi
sistem uslova dokaz se sprovodi kao u teoremi 18 jer funkcija g ima tada

svoj minimum. Za drugi skup uslova ona ima maksimum, pa je dokaz sli¢an.

Dokaz 2. Metod upotreblien u dokazu 2 teoreme 18 mozZe i ovde da bude
primenjen. Medutim, nasuprot gornjem dokazu, on ne doprinosi utvrdivanju
oblika nejednakosti koja treba biti dokazana.

Prosta izraCunavanja pokazuju da je (46) ekvivalentno sa

(49)  ¥Png | PaTUPn o PuiPn s G, s PaefPr—um

n n

= a, prn (7\ (J-) G"_IU-PnﬁMPn’
n

§to je neposredna posledica nejednakosti GA.

Moglo bi sz primetiti da (49) pokazuje da je (46) nezavisno od gq.
(b) Dokaz nejednakosti (47), za koju je (44) partikularan slucaj, dobija se
koris¢enjem jednog ili drugog metoda koji je primenjen pod (a). Medutim, od
izvesnog interesa je da se zapazi da je ovaj rezultat isti kao i pod (a), poSto
ako stavimo

i {\L_____ann B’

2="4Pn G (g p)—4,(a; g) -

Pnln
nejednakost (47) svodi se na (46) (pri ¢emu su A i p zamenjeni sa o i $ res-

pektivno).
_ Un(@ @+ 2*

G (a; q)f8 Pr

(c) Kao u (a) stavimo x=a, i posmatrajmo funkciju x+f(x)
Tada f ima jedinstvenu ekstremnu vrednost za

g2n Qn_An_ (a5 9) +10,
9n a—Bpy

X=X,=
koja je minimum ako je «—8p,<0 i maksimum ako je o—Bp,>0.

PriMeDBE: 1°  Kasnije ¢emo videti da su nejednakosti (38) i (44) specijalni sludajevi jednog
opStijeg rezultata. Ovde, u stvari, vidimo da ih jednostavna generalizacija (46) ukljuuje obe,
izborom specijalnih vrednosti A i p (A=1, w=12za (38) i A=A, (a; p)/G, (a; p), M.—1, za (44)).



54 II Aritmetitka, geometrijska i harmonijska sredina

2° Ako je a=¢Q,, B:zﬁ, nejednakost (48) svodi se na
D

n

(4n (@ @+ N (An_ i (@ @) +2.00/Qn-1)?" 1
G, (a; p)‘InPn/Pn - G,_, (a; p)QM Pp_lpn
koja je multiplikativni analogon (46).
3° Nejednakost (46) mogla bi se dalje prosiriti, polazeéi od
Oru _ pn)
R, P,)’

4° Pogodnim izborom razli¢itih parametara dobijaju se rezultati koje su nekoliko autora iz-
DnQn

nqn

F) =0 Ay (@; )—1 G, (a; P)* —vGp(a; (X=an;

veli nezavisno jedan od drugog. Posebno, za A=

, Aqw=1, (46) daje nejednakost koja

je jednostavna generalizacija nejednakosti (38):

0 (An(@; )Gy @; )™ M P1O0 20, (4, (@ )~ G, (a5 p)) 0 i l(on On,

3.4. Everittovi rezultati

3.4.1. Uvedimo sledeée prosirenje oznaka za razne sredine. Neka su a i p dva
niza pozitivnih brojeva, I jedan neprazan konac¢an podskup od N,
1
1 N P
Pi=2p, M@ p) =1 5 ap; Gula p)=(I1a")

PIi{—I

Nejednakosti (39) i (44) Radoa i Popoviciua mogu se sada predstaviti
u slede¢om obliku.

Teorema 23. Neka su a i p dva niza pozitivaih brojeva. Definifimo sledece funk-
cije konacnih podskupova 1 od N:
oM =Pi(Ai(@ p)~Gi(a; p)) (A#2), p(2)=0;

Ay (a; p)

Py
m) (I#£ @), wm(2)=0.

7t(I)=(

Funkcije p [ 7 su rastuce.

Prvi Everittovi rezultati koje ¢emo proucavati odnose se na razne osobine
funkcija p i w (videti: Everitt [1], Bullen [2], Mitrinovi¢ i Vasi¢ [2]).

Teorema 24 (a) Skupovna funkcija ¢ je superaditivna;
(b) Skupovna funkcija w je logaritamski superaditivna, tj.

(500 e@UNZpM+o(),
51 rXUNzad) ().

Nejednakosti (50) i (51) sleduju iz preciznijih rezultata koje ¢emo dati.
Ako je a=(a,..., a,.,), stavimo

. _ 1 n+m - ntm
a=(a, 15 s Guim)> A p) == Z a;p;, P,= Z p;» itd.
m i=n+1 i=n+1
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Teorema 25. Ako su a i p pozitivne (n+ m)-torke, tada je
@ P4y (@ P) =G, (@ p) = P, (4, (a; )~ G, (a; p)

+ P, (4,,(a; p) - G, (a; p)),
sa jednakoscéu ako i samo ako je G,=G,,;

(b) (%N@WZ@MmWMWW“
Gpsm (@5 D) " \Gu(@;p) ] \Gpnla; p)

sa jednakoséu ako i samo ako je A,=A,,.

Teoreme 18 i 20 su specijalni slucajevi ovih rezultata. Metod primenjen u
dokazu 2 teoreme 18 moZe da se iskoristi za dokaz (a); sliCan metod koriséen
u dokazu teoreme 20 daje (b).

PriMEDBA: 1° Mitrinovi¢ i Vasi¢ [2] i Bullen [2] proSirili su teoremu 25 na slu¢aj kada se u
sredinama javljaju razlicite tezine.

3.4.2. U ovom odeljku razmatraéemo jedan problem koji jc takode razmatrao
Everitt ([2], [3]). Iz teoreme 23 sleduje da lim ({l,..., n}) postoji. Pitanje

n->+co
koje Cemo razmatrati je: za koje a je ova granica konatna? .

Teorema 26. Ako je a pozitivan niz, tada je lim n(A,,(a)~G,, (@)) konadan ako
n—+ oo

+ 00 + 0

i samo ako je (a) red 2 a, konvergentan ili (b) za neko «>0 red . (a; — o)?
k=1 i—1

je konvergentan.

Dokaz. Posmatracemo Cetiri moguéna tipa ponaSanja niza a: (i) lim a,=0;

n->-+4 oo
(ii) lim a,=a>0; (iii)) lim supa,= + oo;
n—>+ oo n—- oo
(iv) 0< lim infa,< lim supa,<<+ .
n—+w n—r+-o0

Slucaj (i). Koriste¢i ranije uvedene oznake, na osnovu teoreme 23, za svako
k(1 =k<n) imamo

n(4,-G)=p({l,..., nhze(l,..., k, n})
k )1/(k+l)

k
:an+zai—(k+1)(anHai
i=1 1

i
Prema tome, dobijamo

k k 1/(k+1)
aign(An_Gn)gan-i_ Z ai_(k+ 1) <an Hai>
i=1 1

i=

H'Mx

i=1

pa ako n— + o, na osnovu pretpostavke o nizu & imamo

+

o«

k
aig hm n(‘An—'Gn)g Z a;,
i=1

1 n—+4- oo

-1.[..
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tji. lim n(4,-G,)= Za, Stoga, u ovom slufaju, posmatrana granica je ko-
n—»-+ oo

natna ako i samo ako je red 2 a; konvergentan.
i=1

Slué¢aj (ii). Primetimo da pretpostavka u ovom slucaju takode dovodi do
lim A,=a. Stavimo t,=a,—A4,. Najpre éemo dobiti neke podatke o sumama

n~—>+oo .

J J

> T , > T 0
i=1

i=1

J J

2 =, Za i<k<j neposredno imamo 2 7,=0 i
i=1 i=1

Jj J

2 (@ af =2 =} +j4 —oc)2>2'r =2 7

i=1 i=1 i=1

x

k
= 2 (@ -y +(@=4)")

Odavde, ako najpre j— + o i zatim k— + e, dobijamo

+ o0
(52) lim Z T = 2 (4,— )7,
i=1

>t i—=1

1 J
(53) . lim > 2=

J>+ oo ] i=1

Izaberimo ¢>0 i neka je n, takvo da je |a,—a|<c ako je nzn, Za
J>n, imamo

(54) ]Z Ty gisz(l‘ai—a]—*_[“_AjD

o

J j
<Z'r,.iz(Eai—a])+szlrij2+)a—Aj|_Zl'r,.jz.
i=1 i= i=

Odavde je

: j j
69 SimEeo(Zap) (e
+

Ako pretpostavimo da je red > (a,—o)* divergentan, tada na osnovu
i=1
(53) iz (54) dobijamo

Z
jl ao(l) (j=> + ),
2
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+
tj. ako je red > (a;— o)? divergentan, tada je
i=1

ce S jrﬁyszo(é TUZ).

i=1
Sada ¢emo pre€i na razmatranje teoreme u ovom sludaju:

n

. \1n 1 " .
Gn=AnI_I (1 +2) =nA, exp(r—l— > log(l +1’1))
i A noi=1 A

i=1 n n

=An exp(~f—L* z Tin2+'7]" o ( z ’ Tin l3> .
i—=1 n i=1
+ o0

Ako je sada red > (a;,— a)* konvergentan, na osnovu (52) i (53) zaklju-
i1

¢ujemo da je

—1+0() <
G,— 4, exp (=0 D )
" "exP( 24, ,;T’”
t.
1+o0M

A,-G,) =
n(4,~G,) 24,

2 T2 +o(l),
i—1

éime je dokazano da je lim (nA,—nG,) konatno. Ako je, s druge strane, red
n—+
- o0

> (a;,~ a)* divergentan, tada (52), (53) i (56) daju jednakost

=1

—1+od)
24,

Gn:Anexp(r > Tin2)+0(1),
i=1

fime je dokazano da je lim n(4,—G,) beskonacno.

n—>—+ oo
Slucaj (iii). Ako pretpostavimo da je lim a,= + o, na osnovu teoreme 23
n— - o

imamo
e({l, ..., nh=p{l, n)=a,+a,—2+/a, a,
$to daje lim n(4,—G,) = +x.

n—+4 e
. . . . . . . —a
Slucaj (iv). Neka je a= lim infa,, b= lim supa, i pretpostavimo da je e="5
n—+ o0 n—=-c
i 0<a,<K za svako n. Izaberimo {p,} i {g,;} tako da je, za svako k, p<gq, <
<Pri1> Grp<a+e, ag>b—c. Ovo implicira da je, za svako k, aq — ap,>c¢.
Prema tome,
,,,,, 2

(57) P ({pk’ qk}) = dpy, + Aaqy — 2\//apk aq;, >4i]; .
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Medutim, na osnovu teoreme 24 i (57), imamo

P({l’ crc qk})gp({pl’ ql’ MR pk’ qk})
Zp({Py 9+ Prrs 1)) o (e @)

HM»

2

9({ps, 9} = > —

pa je lim n(4,-G, = + o, Cime je zavrSen dokaz teoreme 26.

n—>+

PrIMEDBA: 2° Prethodna teorema daje izvesne podatke o gornjoj granici razlike 4, (a)—G,, (a).
Ova materija bi¢e detaljnije razmatrana u 4.

3.5. Neki Koberovi, Dianandaovi i Beckovi rezultatii. U ovom podeljku pretpo-
stavitemo da su a i p pozitivne n-torke takve da:

—_—

(i) svia,..., a, nisu jednaki, (i) P,= 2 p,—
i=1
Dalje, koristicemo sledeée oznake

p=min{p,, ..., p}, P=max{p,..., p}

= ,,p({l ces n}) A (ll p) Gn(a p)

P,
(58) D,=A, u sluCaju jednakih tezina =4,-G,,

n
1
S” _ E Z (ail/l _ aj1/2)2 = Z (a 12 _ g 1/2)2

ij=-1 1=5i=<j=In

n
z P p; (ail/z _ ajuz)z _ Z Pip; (ail/z . aj”Z)Z.
j= n

I=isj=

1
2

Teorema 27. Pod pretpostavkama (58) vaZi

(59) P o<lcp,
n—1 S,
1 A 1
60 —
( ) [7-——1 Zn P

Dokaz. (i) Najpre éemo posmatrati donju granicu u (59). Prema GA imamo

61 AP 5= (pi-pa+-L S (@a)— G p)=0.
n—1 i=1 n—1i j=1

(i) Da bismo dobili gornju granicu u (59), podimo od S,=nD,+G,, gde je

©62)  G=n((1-1)4,(@p)+ G, (@ p)— 2 (a,a)"

Kasnije, u (iv), dokaza¢emo da je G,=0. Stoga je

A A
3 S B
(63) S, nD,
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Sto daje gornju granicu u (59) u slu€aju jednakih teZina. UopSte, na osnovu
GA je

1 < 1
D2 =" 3 (P-p)a;+—G,(a;p)—G,(a)=0.
Y nPi;( pi)ai nP n(a p) "(a)
Ovo, zajedno sa (62), upotpunjuje dokaz u ovom sludaju.
(iii) Donja granica u (60) sleduje iz slede¢e nejednakosti koja je tana na
osnovu GA:

1 2 1 -
64) A, ~—3,= "~ X pip(aa)+-——2 pi(p;—p)a,—G,(a; p)=0.
1+—p 1—pi=i<j<n 1—pi=1

(iv) Gornja granica u (60) dobija se ako se dokaZe da je I',=0, gde je

1 n
=T, (@= 2 Pip; (@~ a2 —p (4,(a; p) + G, (a; p)).

iy j=
Primetimo da je u sluaju jednakih teZina F,,ziz G,, gde je G, dato u
n

(62). Stoga ako dokaZemo da je I',=0, zavrSili smo dokaz i u sludaju (ii).
Dokaz ¢emo dati indukcijom po n. OCigledno je da je I',=0. Neka je ta¢no
I',=z0 (1 =k<n). Mozemo pretpostaviti da je g,=min(a,,..., a,) i stavimo
p=min(p,,..., p,). Tada, ako je y=G,_,(a; p), imamo

©5 (... v a)=(p,—p) U =p)Y+p,(L=p=p)a,+py'~"ra
~2p,(1-p,)y"a,'? 20,

na osnovu GA4. Prema induktivnoj hipotezi je I',_ (a,,..., a,_)=0i

(66) L@, ...,a)=L,(v,..., v, a)=(01-p) L, _(a,,...., a,_,)

n—1
=(p-p+p,) (Zl piai—(1 —p,,)Y)

1
- 2pn anllz ( lpiaill2 - (1 _pn) Yl/2>

o

n—1 n—1 .
zp, (Zl pia;i—(1 —p,,)Y) —2p, Y2 (; pia;—(1 —p,,)Y”Z>

n—1

=Py 2 pi(@M 1122 =0,
i=1

Ispitajmo kada vaZe jednakosti u (59) i (60). Ako je niz a pozitivan,
jednakost u opStem slucaju ne moZe da nastupi. Ako u nizu ima ¢&lanova koji
su jednaki nuli, odgovor daje sledeca lema.

Lema 28. (a) Ako je a nenegativna, nekonstantna n-torka, tada u onom a za
koje je donja granica u (59) i (60) dostignuta jedno a; za koje je p,=p je razli-
éito od nule i preostali a; su nule; donja granica je dostignuta i ako je n=2 i

1

P1:P2:2—’
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(b) Gornja granica u (60) je dostignuta za ono a u kome je jedno a;, za koje
je p,=p, nula i preostali a; su jednaki i pozitivni; gornja granica je dostignuta

i ako je n=2 iplzpzzz,

(¢) Gornja granica u (59) u opstem slucaju ne moZe biti dostignuta.

Dokaz. (a) 1z (61) i (64), na osnovu sluCaja jednakosti u GA, imamo da su
leve nejednakosti u (59) i (60) striktne osim kada su navedeni uslovi ispunjeni
(primetimo da koristimo €injenicu da svi ¢; nisu jednaki).

(b) Primenjujuéi (65) i (66) i osobinu kada nastupa jednakost u GA, s obzirom
da svi g; nisu jednaki, dobijamo da je desna nejednakost u (60) striktna osim
u navedenim sludajevima.

(¢) Neka je n=3,p1=p2=%-, p3=%. Tada je
—Aié-lv( 1 +é)<i=P;
S, 4 \/ 3 2
gornja granica je ovde dostignuta ako i samo ako je a,=0, a,=(~/3 - 1)’a,
(ili ¢,=0 i a,=(\/3~1)’a,). Stavijajuci r=2 ( 1 +-\/17_3) , ono §to treba dokazati

&

je ekvivalentno sa

@ (r—2a,+ (avava, - r(Varva) va

Buduéi da koeficijent uz a; nije pozitivan, (67) vazi ako i samo ako je

4 4
(4v/a; Vs —r (Ve = /@) =4(r—2)((r— 1) (@, + ay — r/a ap) 20,

tj. kako je 3r2—12r+8=0, ako i samo ako je

4 4
(68) \/al \/az (\/al + \/az) = 2\/01 \/aza
§to je odigledno taéno. Za simultanu jednakost u (67) i (68) mora vaziti

4 4
2(r—2)Va,= —4+/a,\a,+r(\a,++/a,) i a,=0 ili a,=0 ili a,=a, kako
svi d; nisu jednaki, ovim je zavrSen dokaz.

PrRIMEDBE: 1° Ove rezultate su dobili Kober [1] i Diananda [2]; u oba ¢&lanka vrSena su ispi-

A
tivanja pona%anja koli¢nika -, Eq kada (a,, ..., a,) teZi ka (a, ..., a). Posebno, ako je
" A,
(a, ..., a)#(0, ..., 0), tada je llm—z—:l

n
2° Bullen [1] je dao multiplikativan analogon teoreme 27, gde su razlike A, i D, zamenjene
koli¢nicima.

Beck [2] je, polazeé¢i od Taylorovog razvoja razlike A,, naSao sledede

procene:

1 1\2
pn( - 1) 24,

a; ay

IA

Gp(a; p) ) z

2(ming;)® 1gi<k<n

1 .
— (min (l,-)3 . /2}( ;i (a; — a,)’.
<i<

<n

Drugi rezultati u vezi sa razlikom D, mogu se nac¢i kod Motzkina [2].
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3.6. Redhefferove rekurentne nejednakosti. Jedan interesantan op$ti metod za
dobijanje nejednakosti dao je Redheffer [1]. IzloZicemo ovaj metod koji takode
dovodi do izvesnih rafiniranja nejednakosti GA.

k

Definicija 29. Neka su f, g | [ D,~R(1=k<n), fo=1 date realne funkcije.
i1

Nejednakost

n

(69) Zu,f Zg, (wER, 1<si<n)

naziva se rekurentnom ako postoje funkcije F,:R—R takve da je

Fi(w) fior (@05 oy @) = sup (whita, ..., &) —g(a,, ..., a)).

ageDy
Teorema 30. Rekurentna nejednakost (69) vaZi za svako (a,, ...,a,,)EH D,
ako i samo ako postoje 3, R (1=k<n+ 1) tako da je 5,<0 (1=i<n), 8,,H ~0
i wi=F1(3) — 8., (gde je F.=1(8) jedno od resenja ]ednacme F(w)=3).

Dokaz. Dokazaéemo gornju teoremu indukcijom po n. OCigledno teorema vaZzi
za n=1. Pretpostavimo da je tadna za n— 1. Nejednakost ¢e vaziti za n ako
i samo ako vaZi za nepovoljne izbore a,, pretpostavljajuéi da su ostale promen-
ljive konstantne. Kako je nejednakost rekurentna, koriste¢i induktivnu hipotezu,
dobijamo relacije teoreme za k<n—2 zajedno sa

F,(p,) +tp = p G -

Ako definisemo 8,,:F,,(p.,,), vidimo da teorema vaZi za n, ¢ime je dokaz
zavrien.
Kao jednu primenu ovog rezultata dokazaéemo sledede:

Posledica 31. Ako je B, =1, 8,20, B,,,=0, ,>0 (1=k=<n), tada vazi
(70) 2 k(4B =B M) Ge@ = 2 Mty

Dokaz. Posmatrajmo nejednakost . w, G, (@)= > Aay.
k=1 k=1
Da bismo dokazali da je ova nejednakost rekurentna, podimo od

@G — A= Gp_ (nt —21b),

gde je tF= (k>1) i A=2x;. Tada dobijamo

F(p) = (k— 1) = l(k)k T(@=20), F(w=0 (u<0).
Prema tome, F,(n)=0 (p§kl) i Fi(w)=+0c za pu>i,. Buduéi da
1
Fi(w) =0 implicira 3,20, stavimo §,=(k—1)B,*~'. Tada nalazimo

1 1
we=k (MBO* — Byt %)

gde su brojevi B, (1=k=<n+1) definisani kao gore.
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Posledica 32. (a) Ako je G=A, (G,(a), ..., G,(a)), tada imamo
G +en@IG <eA, (a),

(b) An(a)gi( G +Gn(a))%1,
G,(@) 2\G,(@ G
sa jednakoséu ako i samo ako je a,=---=a,.

Dokaz. Primenimo posledicu 31 sa B,=e%*"Y (+>0, 1=<k—n). Na osnovu
teoreme o srednjoj vrednosti je A (B,V*—PB.,'"*)>te', tako da ako stavimo
=1 (1<k<n), tada (70) dovodi do

71 G, <A,e"'+1G.
Najbolji izbor ¢, t=%~ I, dovodi do (a).

Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da je 0<q, <---<q, i da
svi a; nisu jednaki, tako da imamo Gi,,=G,, G,=G. Kako je, dalje,
x“e"—1>%(x+i), (a) sleduje iz (b).

X

Obe nejednakosti u posledici 32 poostravaju GA.

PriMEDBE: 1° Kako je ¢%/C>1, posledica 32 (a) implicira Carlemannovu nejednakost G=<eA,
koja je dokazana u HLP, p. 249 (jedan drugi dokaz bice dat u primedbi IV. 8.1.1°).

2° Direktan dokaz nejednakosti (70) dao je Bullen [6] primenom metoda koji je koriséen
ranije u ovom poglavlju. Na Zalost, ovaj metod daje dokaz samo za 0=r=<2, pa, prema to-
me, ne dovodi do posledice 32 (a).

3.7. Druga rafiniranja. Postoje mnogobrojna druga rafiniranja nejednakosti GA
od kojih ¢emo navesti neka.

Dokaz sledeéeg rafiniranja nejednakosti (43) (Siegel [1] i Hunter [1]) je
dosta komplikovan tako da ¢emo navesti samo rezultat.

Teorema 33. Ako je n>2 i ako je a pozitivna n-torka koja nema dva jednaka
lana,

(2) tada je
An @) .
72 =G, (b,
1) 29=G,0)
gde je b niz b, =1 +%(lék§n) i t jedino pozitivno reSenje jednacine
n—2 n--k—1 n n—1
(73) (Ln(ﬂ) )< 11 (ai“aj)z)z(Ha;) )
nl g \n—k 1<i<j<n =
(b) .:41>( 1 )l/n’
G,  \1+(m—=1td—pnr1

gde je 0<<t<<1 it koren jednacline
n 2
> (ai—aj)2=t(n—l)(2ai) .
1<i<i=n i=1

PrIMEDBE: 1° Kako je bx>1 za svako k& (1=k<n—1), zakljuujemo da je G,(b)>1, pa je
(72) jedno rafiniranje nejednakosti (43).
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n
2° Eliminacijom H a; iz (72) i (73) dobijamo nejednakost

i=1

N[ @ n—y
A”n(nil)z( I (ai_aj))(H’(’t:'kll)kj)’

1<i<j<n k=1

koja predstavlja rafiniranje slede¢eg Schurovog [1] rezultata

"o (n—1)n}
Ann(n—l)g (ai— )2)( 7v_>'
(Igggn e g(kal)k"‘

3° Dinghasov rezultat [3] sleduje iz teoreme 33 (b).

4. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

Nejednakost GA, predstavljena u jednom od oblika (37) ili (48), daje
gornju granicu za izvesne izraze. Uopste govoreéi, ne postoji netrivijalna donja
granica, medutim takva granica moZe se dobiti ako se postave izvesna ograni-
¢enja za niz a. Rezultujuca nejednakost naziva se komplementarna nejednakost
za GA ili njoj konverzna nejednakost. Ovaj problem bi¢e detaljnije razmatran
za opstije sredine u odeljku 5. Ovde déemo dati neke jednostavnije rezultate
koji su dokazani na drugacije naline nego opsti rezultati.

Teorema 34. Neka su a i p pozitivne n-torke i O<m=ag,sM (I1<i<n).
Tada je

(749 0=A4,(ap)—G,(@p=0M+(1-0)m—-Mm!-8,

gde je
M 1
m M
—log| ™| | 10g™,
(75) 6 =log v og—
log —
m
sa jednakoscu u desnoj nejednakosti ako i samo ako postoji podniz (k, ..., k,)
q
od(l, ..., n)takavda je 3 p, =01 a = =a, =M, ax=m, gde k nije je-
=1
dan od k,, ..., k

.
Dokaz. Ovaj rezultat, iako dosta nezgodan za formulisanje, jednostavno sleduje
iz dokaza 3 teoreme 18. PoSto funkcija f, koja je tamo definisana ima jedin-
stveni minimum, zakljuujemo da ako je njen domen ogranien na zatvoreni
interval [m, M], tada f uzima svoju maksimalnu vrednost ili u m ili u M. Ista
argumentacija moZe se ponoviti i kada je x jednako nekom a, (1=i<n), pa
stoga sleduje da A4,— G, dostiZe svoju maksimalnu vrednost samo ako je a,=m
ii M (1gi<n).

Pretpostavimo da je G =@, =" - =akq=M, a=m, gde k nije neko od
ki, ..., k, Tada, za neko y (0=y=1), vazZi

Ay~ Gy=yM+(l—p)ym—M"m">=g(y).
Jednostavna izraCunavanja pokazuju da g ima maksimum u y=90, gde je

6 dato sa (75). Buduéi da je sludaj kada nastupa jednakost odigledan, ovim je
zavrZen dokaz nejednakosti (74).

PriMEDBA: 1° Ovaj dokaz dali su Mond i Shisha [2], [3].

U sludaju jednakih teZina jednu veoma jednostavnu komplementarnu ne-
jednakost dobio je Dolev [I].
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max (a)—~. Tada je

Teorema 35. Neka je a pozitivna n-torka i stavimo K= )
min (a

1
An(@) _(K—DK*!
G,(a)  elogk '

Docev je ovu nejednakost dokazao primenom metoda teZista, slino ono-
me kako je dokazana opStija teorema 1. 33, iz koje teorema 35 sleduje kao
partikularan slucaj.

Na kraju, naveS¢emo slede¢i rezultat Loewnera i Manna [1], koji su tako-
de, posmatrali samo slu¢aj jednakih teZina.

(76) 1=

Teorema 36. Neka je a pozitivna n-torka takva da vazi 0 <o < 5 L<p<2(lsi<n).

(o)

[”(f ]s B-(-DB-1)

Tada je

n(B—l)}

B—n+1

gde [x] oznalava najveéi celi deo od x.

Dokaz. Najpre ¢emo odrediti apsolutni minimum f(x, ..., x,)= [](a+x) uz

ogranifenja —a< —p=x;=q (I1si=n), Y x,=c (—npécgnq). Ako je n=2,

i=1
minimum je ili u (—p, c+p) ako je c+p=q ili u (9, c—¢q) ako je c—g= —p.
U oba slu¢aja najvise jedan od x|, x, je razli¢it od —p ili ¢. Indukcijom Ce-
mo dokazati da je ovo taéno 1 u opStem slucaju. Prirodno minimum se dobija
na granici i stoga je jedan od x;, recimo x,, jednak —p ili g; pretpostavimo

P
da je x,=g. Medutim, tada moramo naci tacku u kojoj [T (4¢+x) ima mini-

i=1
n—1

mum uz ogranienja —p=x;=<q (I=i=n-1), > x;=c—p (——(n— Dpsc—q
i—1
<(n—1)q). Poslednji uslov je oigledan jer je x,=q i —np=c=nqg. Na osno-
vu ovog neposredno se, primenom indukcije, dokazuje navedeni rezultat.
Primenimo sada ovo na slufaj kada je a=4,, x,=a,— A4, (tada je ¢=0).
Na osnovu izloZenog A, — G, je minimizirano ako je medu x; njih najmanje n— 1 jed-
nako —pA, ili gA4,. Stavljaju¢i 4,=1 zbog jednostavnosti,

Xy=-r=X=—D X =" =X,=4 (r+s=n—1)

dobijamo —p=<x,=rp—sg=gq, pa je stoga r+1>-'£]—, r< ™
p+q p+q

Moguéna su dva slucaja: (i) P nije ceo broj; tada je r= l'i] ili
pP+q

p+q
(i) — Jeste ceo broj; tada je ili r="2 qlir+1="9.0U poslednjem slu-
ptq p+q
daju s—ﬁ i x,= —p, pa stoga treba uzeti r=-"_U oba sludaja dobijamo

p+q
[ ], s=mn-1)— [ﬂ] X, =(p+q)["—q]—nq+q. Stavljaju¢i a=1-—p,
p+q +4q

1+q, posle jednostavnih transformacija, dobijamo tvrdenje teoreme.
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5. RAZLICITI REZULTATI

U ovom odeljku date su razliCite osobine elementarnih sredina koje su
definisane u ovom II poglaviju. One nisu povezane jedna s drugom ili, uopste,
nisu vezane sa nejednakostima ranije datim.

5.1. Aumannov rezultat. Prvo ¢emo dokazati da se aritmeticka sredina reda »
moZe induktivno izvesti iz sredine niZeg reda. Aumann ([1], [2]) je ovo S§iroko
koristio u svojim vaZnim istraZivanjima o aksiomatici sredina.

Teorema 37. Neka je a pozitivna n-torka; definisimo a) kao n-torku svih mo-
guénih aritmetickih sredina sa jednakim tezinama od po n—1 elemenata od a i
a” (r>1) kao n-torku svih mogucnih aritmetickih sredina od po n—1 elemenata
od vV, Tada je lim a¢=A4,(@ (1=i=n).
r—-+4w

Dokaz. Jednostavnosti radi, moZemo pretpostaviti da je a) neopadajuée. Rezul-
tat se direktno dobija primenom sledeéih identiteta

ar-D—gq -1

n n n
San=SalV=3a (rz2), a,"—a,® = (r=2).
Py i=1 i=1

PrIMEDBA: 1° Ovaj rezultat je generalisao Kritikos [2].

n—1

5.2. Ozekiev rezultat i njegove generalizacije. Ako je dat pozitivan niz a, tada
sukcesivne aritmetiCke sredine elemenata niza @ definiSu jedan nov niz 4, ftj.
ako je a=(a,, a,, ...), tada je

a,+a a,+a,+a,
Az(al, Sl ,...):(Al,AZ,...).

>

2 3

Prirodno je postaviti pitanje koje osobine niza a ostaju i za niz 4. U
vise sluGajeva odgovor je direktan. Tako, na primer,
1° ako je m=<a;=M, tada je, na osnovu (2), m=A,=M;
2° ako je lim ga,=a, tada, na osnovu poznatog Cauchyevog rezultata, imamo
n—>+4 oo
lim A4,=a;
n—+ o
3° Ako je a rastuéi niz, isti je slucaj i sa A.
Poslednji rezultat je generalisan u sledecoj teoremi:

Teorema 38. Neka je a pozitivan niz i A niz aritmetickih sredina (4, (a), A,(a), .. .),
tada

(a) ako je a k-konveksan (k=0), A je takode k-konveksan;

(b) ako je a ogranicene k-te varijacije, isti je slucaj i sa A.

Dokaz. (a) Kako je a k-konveksan, imamo A*g,=0 (n=1,2,...). Stoga je
iMAkaigO, §to je, u stvari, (k! A% 4,=0, odakle sleduje rezultat
&= (n—1)!

pod (a).

(b) Kako je a ograniene k-te varijacije, na osnovu teoreme 1 je a=b-c,
gde su b i ¢ ogranifeni i k-konveksni. Iz (a) imamo da ako su B i C nizovi
aritmetickih sredina od b i ¢ respektivno, tada su B i C ogranieni i k-konveksni.

PriMEDBE: 1° Ako je k=1, teorema 38 (a) kazuje da je A rastu¢i niz ako je to slucaj sa a,
$to se lako dokazuje direktno.

2° Slucaj k=2 teoreme 38 (a) dobio je Ozeki [1]. Opsti rezultat dokazali su Vasi¢, Ke&kié,
Lackovi¢ i Mitrovi¢ [1]. Oni su takode uopstili sluaj k=2 na teZinske sredine, nalazeéi pot-
rebe i dovoljne uslove pod kojima rezultat vaZi. Za dalje generalizacije videti Lackovi¢ i Simi¢ [1].

5 Sredine i sa njima povezane nejednakosti



Poglavlje III:

Potencijalne sredine

Postoji viSe generalizacija pojma aritmetiCke, geometrijske i harmonijske
sredine, koje smo posmatrali u prethodnom poglavlju. Ovde éemo posmatrati
potencijalne sredine.

1. DEFINICIJA I OSNOVNE OSOBINE

Definicija 1. Neka su a i p dve pozitivne n-torke i — oo <r< + oo . Sredina reda r
niza a sa tefinama p definisana je pomocu

, 1 n 1/r
) ML](a;p)=;(2a;pn) (r#0, +o0, —c0),
n\j=1

= Gn (a; P) (l‘ = 0)’
= max (a) (r=+ o),
=min (a) (r=—o0).

Kao i u prethodnom paragrafu, ukoliko nema dvoumljenja, ukratko ¢emo
pisati ME,']; uopste, My (a) oznalava sredinu reda r niza a sa jednakim teZi-
nama. Ako je I konadan podskup od N, oznaka M {'](a; P) bite koris€ena na na-
¢in koji je opisan u II. 3.4.1.

Ocigledno je ME,”=A,,, MY U-H,, kao i M[°]=Gn. Potencijalna sredina
reda r je prirodno proSirenje elementarnih sredina (videti primedbu II. 1.1.5°).
Da je definicija za ekstremne vrednosti od r (=0, + « ) opravdana, sleduje iz
sledeCe teoreme:

Teorema 2.

(2) lim M%) (a; p) =G, (a; p), (b) lim M[(a; p)=max (a),
r—0 r=-+o

(c) lim MY (a; p) = min (a).

Dokaz. (a) Dokaz 1. Ako je r£0, + o, da bismo uprostili rezonovanja pret-
postavimo da je P,=1. Tada je

2 log M,[,’]=i10g(z a,.'p,.)=—1—log(1+r > ploga; + O(rz)).
r r

i=1 i=1

66
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Dokaz 2. Prema 1.51 (d) je a/=1+b,, gde je b,=0O (r) kada r— 0. Koriste-
¢i 1 (4) takode imamo a/"=(1+b,)% =1+p,b,+ O (r?) kada r—0. Prema tome,
ako pretpostavimo da je P,=1, imamo

r 1/r

n 1/ n
][] (a+8)2 1+ > pibi+0 ()
. i=1 _ i=1
M| E = n =(L+o )",
"o\ D e+ b) 1+ > pib;
i=1 i=1

odakle (a) neposredno sleduje.
(b) Ako pretpostavimo da je a,=max (a), imamo

1/r
(&) angMElrléan,

n

odakle sleduje (b).

(c) se moZe dokazati na sli¢an nadin.

PriMEDBA: 1° O drugim dokazima teoreme 2 videti: Baidaff i Barral [1], Paasche [1].

Neke jednostavne osobine potencijalnih sredina date su u sledeéoj teoremi.

Teorema 3. Ako je r#£ — o, 0w [ §#0, —oo, + 0, sredina reda r ima sledeéa
svojstva:

(a) min (a) < MY < max (a),

sa jednakoiéu ako i samo ako je a,= - - - =a,.
(b) homogenost, 1j. ako je 2>0, tada ML () a; p)=A MY (a; p);
() neprekidnost, tj. ako je h=(h,, ..., h,), tada je

lim MY (a+ b, p)= MY (a; p);

h—0
(d) monotonost, tj. ako je a<b, tada je M E,'](a; p)gME,'](b; p);

(e) asocijativnost, tj. za m<<n, vaZi MY (a; p)=M£,'] (a; p), gde je

a=(M,.... M, a,..,...,a) kao i
e —

m

M=MY(M; p)=M") (a; p) sa M=(M, ..., M);
——

m

(f) za m=n+k(k>0) vazi M (a; p)=Mf,'.]H¢(E; D), gde je

B—(ay,...» ay, M,..., M) i M=M} (a; p);

(8 MY (a; p)y = MY (a5 p).

5
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Dokaz. Osobine (a)—(d) i (g) su odigledne.
(¢) Za r=0 ovo je teorema II 2. Pretpostavimo da je r#0. Tada je

m n l
z pi M+ Z a;r|r
i=1 i=m+41

MY (w p)=

n
> i
i=1

1

r

n
‘ZPH- Z a;”

i=1 i=m+1

N

pia

IWE

141
=21 =M% (a; p).

2oy

Sli¢no se dokazuje tvrdenje (f).

%E]

2. ZBIR POTENCIJA

2.1. Holderova nejednakost. Sledeca teorema je osnovna za sva naSa ispitivanja
koja zu povezana sa potencijalnim sredinama i ima mnogo brojne druge primene.
Osnovna nejednakost (4) naziva se Holderova nejednakost i nju ¢emo oznaca-

vati sa H: njoj konverznu nejednakost obeleZavademo sa H.

Teorema 4. Neka su a, b dve pozitivne n-torke i p,q dva broja razlidita od
nule takva da je

I R
7 q
Tada:

(a) dko su p, q pozitivhi, imamo

n n 1p/ n 1/q
@ 3 akbkg(z akp) (z bka) ,
k=1 E=1 k=1
(b) ako je p ili q negativan broj, tada vaZi suprotna nejednakost.
U oba slucaja (a) i (b) jednakost vaZi ako i samo ako su a? i b1
proporcionalni.
Dokaz. (a) 1. Nejednakost (4) moze se predstaviti u obliku

n akp

>le p

k=1 a;? Z ba
i=1 i=1

Up( pa \Va

IA

l.

Na osnovu GA leva strana ove nejednakosti nije veéa od

(1 arp

Slyw g

k=1 S ap S b
i i=1

=1

bkq

Q|-
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g¢ime je zavrfen dokaz nejednakosti (4). Sludaj jednakosti sleduje direktno iz
slu¢aja jednakosti u GA.

2. Primetimo najpre da je dovoljno dokazati da vaZi
) LiPza
P 4q
ako je a, b>0.
Ako (5) vaZi, uvodeéi smene

PR [P l<isn)

n l/p’ n 1/q
B
i=1 i=1

i sumirajuéi po i, dobijamo (4).
Postoji viSe dokaza nejednakosti (5) koji su od interesa.

(i) (5) je neposredna posledica nejednakosti GA.

(i) Stavimo x=a'2b'? i posmatrajmo funkciju ¢ definisanu sa

aP bq) _xP x—q
P q

u@:l(—+-
ab\p ¢

Diferenciranjem nalazimo da ¢ ima za x =0 jedinstveni minimum u x=1.
Odatle, kako je ¢ (1)=1, dobijamo (5).

(iii) Na kraju moZemo uopstiti postupak primenjen u lemi II. 8 dokaz 6. Pret-
postavimo da su AB i AD koordinatne ose (slika 5) i da je AGC grafik

y
D c
ET G |F
!
A B X

SL. s,

funkcije f(x)=x% Tada, kao u lemi II. 8, ako je AB=a, AE=0b, vaZi
area ABFE = arca AGE + area ABFG < area AGE +area ABC,
odakle, posle jednostavnih izracunavanja, imamo
@t | ® prea
o+ 1 oa+1

ab <

Stavljajuéi u ovoj nejednakosti p=a+1 i q=l+i, dobijamo (5).
o

U svim navedenim dokazima bez te$kota utvrdujemo slucaj kada vaZi
jednakost.
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(b) Pretpostavimo da je p<<0 i stavimo P= —p/gq, O=1/g. Tada su P>0
i 0>0 i zadovoljavaju (3). Neka je sada a=a-1i E: a?b?. Tada, na osnovu H,
vazi

n n 1P 4/ n 1/Q

> “k@k§<z “kp) (z Bkg) ,

k=1 k=1 k=1
§to je, u stvari, suprotna nejednakost od (4).

Posledica 5. Neka je r,>0(i=1,...,n), p,= > 1 i pretpostavimo da je a;>0
i=1 7

(i=1,...,m j=1,...,m). Tada je

=1 \i=1
sa jednako$éu ako i samo ako su nizovi (a,"', ..., @), ..., @y ..., Qyy'™)
proporcionalni.

Dokaz 1. Dokaz 1 nejednakosti H moZe se lako proSiriti na ovaj opstiji sludaj.

Dokaz 2. Indukcijom moZe se dokazati (6), pa prema tome i nejednakost H.
Sluc¢aj n=2 od H je

N a; b, +a,b,<(a)” +ap)'P (b 2+ 5,9,

§to se moZe dokazati jednim od metoda kojim je dokazana nejednakost H.
MoZemo postupiti na jedan od sledecih nadina:

(i) Pretpostavimo da je H dokazano za sve prirodne brojeve manje od n; tada,
na osnovu ove hipoteze, i primenjujuéi (7), imamo

1 1

n n—1 ;‘ n—1 ; n % n %
> a,.big(z ail’) (Z b‘,q) +a,,b,,§<z a,.P) (Z b‘,q) .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(ii) Ovim je dokazano H i (6) za proizvoljno m i n=2. Pretpostavimo sada
da je (6) tatno za svako m i n<k; tada je
A R el = Bt = __r
X [Py e ok - (1A Prorf < . e\ ROk
> (ITa) ™= 3 (TT @) ™ay= 3 (TT o) (3 @)™
j=1\i=1 j=1\i=1 j=1\i=1 j=1
na osnovu slutaja n=2 nejednakosti (6). Rezultat (6) sada sleduje iz induktivne
hipoteze.

Ili: Da bismo dobili (6), moZe se promeniti red induktivnog zakljudivanja
na slede¢i nadin: nejednakost (7) daje (6) u sluCaju m=n=2; fiksirajué¢i m=2,
pretpostavimo da je nejednakost dokazana za sve prirodne brojeve manje od n;
tada nejednakost

(8) Inl a,+ [ b;=T] (a7 +b/H)1,
i=1 i=1 i=1

gde je > 1. 1, moZe da se dokaze kao u (ii); preostaje jo§ da se dovrsi in-
i=1 1
duktivni dokaz kao i da se izvede zaklju€ak kada vaZi jednakost.
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PrIMEDBE: 1° Nejednakost (8) je od interesa i sama po sebi.

2° Ekstremna generalnost nejednakosti H dovodi do mnogih nejednakosti koje se pojavljuju
kao partikularni slu€ajevi u oblicima koje je jedva moguéno prepoznati, kao Sto ilustruju
sledeée dve primedbe (takode videti primedbu 2.4.7°).

3° Ako je 0<s<1, nejednakost H je ekvivalentna sa

n n s/ n i—s
&) > as bi‘""é( > ai) ( bi) .
1 1

i i=1 i=

i=
r—t r—

t
4° Ako uvedemo smene p=—, ¢ — (r>s>t>0), a?=pxt, b2=pxr iz H dobijamo ne-
r—s s—

n r—t n r-—-s n s—t
( > pi xﬁ) é( > b xi') ( > Pixi') s
i=1 i=1

i=1

jednakost

koja je poznata kao Ljapunovljeva nejednakost (Liapunoff [1] i Giaccardi [1]).

5° Jedan posebno koristan nalin predstavljanja teoreme 4 je sledefi: Ako su p i g pozitivni
brojevi i zadovoljavaju (3), tada

n 1/p n
(Z aiP) =sup > a;b;,
i=1

b€B j1

gde je B= [b

n .
> b,-q=1} > supremum je dostignut ako i samo ako su a? i b2 proporcionalni
i=1

Ovo je osnova metoda dokaza koji se naziva kvazilinearizacija (BB, p. 23).

6° Dokaz H moZe se na¢i na viSe mesta (videti: Holder [1], Rogers [1], i standardne knjige
HLP, BB i M).

Lema 6. Ako je 0<r<s, tada je

n /s n 1/r
(10) (za,.s) <(z a,') .
i=1 i=1
n
Dokaz. Bez smanjivanja opStosti moZemo pretpostaviti da je > a’=1. Tada je
i=1
a,<1(1<i<n). Stoga, ako je 0<r<s, imamo af<a/ i svi af i a’ nisu jed-
naki, §to implicira (10).

n 1/r
PriMeDBE: 7° Kako je (Z a,") =nllr MH] (a), na osnovu teoreme 2 (c) imamo
i=1

r—>+o

n 1/r
lim ( > a,-’) = max (a).
i=1

n
8° Dalje, koriste¢i oznake iz 1.5.1 (d), imamo da je Z af=n+o(l) i stoga

i=1
n 1/r
lim (Za,-') =+4oo.

r—>0+ \; 1

n
9°  Ako stavimo S(r)= Ea,-', za fiksno 4, r>0, lema 6 i prethodne primedbe daju neke
i=1
jednostavne osobine funkcije S. Nejednakost H moZe se primeniti za dobijanje nekih kom-
plikovanijih osobina funkcije S.
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Posledica 7. S je logaritamski konveksna funkcija.

Dokaz. Ako je 0<r<s i O0<A<1, tada je, na osnovu (9),

i air+(1—7\)s___ é (air)k i (ais)la)‘é(.é ax,);‘(i ais)l—l,

i=1 i=1 i=1
§to je, u stvari,

(1) S(r+1—=2)s)=SE)* St

PriMeDBE: 10° Jednostavnom indukcijom nejednakost (11) moZe da se proSiri na slededi
nacin:

(12) S(4,r; 0)<G,(S (" 9) (Qn=1).

Primenjuju¢i na levu stranu nejednakosti (12) nejednakost GA, neposredno se dobija
da logaritamska konveksnost S povlali obi€nu konveksnost.
11° U vezi sa (11) Ursell [1] je ufinio slede¢u interesantnu primedbu: Posmatrajmo ovu
nejednakost uporedo sa nejednakoS¢u koja se dobija iz (11) za r=01i (1—X) s=p:

n lp n 1/s
13) ( Z ail’) <nG—p)lsp ( z ais) .

i=1 i=1

(11) i (13) su najbolje moguéne nejednakosti u smislu da se za dato n, r, s, A, p kon-
stante 1 i n(s—p)/sp ne mogu poboljiati. Medutim, (13) je najbolje mogucéno i u jednom stro-
n n
Zem smislu: za dato n, s, p i vrednost za z a;* moguéni skup vrednosti Z a;? je dat bad
i=1 i=1
sa (13). To nije slu¢aj sa (11), kao §to se moZe videti iz sledeceg: Jednakost u (11) vaZi ako
n n
i samo ako je @, =---=a,iako izmedu > a; i > a;* postoji poscbna veza, naime ako su
j i=1 i=1
ednaki. Stoga, ako damo odredene vrednosti za =n, r, s, A i odgovarajuée vrednosti za
n n
z a; i Za,-s, nejednakost (11) ne moze, u op§tem sluCaju, da opiSe taéno skup vrednosti
i=1 i=1
! n n
za Z arr+(1-Ms. Dalje, dajuéi pored toga vrednost Z a;? za neko p, interval u kome va-
i=1 i=1
rira poslednja suma jo§ se viSe precizira. Odredivanje tatnih granica sume na levoj strani (11),
ako su date sume na desnoj strani, potpuno je refeno u pomenutom Ursellovom ¢lanku.

(11) moze da se proSiri i na sledeéi nadin: Ako je Q,=1, tada je

(14 S(H,(r; 9)) =G, (S(r); @),

sa jednako$éu ako i samo ako je ry=---=r,ili a,=---=a,.
Zaista, uvode¢i oznaku H = H,, (r; q), leva strana nejednakosti (14) postaje

n

n n H n n qj Hijr;
S a3 (1Ta%) =11 (3 @oymam)”.
j=1

j=1 i=1

i=1 i=1

n

. qu
Kako je Z .

H
g 1, dobijamo (14). Slu¢aj kada vazi jednakost lako se izvodi.
j=1 1

12° Posmatrajuéi drugi sluéaj jednakosti, na osnovu (10) zakljuujemo da je (14) najbolje
moguéno u smislu da se H, (r; ¢ ne moZe zameniti manjim brojem.

13° Nejednakost (14) dokazali su McLaughlin i Metcalf [4]. Oni su takode primetili da je
nejednakost (14) najbolja moguéna u drugom smislu od onog u primedbi 12°: desna strana
u (14) ne moZe se zameniti nekom funkcijom od S(r),..., S(r,) koja je manja ili jednaka
geometrijskoj sredini, ali koja sama nije geometrijska sredina.
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Lema 16 moZe se iskoristiti da se dobije sledee proSirenje nejednakosti H:

Posledica 9. Ako je l+i<1 i p, g>0, tada je
P 4q

n n Ip/n 1/q
s  Sa b,.<(Z a,-”) (Z bﬂ) .
i=1 i=1 i

. A .
Dokaz. Stavimo i=—,, i=l,= 1, i,+i,=1, A<1; tada je

p P 9 4 p

n n 1p' y n /g’
2 a b,g(Z a;") (Z b,.q') (na osnovu H)
i=1 i=1 i=1

n Up / n lq
<( > a,!’) (Z b,.q) (na osnovu leme 6).
i=1 i=1

PRIMEDBA: 14° Posledica 9 i nejednakost H mogu se dalje uopstiti na sledeéi nalin: Ako je
1 1 1

—+—=<—1p, q, >0, tada je

p q ¥

n 1/r n i/jp/ n 1/q
(16) (Z(m-b.-)r) g(za,-v) (Z bi")
i=1 i=1 i=1

1 1
sa jednako$¢u ako i samo ako je —+-—=— 1 ako je aP proporcionalno sa 9.
iy q r

Osobine funkcije r > S (r) za r<0 neéemo ovde proucavati.

2.2. Cauchyeva nejednakost. Ako je p=¢g=2, nejednakost H se svodi na nejed-
nakost koja je poznata kao Cauchyeva nejednakost (ili kao Cauchy-Schwarzova
ili kao Cauchy-Schwarz-Buniakowskyeva nejednakost). Ona je od posebnog znacaja

i stoga ¢emo je posebno formulisati. Ovu nejednakost zvalemo nejednakost C
ili krace C.

Teorema 10. Ako su a i b dve pozitivne n-torke, tada je

(17) (:Zl @b )2§ (§ “"2> (Z b"z)’

sa jednako3éu ako i samo ako su a i b proporcionaini.

Dokaz. 1. Nejednakost C je specijalan slufaj nejednakosti H i stoga, stavlja-
juéi p=gq=2, svaki dokaz teoreme 4 dovodi do dokaza teoreme 10.

2. Identitet Z (@, x+b)*=x* Z a?+2x Z a;b;+ > b’ direktno dovodi do

i=1 i=1 i=1
nejednakostl (17) jer pollnom na desnoj strani ovog identiteta nema realnih
nula, osim kada su a i b proporcionalni.

3. Nejednakost (17) takode direktno sleduje iz Lagrangeovog identiteta

n n n 2 n
zafzb,.z—(Zaibi) % S (@b-ab)*
i=1 i=1 j=

4. Nejednakost (17) moZe se indukcuom dokazati. Slu¢aj n=1 je trivijalan,
dok se slu¢aj n=2 neposredno proverava. Pretpostavimo da je (17) taCno za
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sve prirodne brojeve manje od »n. DefiniS§imo s i ¢ sa: st=a b, +a,b, i
s?=a>+a,%. Tada, na osnovu slucaja n=2, imamo #2<b>+5,% pa je

n 2 n 2 n 1/2 4 n 1/23\2
(Z aibi) =(st+Za,.b,.) é(st+( a,z) (Z b,?) )
i=1 i=3 i=3 i=3

e 30550

Ovaj dokaz dao je Eames [1].
Od interesa je primetiti da su nejednakosti C i H ekvivalentne, tj. da
se H moze izvesti iz C i obrnuto. U stvari vaZi:

Teorema 11. Teorema 10 je posledica teoreme 4(b). Posledica 5, pa stoga i
teorema 4, je posledica teoreme 10.

Dokaz. Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da je, u posledici 5, p,= 1.
Dokaz se izvodi u Sest koraka.

1) Ako je n=2, r,=r,=2, posledica 5 se svodi na teoremu 10.

2) Neka je n=2v, r,= - - - =ry=2. Dokaz se izvodi indukcijom pov. Za v=1
ovo je upravo slu¢aj 1). Pretpostavimo da rezultat vaZi za k <v. Tada je

g (2"1 aij) =,§ (f_VI aii)( ﬁ aij)

Ji=1\i= j=1 \i=1 v

IA

m 2v-! 12/ m 2v 12
(2 IT aijz) (2 I aijz) (prema 1)

1 i=1 j=1 j=2v"1lyg

IA

2 m 1/2%
(H 2 aijzv) ’
i=1j=1

gde je u poslednjem koraku iskori$¢ena induktivna pretpostavka.

3) Neka je n prirodan broj i r,=.--=r,=1/n. Pretpostavimo da je 2">n i
defini§imo «;(1=i=2v, 1<j=m) sa

n 1/2V
wy=ap? (1sisn, 1<j<m), ocﬁ=<n a,.) n<iz2y, 1sj=m).

i=1
Tada, na osnovu slucaja 2), imamo

S it)- 1= (51 50”

i=1 Jj=1"'i=1 i=1 \j=1
. « . . . . . Ay
4) Neka je n ceo broj i r,,...,r, racionalni brojevi. Tada je r,=-%, gde
v
su v, v (l<k=n) celi brojevi. DefiniS§imo «;(1<i<n, 1<j<m) kao ranije.

Tada primenjujuéi na «; slucaj 3), dobijamo traZeni rezultat.
5) U opsStem sludaju, kada su r, ..., r, realni brojevi, izaberimo racionalne

brojeve g%, ..., q,,"(z g k= 1) takve da je lim gf=r,(1<i<n). Ovim je
i=1 k—>+ o

zavrSen dokaz, osim $to smo izostavili slu¢aj jednakosti.
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6) Iskoristiemo sada 4) i 5) da bismo kompletirali dokaz. Neka je l=q,,+p,‘,
Tk

k n
gde je g, racionalno i l1<k=n. Tada, ako je 0= 3 ¢;, R=73 g, imamo
A1 k=1
Q+R=1.
Na osnovu 5) je

g:(ﬁ )=§ n a,fi@iteD = g(H ft‘Ix/Q) (f;[laijripi/}’)P

(3 o (3o

Odavde, primenjujuéi 4) na prvi &inilac i 5) na drugi inilac, vidimo da
poslednji izraz ne premasuje

n m % " m P n m . 1/r;
H(Za,—j") H(Z“ij") =H(Z “if") .
i=1 \j=1 i=1 \j=1 i=1 \j=1

Medutim, pri primeni 4) imali smo striktnu nejednakost osim kada su

nizovi
(TR ) (1£k=n)

proporcionalni, pa stoga u opStem sluaju imamo striktnu nejednakost osim u
pomenutom slucaju.

2.3. Nejednakost Minkowskog. Veoma vaZna posledica teoreme 4 je sledeéi re-
zultat:

Teorema 12. Ako su a i b dve pozitivne n-torke i p>1, tada je
n Ip

() (z<a,-+b.~>1’) (zap) +(5ee)"
i=1

ako je p<<1 (p+#0), vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost nastupa
ako i samo ako su a i b proporcionalni.

Dokaz 1. Podimo od identiteta

(i) (a,+b)P= Z a;(a,+b)r~1 + i b,(a;+b)P 1.
i=1

i=1

H[\/]:

Primetimo da ako je ¢ dato sa (3), q=Ll,i ako je p>1, tada H im-
p—
plicira

n n tp  n (p—D/p
> (ai+b,-)”é(2 a«‘p) ( > (g + bi)p)
i=1 i=1 i=1
n Ip  n (p—Dip
(5] (3 enr) "
i=1 i

i=1

odakle (18) neposredno sleduje. Na osnovu teoreme 4 slucaj kada nastupa
jednakost neposredno se dobija.

Ako je p<l, g postaje negativno, i rezultat se dobija na isti nafin pri-
menom teoreme 4 (b).
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Dokaz 2. Sada ¢emo dokazati (18) primenom kvazilinearizacije (videti primedbu
2.1.5°). Posmatraéemo samo sludaj p>1. Za sludaj p<<! moZe se postupiti na
slican nafin (videti BB, p. 26). Na osnovu H imamo

(i (a; + bi)p)llp _
i=1

Odavde sleduje

ax > (a;+b)c;, gde je L={c
<L

i=1

c

n n 1/p n 1/p
Zb,.c,é(za,!’) +(Z bi”) .
i i=1 i

i=1

n 1/p n
( > (a+ bi)l’) < max 3 a;c;+max
i=1 L L

i=1

PrIMEDBE: 1° Nejednakost (18) je poznata kao nejednakost Minkowskog; nazivacemo je
skra¢eno nejednakost M, ili samo M.
2° Jedna vazna primena nejednakosti M je u dokazu nejednakosti

n 1/p n 1/p n 1/p
19 (Z!xk—ykip) s(zrxk~zw) +(Z|zk—yklp) :
k=1 k=1

k=1

Leva strana ove nejednakosti moZe se majorirati sa

n 1/p n l/p
(Z 1(xk—zk)+(2k—yk)|1’) §(Z (lxk—Zkl+!Zk—yk|)1’) ,

k=1 k=1
odakle, na osnovu M, sleduje (19). Nejednakost (19), koja je poznata kao nejednakost trou-
n l/p
gla, bitna je u dokazu da je || x|| :( Z | x; [P) norma u prostoru n-torki x=(x,, ..., x,).
k=1

Nejednakost M moZe se uop$titi na analogan naCin kao H u posledici
5. Dokaz je takode analogan.

Posledica 12. dko je a;>0 (1=isn, 1<j<m) i p>1, tada je

o (§(Ee)" <5 (Ee)"

j=1\i=

sa jednakoSéu ako i samo ako su nizovi (@ , ..., Q1) . .., (@y> -5 Byp)
proporcionalni.

PRIMEDBA: 3° Isto kao i nejednakost H, nejednakost M ili (20) mogu se dokazati indukei~
jom. Poéi éemo od najjednostavnijeg slu€aja

((al +b)? +(a,+ bz)p)”p g(a1p+a2p)1/p + (b1p+b2p)1/p,

§to je, u stvari, nejednakost (20) za m=n=2, Ova nejednakost moZe se dobiti iz (7) isto
kao §to se M moZe izvesti iz H. Tada, kao u induktivhom dokazu nejednakosti H, moZemo
da fiksiramo n=2 i damo induktivan dokaz (20) za svako m i, posle toga, induktivan dokaz
za svako n ili moZemo promeniti redosled (videti: HLP, p. 38).

3.4. Rafiniranje Holderove nejednakosti i nejednakosti Minkowskog. Nejednakosti
H i M bile su predmet mnogih istraZivanja u cilju njihovih rafiniranja. Neki
od tih rezultata bi¢e ovde navedeni.

3.4.1. (1) Najjednostavniji dokaz nejednakosti H ili posledice 5 zasniva se na
GA, pa je prirodno da se postavi pitanje da li se primenom Radoove nejedna-
kosti moze rafinirati nejednakost H (videti: Bullen [15]).
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Teorema 13. Ako pod pretpostavkama posledice 5 stavimo

H,,(a)=§1(,1ill a,.j)”p I (Z . n) 1/(r,.o,,)’

i=1

tada, za n>2, imamo

1
(21) Pan(a)épn—lHn—l (a)'I_*’

rn
sa jednakoséu ako i samo ako za j=1, ..., m vafi
n—1 a;j I/pn_1

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (II. 38) imamo

1 Y pn 1 n—1 bi n—1 . 1/(:3"_l
Pn (p Zr (Hb r) )gpn_l(p 27—(Hbi/ri) )
nj—1"i n—-1j=1"4 i=1

Stavimo u ovoj nejednakosti

(22) b,.=a,.,'f/§a,.;i G=1,...,m),
j=1

i sumirajmo po j tako dobijene nejednakosti. Tako nalazimo

on (1 - H (@) =p,_,(1 - H,_, (a)),

§to je, ofigledno, ekvivalentno sa (21). Sludaj jednakosti sleduje iz slufaja kada
nastupa jednakost u teoremi II. 8.

PriMeDBE: 1° Ako je n=2, nejednakost (21) postaje H,(a)<1, $to je ba¥ H.
2° Uzastopna primena (21) daje

1 |
pnHy@)Spp Hy(@+ —=---=Zp, H (@) + Z T =Pns
rp i=2 n
§to je, u stvari, (6).
3° Zaustavljajuéi se, u prethodnoj primedbi, jedan korak ranije, i preuredujuéi aj, uporedo
sa sli¢nim preuredivanjem r;, dobijamo

m

Z (a; akj)'i’k/(’i+’k)
1 . ri+r i=1
Hy@<- inf ‘% d

Pulsik<n Fifg [ M TRI(Ti+TR) § m iR
r,- rk
2. aij ( 2 ay )
1 j=1

Jj=

(2) Slede¢i Everittovu ideju (videti II. 3.4.), pod uslovom da ICN, I#£0
defini§imo skupovne funkcije

() = (ZaﬂW(ZbOW o

1€I

2@ = (20" + (3 p0)") - 3 @+ b


pera
Rectangle
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Tada nejednakosti H i M pokazuju sledeée: Ako je p>0, ¢>0, i+i= 1, tada
P q

su x i w nenegativni. U stvari ove funkcije su nenegativne, rastuée i super-

aditivne kao $to sledea preciznija teorema kazuje (Everitt [1], McLaughlin—

Metcalf [1], [3]):

Teorema 14. (2) Ako je p, ¢>0, 2+ L —1,I1CN, JCN, INJ =0, J£0, 140,
P q

tada vazi (@) +x ) = xAUJI), sa jednakoscu ako i samo ako su (2 af, > bp)

iel ' iEs
i (Z b2, > b,.q) proporcionalni.
ict = igJ
(b) Ako je p>1 (ili <0), tada,za 1 i J kao u (a), vaZi p(D+p@)=pdUT)

sa jednako$Séu ako i samo ako su (Sar, 2 b,»P) i (z a;?, > b?) proporcionalni.
icl icl icy ics

Dokaz. (a) VaZi nejednakost

aMlrb M1+ a,llP b, < (a, + a,)'P (b, + b,)'a
sa jednako$¢u ako i samo ako su (a@,, a,) i (b,, b,) proporcionalni.

Ako je a,= 2. a?, a,= > a®, b= >ba b,= > bg dobijamo (a).
icl icJ icl icd

(b) Na osnovu M je

((al +b)"7+(a, + bz)llp)p = (a,!7 + a,'?)? + (b7 + b,'/P)?
sa jednako$¢u ako i samo ako su (a,, a,) i (b, b,) proporcionalni. Rezultat (b)
dobija se smenama a,= ./, a,= 2. b b = D a?P, b,= 2 bP.

ict ic1 icJ icd

PrivEDBA: 4° Koliko nam je poznato, Everitt je prvi posmatrao zavisnost Klasi¢nih nejedna-
kosti od skupa indeksa. On je dokazao teoremu 14 (a).

5° Everitt je u [1] primetio da skupovna funkcija
( > aiP)I/p + ( > bip)”p—( > (a;+ b,.)P)”p,
icl icl icl

koja je u vezi sa M, nije monotona. McLaughlin i Metcalf [3] ispitivali su funkciju p kao i
neke koli¢nike koji su u vezi sa M.

(3) Rezultati Kobera [1] i Dianandae [2], o kojima je bilo re¢i u IIL 3.5
takode se mogu iskoristiti da bi se doslo do poboljfanja nejednakosti H i M.

Teorema 15. Pretpostavimo:

n
. , . 1
a;>0 (=1,....,m j=1,...,m), r>0 (i=1,...,n), Z—=1,
i=1ti
1 . (1 1) 1 (1 1)
—=minf{—,..., —}, —=max{—,..., —|,
r ry r, R ry r,
2
12 m a.li Y112 a-kri 12
K,=—73 7 A B B ,

n
! Z aij 121 aik

i=
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1 roo1 a;t a;
D =— - iJ _ ik
n 2 .Z I(Z:lr I3 n n

i=1j, itk Z aijri z aikri

Tada vate nejednakosti

(-2 (o) = (1)

r—1/ 321\ S1

(s (5o ) =5 (1)

i=1
K n m 1/r;
= 0, [1-=2 i .
womfo (1-5)f1(3))

i=1\j=

Dokaz. Dokaz je zasnovan na metodu koji je koris¢en da bi se dobila pos-
ledica 5 i teorema 13. Pri tome, koristimo nejednakosti (II. 59) i (II. 60) pri-
menjene na niz b i primenjujuéi (22) nastavljamo kao u dokazu posledice 5.

PrRIMEDBA: 6° Sludaj jednakosti u teoremi 15 razmatrali su Kober [1] i Diananda [2]. Dia-
nanda takode daje sli¢no pobolj§anje nejednakosti M.

Primetili smo da je nejednakost C partikularan sludaj nejednakosti H. U
stvari, iz H se moZe dobiti mnogo vide rezultata.

Teorema 16. Za dato r(— o <r<<+ o) definisimo f pomodu

f(x) - (Z air+xbir—x) (Z air—xbir+x) .
i=t i=1

Tada imamo sledeée rezultate:
() Ako su a i b proporcionalni, f je konstanta;

(b) Ako a i b nisu proporcionalni, tada je f striktno rastuca funkcija za x=0
i striktno opadajuéa funkcija za x<0.

Dokaz. (a) je odigledno.

(b) Na osnovu teoreme 4, ako « i 8 nisu proporcionalni i ako je 0<<s<1,
imamo

(2 «f p,.l—s) (él a#*‘ﬁf) <(é1 oc[) (é] B:-) :

=

Stavljajuéi o =@+ b -, —é=a"yb'+y, s=%(l+i) , |x|<|y|, imamo
y

o (e )(§ o)<l S arvrsrr)(Sarirer).
i=1 i=1 i=1 i=1

Ovim smo dokazali (b).
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PrIMEDBE: 7° Ako je 1=a=f=2 ili 0=8=a<l, stavljajuéi r=1, x=a—1, y=8—1, iz 21)
izlazi

n 2 n n
(29 (Z aibi) 5(2 a;* biz_“>(z aiz““bi“)
i=1 i i=1

i=1

n n n n
5(2 ap b,?—B)(Z aiz"ﬁbiﬁ)é( aﬁ) (Z b,-2) .
i=1 i=1 i=1 i=1

Ekstremni ¢lanovi se dobijaju za 8=2 (ili 0) i a=1, §to daje niz nejednakosti koje
poboljsavaju nejednakost C.

8° Nejednakosti (24) su specijalan slufaj primedbe 2.1.2°.

Ovaj rezultat je prvi dobio Callebaut [1]. U njegovom ¢&lanku jedan deo ovih nejedna-
kosti dokazan je primenom nejednakosti H, ali je primeéeno da se preostale nejednakosti kako,
izgleda, ne mogu izvesti iz H. Medutim, jednostavno izvodenje iz teoreme 16 neposredno
posle ovoga dali su McLaughlin i Metcalf [2].

9° Daykin i Eliezer [1] dali su opstiji oblik teoreme 16, dokazavsi, posebno, da je funkcija
koja se tamo pojavljuje konveksna; takode videti Flor [1].

Slede¢u generalizaciju teoreme 16 dobili su Daykin i Eliezer ([2] i [3]).

Teorema 17. Neka su p, q pozitivni brojevi i stavimo

n

i=

1/q
1ail—xbi(q+1)x+1) .

n 1p
h(x)z(z a’.(P—l)x+1bi1—x) (
Tada: -
(a) Ako je (1/p)+(1/9)< 1, tada je h konveksna funkcija osim ako je
a=---=a,=1/b=---=1/b, kada je h=const.

(b) Ako je (1/p)+(1/g)=1 tada je h konveksna funkcija sa minimumom u
x=0 osim ako su a? i b? proporcionalni kada je h=-const.

(c) Ako je (1/p)y+(1/q) dovoljno vece od 1, tada je h konkavna funkcija osim

ako je a,= - --=a,=1/b,=.-.=1/b, kada je h=const.
Teorema se dokazuje posmatrajuéi izvod funkcije 4. Ako je i=i:=%,
P q

teorema sz svodi na teoremu 16 za r=1.
(5) Drugo prosirenje nejednakosti C dao je Wagner [1]:
Teorema 18. Ako je O0<x<1, tada je

n 2 n n
09 (Sabrx S ap)s(Sare2x3 ag)(SorvaxSon).
i=1 1<i<j<n i=1 i<j i=1 i<y

Dokaz. Ako je x=0, ovo je nejednakost C. Sledeéi jednostavan dokaz dao je
Flor [1]. Stavimo 1—x=yp, gde je 0=x=1, 0<y<1. Nejednakost (25) je
ekvivalentna sa

n n 2 n 2 n n 2 n
(xSaSbirsan) s(x(Za) +r Zaz)(x(Z0) +r200).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Odavde posle sredivanja dobijamo nejednakost

n n n 2
xy2<bjzai“ajzbi) + ¥
=1\ 7iz1 i=1

koja je, na osnovu C, tacna.

(él “"2> (ébt’) - (% a,~b,-)2 >0

(6) Prvi deo teoreme 4 moZe se interpretirati na slede¢i nadin:

Za dato a,, b, ...

, b, nejednakost H vazi za svako a,,.

.., a, sa jedna-

ko¥¢u ako i samo ako je a”b?=a,?b? (2=<i<n). Ovo moZe da se generalise

na slede¢i nadin (Beckenbach [5]):

Teorema 19. Neka su a, b, p, q kao u teoremi 4; neka je 0<<m<<n i definifimo

m
biz ajP
j=1

m
> aiby
j=1

a Ssa :1,-=a,- (lélgnl)a a~i=

za svako @, ., ...

, a, sa jednakoSéu ako i samo ako je a-— a (m+1=s

(m+1=i=n). Tada za dato a,...,

<i<n).

Dokaz. Posmatramo levu stranu nejednakosti (26) kao funkciju f promenljivih

. Tada je f/=

Qnvrs -

o _pQ; (m+1=j=n), gde je
da;

Pla, .\, .. a,,)=(élaip)”(p D’(z a; b)

Qj(amﬂ,...,a,,):(i >ap1 (za”)

Kako je P>0, izvod f; se anulira samo ako je Q; jednako nuli, §to ¢e

biti ako i samo ako je

A= (m+1=£jsn),

tj. ako i samo ako je aj=¢;j.
Kako je lim Q;(x)<0 i
%—>+0 aj—+
minimum u tacki (@u.qs --- > @)

lim Q;(x)= + o, funkcija f ima jedinstveni

PrIMEDBE: 9° Ako je p<1 i p#0, nejednakost (26) je suprotna.

10° Ako je m=1, ovaj rezultat se svodi na (4).

6 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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(7) Ostrowski [2, p. 289] je dao jedno rafiniranje nejednakosti C koje je
sasvim druk¢ije od navedenih rafiniranja ove nejednakosti:

Teorema 20. Neka su a i b neproporcionalne pozitivne n-torke i ¢ jedna n-torka

n
b;c;=0. Tada vazi
“

i

n
takva da je 2, a;c;=1-
i—1

a,-2

INZE

n n 2
a?'s b,.Z—(z a‘.bi)
1 i=1

i=1

lIA
M=

H

Ciz

1

[

sa jednako$Séu ako i samo ako je

1<k<n).

n n
b > ai—a S by
i=1 i=1
Cr=",

(e (Bor)-(Ben)

i=

Dokaz ovog rezultata moZe se na¢i u M, pp. 66—70, gde su takode do-
kazane razne generalizacije koje potiCu od Fana i Todda [1]). Videti takode:
Mitrovi¢ [1] i Madevski [1].

Beesack [2] je dokazao da se nejednakost Mitrovia, pa prema tome i
njen specijalni slucaj, nejednakost Ostrowskog, moZe dobiti iz slede¢e Besselove
nejednakosti za neortonormalne vektore:

Neka su a,, ..., a, (k>1) linearno nezavisni vektori u Hilbertovom pro-
storu H i neka su o, ..., o, dati skalari. Ako x<C H zadovoljava uslov
(x, a)=0o; (1=i=sk), tada je

k 2

Z v a;

i=1

k

Gay,...,a)?|x|?=

gde je G Gramova determinanta elemenata a, ..., a,, tj.
G=G(a,, ..., a)=det(a, a)

i gde je v,® determinanta dobijena iz G zamenom elemenata i-te kolone sa
(o), ..., o). Jednakost u prethodnoj nejednakosti vazi ako i samo ako je

k
- k
Gx= _zlyi( da,.
i=

U pomenutom Beesackovom ¢lanku navedeno je da je Besselova nejedna-
kost u navedenom obliku implicitno sadrzana u knjizi Akhiezera i Glazmana
[1] (posebno videti pp. 10—13).

Slede¢i rezultat dobio je Castellano [1]: Ako je 0<x <x, <. - =X,
0<p1§q1’ ctt e 0<pm§qm’ MR 0<qm+1§pm+l’ MR 0<qn§pn 1 Pn=Qn= 15
tada je

M Ya; p)y> M, (a; q).
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Dokaz. Ako je q,=c2+p; (i=1,...,m), p;=¢?+q;, (i=m+1,...,n), imamo

n

2 - 2 gf= _Zlqi—glpf=Qn“Pn:0,

1 i=m+1 i

te je zs,2= > g2 Stoga je
i=1 i

i=m+1

n m n m m
Z p;af = 2 p;a’+ Z pa= Z q;a — Z 3;2 a’
i=1 =1 i=m+1 i=1 i=1

n m n n
_ 2 2
= Z q;a— Z g a + 2 g al + Z q;a'
i=1 i=m41 i=m+1

n m

2 2 2 2
Z & a; z §i"a; m
i=m+1 i=

n
=> g;a/+ . - > gl

i=1 m i=1
2 & > &
i=1

Odavde sleduje nejednakost o kojoj je bilo govora.

—

3. RELACIJE IZMEDU POTENCIJALNIH SREDINA

3.1. Nejednakost (r; s). Do sada izloZeni rezultati impliciraju izvesne relacije
izmedu potencijalnih sredina.

Teorema 21 (a). Ako su a i p pozitivne n-torke i — o0 <r<<s< + oo, vaZi
@7 M@ p)< My @ p),

sa jednakoséu ako i samo ako je a = --. =a,.
. .1 1 .
(b) Ako je —w =<s5=<gq, r< -+ o0 | ~~+——~§L, tada je
q r 5

(28) MY (ab; p) < MP (a; p) MY (b; p);

ako je — oo <q,r<s< 4+ o0 vaZi suprotna nejednakost. Ako je i+l<i i
q r s

q, s, r#0, + oo, nejednakost (28) je stroga; ako je q,r,s=0 ili + oo, nejed-
nakost (28) je stroga osim ako je a,~= - .- =a,, b= -..=0>b,; ako je l+i=i

q r s
igq,r s#0, + oo, nejednakost (28) je stroga osim ako su a? i b proporcionalni;
ako je s#0, + o, g=+ o (r= 4 ), nejednakost (28) je stroga osim ako je
a=-+-=a, (by=---=>b); ako je s=0, g=0 (r=0), tada je nejednakost (28)
stroga osim ako je a,=:--=a, (b;=---=0)); ako je s=q=r=0, (28) prelazi
u identitet; ako je s=q=r= + o, nejednakost (28) je stroga osim ako se
max (a) i max(b) dostifu za istu vrednost indeksa; ako je s= + 0o, q=r= F oo,
nejednakost (28) je stroga osim ako je a,—---=a,, b=---=b, ako je
s=q=r= — o, nejednakost (28) je stroga osim ako su min(a) { min(b) dostig-
nuti za isti indeks.

6*
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(c) Ako je m(r)=M,[,'] (@ p), tada je m striktno logaritamski konveksna funk-
cija na (— o, 0) i (0, + ) osim ako je a,=--:.-=a,, kada je m=const.

Najpre ¢emo dati Cetiri dokaza tvrdenja pod (a).

Dokaz 1. Ako jc r= — o ili 5= + o, ovo je, u stvari, teorema 2 (a). Dalje,
koriste¢i lemu 3 (a) za s= —1, potrebno je posmatrati samo sludajeve
0<r<s< -+ oo. Medutim, na osnovu teoreme 2 (a) i GA imamo

MY (a; p) =G, (a; p) =G, (a5 p)'”° < 4, (@ p)'" = MY (a; p),

pa ¢emo posmatrati samo slucaj 0 <r<s< 4 . Pretpostavimo da je P,=1.
Tada, na osnovu H, imamo

il .L n 1/r
M, (a; p) = ( 2 ai'P,-) r= ( 2, (@ p)'p, ‘-’/S)
i=1 i=1

n 1/s
= (zl aispi) =M, (a; p).

Sludaj jednakosti sz neposredno dobija iz GA ili H.

Dokaz 2. Bez smanjenja opstosti moZemo pretpostaviti da je a;>1 (1<i<n) i
da svi g; nisu jednaki. Pretpostavimo zatim da je P,=1 i defini§imo funkcije
f i F pomocu

=M@ p) (—oosrs+ ),

F(r) = r*(logf(n) = r? ff'(")’ (= o0 <r< + ).

Bez teskoda nalazimo da je

(29) F'(r)y= ( i ) ((g a;'p ) (él a,7p; (log a,.)z) — (é‘i a;’p; loga,.)2 )

Na osnovu (29) i nejednakosti C zakljuujemo da F ima jedinstveni
striktni minimum u r=0, Sto implicira F(r)>0 (r#0). Stoga f’ ima istu oso-
binu, pa je f(r)<f(s) za — 0 =r<s< + .

Dokaz 3. Kao $to smo primetili u dokazu 1, moZemo pretpostaviti da je

a
0<r<s< + o 1 P,= 1. Tada, ako je b = > dovoljno je dokazati da je

Mn " (a; p)

2= M M @

Mﬁl(a p)

M[X] (bl/’.

Iz definicije niza b sleduje > b,p,=1, pa ako stavimo b,=1+f,, imamo
i=1
B>—-1 (1=i=n) i > B;p;=0. Stoga, na osnovu Bernoullieve nejednakosti (I.9)
i=1
dolazimo do nejednakosti

Sbirp=> (1+B)' ' pz 3 (1 +%@i)1’ =
i=1 i=1

i=1
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¢ime je dokaz zavrSen. Slucaj kada vaZi jednakost lako se dobija iz Bernoulli-
eve nejednakosti.

Dokaz 4. Slede¢i prost dokaz dao je Orts [1]. Kao Sto smo videli, dovoljno
je posmatrati slucaj kada su r i s pozitivni, P,=1 i kada svi @, nisu jednaki.
Najpre ¢emo dokazati nejednakost za slufaj kada su r i s celi brojevi. To e-
mo indukcijom uraditi. Najpre, na osnovu C, imamo

m_ < < 2

M, =3 aip,-<(2pi a,.z) =M;".

i=1 i=1

Ako pretpostavimo da je ME‘]<ME,k+I](1§k§m— 1), na osnovu C i in-
duktivne pretpostavke nalazimo

n 2 n n
(M[nm])zm( > P aim) <( > ai'"“l’i) ( > aim_lpi)
i=1 i=1 i=1
_ (MLm+1] )m+1(MElm—]])m—l<(MLm+1])m+1 (MElm])m——l’

te je ME,'"]<M£,’"+”. Ako su r i s racionalni brojevi, stavimo r=w/x, i s=y/z,
gde su w, x,y,z prirodni brojevi, pa na osnovu prethodnog imamo

” 1 af Liwz 1L A P n 1
(Z ai’p,‘)r :(z(aixz) pi)l' <(Z(aixz) pi)xy_:( aispi>s.
i=1 i—1 = . i=1
Opsti sludaj, kada su r i s realni, moZe se dobiti prelaskom na graniénu
vrednost. Kako je u ovom dokazu dobijena striktna nejednakost, sluc¢aj jedna-
kosti ne zahteva posebna ispitivanja.
Dokaz 5. Trazenjem ekstremuma funkcije (x;, ..., x)t>p x*+ - +p,x,*
(x,>0, p;>0, k>0), uz uslov p, x -+ - +p,x,=a, dobijaju se nejednakosti

M pz4,p k>1),

odnosno suprotna nejednakost za k< 1. Odavde se bez teskoce dobija (27).

Ovaj dokaz, u sluéaju jednakih teZina, nalazi se, na primer, u &lanku
Ivanova [1].
Dokaz (b). Ako su svi g, r, s konacni i razli€iti od nule, na osnovu leme
3 (a) moZemo pretpostaviti da je s=1 i rezultat sleduje iz teoreme 4 i posle-
dice 9 (takode videti primedbu 2.2.14°). Sludajevi kada su ¢, r, s konacéni ali
ukljuéujuéi tu i nulu sleduju iz (a). Slucajevi, kada su ¢, r, ili s beskonac¢ni, jesu
ili trivijalni ili sleduju iz teoreme 2 (a).

Dokaz (c). Ovo je, u stvari, posledica 7. Medutim, jedan nezavisan dokaz
moZe se dati na sledeéi nadin. Pretpostavimo da je P,=1, a>1 (1=i<n), i

da svi @, nisu jednaki. Stavimo g (r)=rlog M"Na; p). Tada je g” (r)=iF’(r),
r

gde je F'(r) odredeno formulom (29). Stoga, na osnovu C, g je striktno kon-
veksna funkcija ako je — oo <r=0ili 0=r< + .

PriMeDBE: 1° Nejednakost (27) generaliSe GA i fundamentalna je za ovu oblast. Kratko zva-
¢emo je (r; 5). Partikularno, GA je (0; 1). U posledici I1.7. navedene su nejednakosti (— o0 ;—1),
(—1; 0), (0; 1) i (1; + o).

2° Nejqdnakost (r; $), u slutaju jednakih teZina i kada su r i s prirodni brojevi ili recipro¢ne
vrednosti prirodnih brojeva, izglega da poti¢e od Schldmilcha [1]. Ovu nejednakost u slucaju
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jednakih teZina, ali za proizvoljno r i s, dokazao je Simon [l]. Iste godine dokaz Je dao
Wace [1]. Za proizvoljne teZine prv1 dokaz je dao Besso [1], mada je sam rezultat ranije for-
mulisao Blenayme {1}. Dokaz pomogu diferencijalnog rauna, u slucaju jednakih teZina, dali
su Norris [1] i Baidaff i Barral [2]. Jedan interesantan dokaz izveo je Segre [1]. Videti takode
Paasche {1]. Geometrijski dokaz, za jednake teZine, dao je Gagan [1].

3° Ako je O<r<s i P,<1, tada (r; s) implicira da za svaku n-torku a vaZi

n 1/r n t/s
( > ai’Pz) é( > ai”’i) .
i=1 i-1

Ako je P,<1, ova nejednakost je stroga.

4°  Primenom posledice 5 nejednakost (28) moZe se uopstiti na slede¢i nagin: ako je r;>0
n

1 .. .
(a<sismy, —= z -—, agy (1=i<m) pozitivna n-torka, tada je
0 i=1 r;

m m
Mol (H a:y; P)é T MY (@i p)

i=1 =

sa jednako3¢u ako i samo ako su eyt (1=i=m) proporcionalni.

5° Slucaj (r; 2r) ove nejednakosti moZe da se izvede iz C jer je (r; 2r) u stvari

n 2 n‘ n
(Z ai’Pi) > p Y ¥

i=1 i=1 i=1

§to je partikularan slu¢aj nejednakosti (15). Slu¢aj jednakosti sleduje iz C. Ovo je osnova
prvog koraka u induktivhom dokazu 4 koji smo gore dali.

6° Iz primedbe 5° sleduje jedan drugi dokaz GA (Schldmilch [1]):
Pretpostavimo da svi g, ..., a, nisu jednaki. Tada je, na osnovu teoreme 2 (b),

/2 . —m
A, (a; p)~Mn (a; p)>M£. ](a p)>ME:”(a;p)>---> lim M,,[2 ](a;p)=G(a;p).

m—+

7° Sli¢na ideja, koja poti¢e od Paleya, moZe se iskoristiti za dokaz leme II. 10. Pretposta-
vimo da je GA dokazano za racionalne tezine. Tada je te$koéa u tome da se dokaze da je
nejednakost GA za generalne teZine striktna ako svi Clanovi niza @ nisu jednaki. Neka svi
¢lanovi niza a nisu jednaki. Tada je

I [1/2} [1]
Au(@; p) = Mn (a; )>Mn' " (a; p)=Mn' @'?; p)*=G,@'?; p)*=G, @; p),

gde je iskoriS¢ena primedba 6° i slabija forma nejednakosti GA koja je ranije dobijena grani-
&nim procesom,

8° Nejednakost (1; 2) za sluCaj jednakih teZina posebno se dokazuje:

n

n 2 n n
(Z a,~> => a*+2 4= z > @+ad=nYa?

i=1 i=1 1§f<j;n 1<i<j§n i=1
gde je primenjena nejednakost GA.

9° Nejednakost (r; s) tvrdi da funkcija sr‘—>f(s);MLs] (a; p) raste sa s, tj. da je f'(s5)=0.
Osobinu konveksnosti f, koriste¢i osobine f*’, ispitivali su Norris [1] i Beckenbach [5].
1 1

10° Ako je s=1, stavljaju¢i p=--, p’= R bic,mP, pp=c?’ (1=k=n), nejedna-
r —r
kost (r; s) dobija oblik

n n ljp t n lp’
[Sae3n ()"
i=1 i=1 i=1

§to je, u stvari, (11). Buduéi da vise dokaza nejednakosti (r; s) ne zavisi od H, ovo je jedan
drugi dokaz ove osnovne nejednakosti.

11° Nejednakost (r;s) i teorema 2(c), (d) upotrebljene su za aproksimativno odredivanje
nula algebarskih jednagina (Dunkel [2], Netto [1, pp. 290—297]). Jednostavnosti radi pretpo-
stavimo da su sve nule pozitivne i oznaéimo ih sa g, ..., a, u rastu¢em poretku. Tada za
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r=1, 2, ... veli¢ine M,[,r] (a) obrazuju rastudi niz &ija je graniéna vrednost a,. Za r=—1, -2, ...
1/r

1 .
dobijamo opadajuéi niz Cija je granica a,. Sli¢no [—— Z! (a,.1 a;, Yl (r=1,2,...) daje ras-
n
2
2
tudi niz &ija je granica a,_, a, ili ekvivalentno
1/r
Z ! (al.l a;, )y
n 2

()| 3

i=1

ima za granicu a,_,. Uopste, zaklju¢ujemo da

r r 1jr
Z'(H “ij)
r \j=1

Gy _pyy (r—+ o).

§4 r
Vrednosti Z! (H aij) za r=2,2% 2% ... bez teSkoéa se nalaze formirajuéi jednadine
j=1

J
¢ije su nule kvadrati nula polazne jednaéine i ponavljajuéi ovaj postupak. Pretpostavimo da
je k-ta jednacina formirana na ovaj nacin

xrdekxn-l4ekxn=24 .01 ¢, Kxtek=0.

ek \1jr
Tada je priblizni koli¢nik jednak (—- Ld ) . Na ovaj nadin, svaka nula po

c k

P e

lazne jednafine moZe se aproksimativno izradunati.
12° Nejednakost (r; s) moZe se geometrijski interpretirati na sledeéi nagin:
Y

S
Gn(

Sk 6

Neka je t=a;, O0<a;<-- - <@y, s(s—r)>0 i neka kriva HLi ma parametarske jednaci-
ne x=#, y=¢5. Tada, u stvari, dijagram daje i izvesne konverzne nejednakosti (videti

IL. 4). Najpre je MH < MG < MK, gde je G teZilte sistema tacaka (ai , a‘l),. .. (a;, e af,), tj.
a s_a 5 a sa r___a ra b}

(M'[lr])s <(MLSJ)S< n 1 (Mg])’-% 1 Yn 1%n )

a r_a r anr'—alr

Isto tako je NI<NG<NL, tj.

a,—a," sl ara,S—asa,;” ) 5]
a,s—as (Mn o a,S—as < (Mn S (Mn ).
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Ove nejednakosti se koriste u aktuarskoj matematici (Giaccardi [1], Blackwell-Girschick
(1, p. 31].

13° Osobinu logaritamske konveksnosti je dobio Liapounoff [1]. Popoviciu je dokazao da je

log ML’] (a; p) konveksna funkcija od 1/r (»>0) (videti takode: Julia [1], Beesack [1]). Stoga,

kako je prim Beesack [1], ML’] je konveksna funkcija od 1/r (r>0). On je iskoristio ovu

Cinjenicu pri dokazivanju Hsuovog tvrdenja (bez dokaza) koje glasi: Ako je 0<r<s<t, tada je
MU—ME)

l<——il—————,
MI_MEL™ (1)

Primetimo da je slede¢u nejednakost

Mg]_ Mtll_ r] )
— T e <
MY

koja je povezana sa prethodnom nejednakosti, a koju je takode bez dokaza dao Hsu, nedavno
dokazao Rahmail [1].

Druge primedbe i rezultati koji su u vezi sa konveksno$¢u mogu se naéi kod Becken-
bacha [1] i Sniada [1].
14° Monotonost ML’] (a) u drugom pravcu su generalisali Marshall, Olkin i Proschan [1].
Oni su ovo dokazali: Ako su a i b dve pozitivne n-torke i ako & opada i b/a raste, tada

koli¢nik
n n 1/r
i—= Di=1

raste sa r. Slu€aj jednakih teZina u (r; s) je partikularan slu¢aj ovog rezultata.

3.2. Neke posledice nejednakosti Minkowskog. Svi gornji rezultati sleduju iz H
ili C. Sada ¢emo dati neke posledice nejednakosti M.

Teorema 22 (a). Ako su a i b pozitivne n-torke i r=1, tada je
G0 MP(a+b; p)<M (@ p)+ M. (b p);

ako je r<1, vaZi suprotna nejednakost. Ako je rz1, jednakost vaZi ako i samo
ake je r=1 ili ako su a i b proporcionalni; ako je r= + oo, jednakost vaZi ako
i samo ako max (a) i max (b) dostizu svoje vrednosti za istu vrednost indeksa.

(b) Ako su nizovi @=(a,, ..., a,) (1Sj<n), a=(a,;,...,a,) (1=ism)
pozitivni, tada za — o <r<s< + o vafi

3y MP (MY @ p); ) <M (MY (a5 9); p).

Dokaz. (a) Za r+0 ovo je M ili teorema II. 2(c). Sluc¢aj r=0 dobija se prela-
zom na graniénu vrednost. Medutim, ovaj nadin ne daje slu¢aj jednakosti, pa
¢emo to posebno analizirati. Na osnovu G4 je

G (a+b; p)—min S (q+b)oa;p, A={x|G,(x;p)=1}

— i=1
acA !

Stoga je
(32) G, (a+b; py=min 3 a;«;p;+min

— i=1 _
acd acAd

b,a;p,=G,(a; p)+ G, (b; p)
1

i=

1 sluéaj jednakosti se dobija iz GA.
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(b) Pretpostavimo da je r<ts, r#0, + o0 i P,=0,=1. Tada se (31) svodi na

n m sfry1/s m n ris\1/r
(Zl q,-(Z “ij’l’i) ) 5(2 P,-(Zl a,.quj) ) g
Jj=

i=1 i=1

1. -
n m sfryrfs m n rls
(Z (Z aijrpiqjq/s) ) =2 ( a, P q,) :

J=1 \i=1 i—1 \j=1

Medutim, ova poslednja nejednakost je u stvari nejednakost (20). Ostatak
tvrdenja se dobija prelaskom na graniénu vrednost.

PrRIMEDBE: 1° Nejednakost (30) u stvari kazuje da je ME"]:R”—>R konveksna funkcija.

2° Sluaj jednakosti u (31) diskutovan je u HLP, p. 31.

3° Ovaj rezultat je dokazan od strane mnogih autora. Posebno videti: BB. p. 26, Becken-
bach [1], Besso [1], Bienayms [1], Giaccardi [1], Jessen [I], Liapounoff [1], Norris [1], Schlé-
milch {1], Simon [1].

4° Nejednakost (32) moze posluZiti za jednostavan dokaz nejednakosti (II. 35):
116G, @ p)=G,(1;p) +G, (@ P=G,(1 +a; p) (na osnovu (32))
<A,(1+a; p) (na osnovu GA)
=1+ A, (a; p).

U stvari, koristeci (30) umesto (32) i (r; ) umesto GA, na isti nacin za 0<r<1 do-
lazimo do nejednakosti

1+ MU @; =MV (1 +a; <1+ 4, (a; p).
3.3. Rafiniranje nejednakosti (r; s). Budud¢i da (r; s) generaliSe GA, prirodno je
posmatrati generalizacije i rafiniranja sliéna onima u IIL 3.
Najpre ¢emo dati jedno proSirenje teoreme II. 16 (Mitrinovi¢ i Vasi¢ [1],
Bullen [3]):
3.3.1. Teorema 23. Ako su p i q pozitivne n-torke i r<s, tada je
1

(2]

1
P\s—r
M (()s 5 q)
q
1 1

sa jednako$céu ako i samo ako je a, (q1>"’ = =aq, (gﬂ);}.
Py Py

MU (a; p) = MY (a; q)

Dokaz. Jednostavna izraCunavanja daju

i‘ s r 1
g\s—r s—r r—s P \s—r
Ml a("—) sp g ) MDD (—) 5 p
MY (a; p) "( 2 "\\g

M (a; q) s R
n q \s— —r r—s 14 -
ME;Y] a ( W)s r; ps q s ME:] (*>s r; q
y 4 q

odakle primenom (r; s) dobijamo nejednakost iz teoreme 23.

3.3.2. Jzdnostavno prosirenje Radoove nejednakosti (Il. 38) i Popoviciuove ne-
jednakosti (IL. 44) je sledece:
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Teorema 24. Ako su a i p pozitivne n-torke, n=2 i

(a) ako je L <1, tada Jje
s

33) P, (M (a; py— M7 (@ py) 2P, (ML (a5 p)— M1 (a5 )
sa jednakoséu ako i samo ako je r=s ili r<<s i a,= MY | (a; p) kada je s<1,
a,,:ME,'L(a; D) kada je r<1;
(b) dko je r<0=<s, tada je
(34) (ﬁﬁﬂ @ P))P" > (M5511 @ P))”"—‘
M (a; p) MY (a; p)

sa jednakoséu ako i samo ako je r=s ili r<s i a,,zMﬁfl,l(a;p)zME,'ll(a; D).

Dokaz. Primetimo najpre da na osnovu leme 3 (a) moZemo u (a) i (b) pret-
postaviti da je r=1 ili s=1. Tada partikularni sluajevi r=0 lil s=0 sleduju
iz teorema IL. 18 1 II. 20.

(a) Pretpostavimo da je r=1, $to je dopusteno, i uo¢imo sluéaj r=1<<s<< + .
Tada se bez teSkoca zakljuCuje da je posmatrana nejednakost ekvivalentna sa

n 1/s

1/s n—1
Pnl—]/s(zlaispi) 2Pn_11—1/3<zl aisp[) +a"p"’
= =

odakle, na osnovu H sleduje (a) u ovom slucaju.

Imamo alternativan dokaz ako posmatramo funkciju a,— f(a,)= A, (a; p)
-~ M (a; p). Primenom diferencijalnog racuna dobija se da ova funkcija ima
jedinstveni minimum za a,,:ME,']_l(a; p), odakle sleduje traZeni rezultat.

Sli¢an postupak moZe se primeniti i u slu¢aju — o <r<<1=s. Granicni
sluajevi r=1, s= + 0w, r=— o, s=1 mogu se posmatrati posebno i lako se
vidi da i tada vaZi nejednakost (33).

(b) Da bismo dokazali (b) u sludaju — o <r<0<s<<+ o0, primetimo da je
x+>log x striktno konveksna funkcija, pa je

MU\ P, 1 P, 1 ! p
log [ 2n \" = P, ([~ log (7= (- spltas P
e A el P EE

MLr] n n-1 j=1 n

1 P, {17m2] p
~Liog [Pt (LS arp, ) v 2e
; og( » Za p,>+a » >>

n \'nij=1 n

n—1 n—1 Is1 P
EP”_I(%log (1’ > aispi)—"i" log(Pl > a,.’p,-))=log (h) 1.

n-1 i—1 n—1 j—1 ML’]

Slucaj jednakosti se neposredno dobija.
PRIMEDBE 1° Postupak kori$¢en u teoremi 1. 34. moZe se lako primeniti na drugi dokaz
teoreme 24 (a) da bi se dobila konverzna nejednakost za (r; s). O tome ¢e kasnije biti detalj-
nije govora.
2° Vise sliénih rezultata sleduju iz opitijih teorema koje ¢e biti kasnije dokazane, pa je to
razlog $to ih neemo formulisati ili dokazati u ovom trenutku (videti Bullen [3], Mitrino-
vié — Vasié [1], [21, [3]).
3.2.3 Sada ¢emo dokazati opstu teoremu koja implicira viSe rezultata onog ti-
pa koji nas interesuje (Mitrinovi¢ — Vasi¢ [10]):
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Teorema 25. Ako je », >0, A+uzl, a,b, p, ¢ pozitivni nizovi, 1,,1,,J,, J,
neprazni konacni podskupovi od N takvi da je 1, NI, =1,NJ,= @, tada je

(35 Prus Onun® MELs, (@ ) MLy, (b 9%
= Py O MY (a; py MY (b; @) + Ps Qu,* MY (a; py M) (b; q).
Ako je A+u>1, nejednakost (35) je striktna; ako je N+u=1, nejed-
nakost (35) je striktna osim ako je
(36) Py, Qu, MY (a; py M5 (8; gy = Ps, @1, M) (a; py MY (5; qy.
Ako je Mr<<0, h+u=1, vaZi suprotna nejednakost; uslovi za jednakost
ostaju isti.
Dokaz. Ovo neposredno sleduje iz (7) i posledice 9 za n=2, ako se stavi
1 1

A=—, p=—1
p q

al’ =P, MY (@ py, ai’ = Py, M§] (a; py,
b= Qr, MY} (b; gy, b= Qu, MY (5; 9)*
Sluéaj jednakosti neposredno se odreduje.

Posledica 26. Ako su X i J neprazni konacni podskupovi od N takvi da je INJ= &,
i ako su a, p, q pozitivni nizovi i r, s realni brojevi takvi da je rs< 0, tada je
S AN S IS S s
PI\ IJ.s~r MR])J (a; p) s—r PIs—r M[Ir] (a; p) s—r PJs—r M.[Ir] (a; p) s—r
(37) SR el A R C N ik L I
LML @) MY @ q) M5 (a; 9)
. ¥
Qu.g 1 ]

r r
s—r s—r

PiM{Na py  PyMY(a; py

o MP @ g O M5 (a; gy
Ako je rs>0 (rs), vaZi suprotna nejednakost pod istim uslovima za jed-
. J 4 p J
naxkost.

Ova nejednakost je striktna osim ako je

Dokaz. Ovo je neposredna posledica teoreme 24, §to se zakljuduje ako se stavi
I-1,-1,3=J3,=J, i \=——, 4

s—r s—r

PriMeDBE: 3° Defini§imo sledecu funkciju kona¢nog podskupa skupa N:

s rs

P[: M%'] (a; p)
v =———\—""q
My (a;q)

r

) dA#0), v(2)=0.

o'’

Nejednakost (37) kazuje da je v superaditivna funkcija ako je rs<0 i subaditivna ako
je rs>0.

4° Stavljajuéi I={1, ..., n—1}, J={n}, nejednakost (37) postaje

5
pns—r
+ =

r

s rs s
= M (g oy N P
(38) 2 (M)s—'>1’n—xsi MY @; p)
r [s] (- = —
o \M @9 MY (@5 9)
Qns—r Qn~1s_r q”34

rs
s—r
r

¥
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sa jednakoS$¢u ako i samo ako je
(Pn—1qn) Msll(a;q)s
— g, —— .
PnQn—, MU (a; py

Za rs>0 (r#s) vaZi suprotna nejednakost sa istim uslovima za jednakost.
5°  Ako stavimo r=p, s=—gq, p;=1, g;=(a; b;) 5, nejednakost (37) daje

LB (300 (B (5

i<Id =Ly icl «d

Kako je otigledno > a;b;— » a;b;+ > a;b;, poslednja nejednakost implcira nejed-
i2Iud icl icd
nakost iz teoreme 14 (a). Sludaj jednakosti u toj teoremi je jednostavna posledica posledice 26.

6° Koliko nam je poznato, Bullen {3] i McLaughlin — Metcalf ({3]1i S 3) su prvi, nezavisno,
ispitali nejednakosti Everittovog tipa za potencijalne sredine.

Posledica 27. 4dko su 1, J, a, p, q isti kao u posledici 26 i rs<<0, vaZi
o (2 mily @ p) ) ”M<<m (.M‘f‘ @y )”‘ & (Aﬁ" oy
o \ MYy @ 9 \o1 \MP @; ) Qs \MY (a; g) ) '

Dokaz. Desna strana nejednakosti (39), podeljena sa Py 5, moZe se prikazati
u obliku

! r
P[Py MY @RV Y ey (P (M[Jr] (a: p))s .
Py (o1 \M(a; g Py |0 _M[Jsl(a; 2 )

§to je na osnovu GA vece od ili jednako sa

B I

Pr M[Ir] (@ P\*Ys—"PLy (py M_[]'](a; PI\SYs—r Py

{QI (MFI (a; ‘I)) ] {QJ (ME]J] (a; q)) } ’
Ovaj izraz nije ve¢i od leve strane (39) podeljene sa Py 5. Kako je

$77 <0, stepenujuéi obe strane sa - —-, dobijamo (39).
r r

PrIMEDBE: 7° Za I-{1,...,n}, J={n+1,...,m}, p=q, s=1 i ako r—0, nejednakost (39)
daje teoremu 23 (b), pa je stoga posledica 27 generalizacija ovog rezultata.

8° Za opste r, s (rs<0) slu¢aj jednakosti u (39) nastupa ako je ME’] (a;p):ME]'] (a; p)—1.
Medutim, u slu¢aju koji je posmatran u primedbi 7° kombinovanjem slu¢aja jednakosti u
posledici 26 i u G4 dovode u grani¢nom slu¢aju do sluaja jednakosti datog u teoremi 24 (b).

Definigimo slede¢u funkciju na skupu N: Ir>o ()= Py M (a; p); tada

je sledeéi rezultat analogon teoreme 14:
Posledica 28. Ako je s>1, INJ= o, 1+ o, J+# @, vaZi nejednakost

40) cAUN=zcd)+c5(d)

sa jednakoséu ako i samo ako je M 1 (a; p)—M § (a; p). Ako je s<<1, vaZi su-

protna nejednakost sa istim uslovima za jednakost. Za s=1 u (40) uvek vaZi
Jjednakost.
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Dokaz. Pretpostavicemo da je s>1, jer je slu€aj s=1 trivijalan. Stavimo
I-1,-1,,J=J,=J,,r=0, 7\—1—7—, p.;—, p=¢q; tada iz teoreme 25 nepo-

sredno sleduJe rezultat. Sli¢an dokaz mozZe se dati u sluéaju s<<0 i s#0. Slu-
daj s=0 je neposredna posledica nejednakosti GA jer je tada desna strana u (40):

P ,J(P Gy (a; p)+*r—G;(a p))<Pn 3(Ge(a; p) NGy (a; p) T

= P15 Gr.3(a; p).
Slu¢aj jednakosti dobija se iz GA.

PriMEDBE: 9° Teorema 25 je prosta posledica veoma jednostavnog oblika H. Prema tome,
svaki rezultat koji se moZe dobiti iz teoreme 25, moZe se direktno dobiti iz H na jednosta-
van nacin.

10° Nejednakost (36) moZe se bez teSkoca uopstiti tako da vazi za m parova disjunktnih
skupova.

Sledeéi rezultat je generalizacija teoreme II. 25 (videti: Bullen [3], McLau-
ghlin i Metcalf [2], [3], Mitrinovi¢ i Vasi¢ [10]). Pri tome su kori¢ene ranije
uvedene oznake.

Teorema 29. Ako su a i p pozitivne (n+m)-torke i sjir>1, tada je

@) Cem B (a; gyt Trim MU (a5 p) = 20 pp1 (g ps
Om Py, Om
P g1 (a5 pye (an ~P, 7\;)T+ MY (a; ¢ — A~ M) (a; pys,

m

S Pn m r
42) %"*—'"Mﬁlm(a;qr— Fim pgt1, (a p>s(

m

MEl (@ ¢ )s
MU (a; p)

agls] /.. s r r—s
Qn {51 [r] Mm (ll, q) o . =
M (@ gy - @ (i) (7 Prn= Pa) T
= 2n P, Myl @ e
r

gde ) zadovoljava uslov Q<As—" P, <P,,,. Ako je O0=s/r<1, tada vaZi suprotna
nejednakost. Jednakost vaZi ako je s=0 (bez ogranifenja za 2y ili za s#0 i
MY (a; p) _ (1= Py =Py 1/')
MY @a; p) P,

Kada r— 0, nejednakosti koje se dobijaju iz (41) i (42) vaZe za svako s
i striktne su osim za ranije navedene uslove pri r->0.

Dokaz nejednakosti (41). (i) Ako je rs#0, (41) je ekvivalentno sa

r—s
nt+m — fn+m sir
P
1_ z aisqi—x( %+m) '(zl airpi)

Qm i= i=

1 n 1 n sir 1 n sir ro\r—s
E—Zafqi—?(z afp,-) —’}—,—(Z airpi) <n+m P As_r)r
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§to je ekvivalentno sa

§ s

@) (3 arp) (P BT (652, ('S 0

r—s /nt+m s
= n+m (Za pi) .

Da ovaj poslednji rezultat vaZzi, sleduje iz teoreme 4 (b) u njenom naj-
jednostavnijem obliku (tj. za n=2); slufaj jednakosti takode se dobija iz po-
menute teoreme.

\/

(ii) Ako je r+£0, s=0, tada je (41) ekvivalentno sa

Onsm_Prims @n 1 (p P 3-1)p142-1,

§to se svodi na identitet za svako A.
(iii) Iz (41) ako r—0 dobijamo

m S, Pn . 5
(44)  Lempid, (@ qp -2 G, (4 p)

m m

M5 (a; 90 —21G,, (a; ).

o Qn p4l
==M," (a; q) —
5 (@ q)

m m

Medutim, (44) je ekvivalentno sa

45) LS arg-LrnG, . @py
ém i=1 L T)m mrm
- 1 n s Pn . s Fm 1 ni K} -1 . s
zZ=— > a'q;— = G, (@pPr="+=— > a’¢;—2"'G,(ap)
Qn (T Py, P, mi—n+t1

tj. sa

G, (a Pyt p_Onl@ pY WnimPaz) G, (a p).

n+m n+m
Medutim ovo je specijalan sluaj nejednakosti GA.
(iv) Sludaj r=s5=0 je obuhvaden sa (ii), gde nije neophodno da se pretpo-
stavi r#£0.

Dokaz nejednakosti (42). U sva cCetiri sluéaja nejednakost (42) vaZi pod istim
okolnostima kao i1 nejednakost (41); ovo se vidi iz sledeCa dva vazna sludaja.

(i) Ako je r#£0 i 50, posle izvesnih upro$éavanja zakljudujemo da je (42)
ekvivalentno sa (43).
(i) Ako r—0, tada (42) postaje

Ml
Onim 30 X Piim (a q)°
— Mn m\@; S — A Gn m S
(46) o, +m (@ q) 7 Ons (a; p) G @
[-V] s
< O gl s PrsmiPm Py (a; 9)
M, (a, q)— G a; py ,
Qm (@ ay= P (@ £) Gy (@ 9)°

§to je ekvivalentno sa (45).
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PriMEDBA: 10° Ako stavimo A=1 i p=g, nejednakost (41) kazuje da je za s/r>1 funkcija
1 P (MP @ p¢—M @ p))
superaditivna. Ovo generaliSe teoremu 24 (a).

Rezultat Ostrowskog (teorema 20) daje sledece rafiniranje nejednakosti
(28) u sluaju kada je r=g=21 s=1:

Teorema 30. Ako su a i b neproporcionalne n-torke, p pozitivna n-torka sa P, =1
i ¢ definisano sa A,(ac;p)=1—A4,(bc; p)=0, tada je

M[ZJ (ap) 2
n_ 2, 2z 12 .
<52?T&§;T) = (M3 (a; p) M5 (B; p))' — A, (ab; p),
sa jednako$éu ako i samo ako je
b M (a; py—ay M (b; py?

Cp =
(M3 (a; p) M (b; p))*— A, (ab; P)

4. GENERALIZACIJE POTENCIJALNIH SREDINA

Izvedene su mnogobrojne generalizacije potencijalnih sredina. Najveéi broj
je ukljulen u generalizacije koje ¢e biti posmatrane u slede¢em odeljku. Medu-
tim, u tim generalizacijama ne vide se mnogi detalji i zbog toga Ce izvesni
partikularni sluCajevi biti ovde dati.

4.1. Kontraharmonijska sredina

Definicija 31. Ako su a i p pozitivne n-torke i r realan broj (— oo <r< + «),
tada je r-ta koniraharmonijska sredina niza a sa teZinama p definisana sa

n
> ai’pi
=1

@47  H (a4 p)=——

n
r=1p.
> a"lp;

— max (a) (r=+ o),

(— o0 <r<< + o),

= min (a) (r=— o).
Kao i kod ranije definisanih sredina, ukoliko nema zabune, pisaéemo samo
HT' dok ¢e HY'(a) oznalavati r-tu kontraharmonijsku sredinu niza a sa jedna-

kim teZinama. HY’ (a; p) oznacavace kontraharmonijsku sredinu u onom smislu
koji smo koristili kod sredina ranije definisanih.

PriveDBE: 1° Sledeéi identiteti se lako proveravaju:
HW (a; p) =4, (a; p),
H™ (a; p) = H,, (a; p),

HL— 0] (a; p) = ]im HEI'] (a, p)s

r—>—o0
HU 1@ p)~ lim HU'(@a;p),
r—+ o

HM @ p)=A4,@a"'p)  (—o<r<+w).
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n
2° Takode se proverava da je H [’12] (a) tacka u kojoj Z
i=1
3° Kontraharmonijska sredina ima sledece osobine:
(a) homogenost, tj. za A>0 vaZi

HY oa; py =2 HY (a; p);

a;—x\2 o
-——] dostiZze minimum.
x

(b) neprekidnost, tj. ako je k=(k,, ..., h,), tada imamo
tim B a+ h; p)= H (a; p).
h—0
Teorema 32. (a) Ako su a i p pozitivne n-torke i 1 <r< + o, tada je

@8)  Hy'(@p=M (g p);
ako je O0<<r=1 vaZi suprotna nejednakost.
(b) Ako je — o =r=0, vaZi

49)  HY'(a; p)<= MY (g p).

Jednakost vazi ako i samo ako je r=1, ili r=0, ili a,=---=a,.
Dokaz. Identitet
M['] r—1
[r] n
Hn _(M[,*”\ MH]
n

na osnovu nejednakosti (r—1; r) poviadi (a). Stoga je

! < L — MU p)
= n b b
B @5 p M @ p)

Hy'(a; p)=

¢ime je zavrien dokaz tvrdenja (b;. Sludaj kada nastupa jednakost sleduje iz
(r—1;r).

Nejednakost (48) u sludaju jednakih teZina i kada je r=2 prvi je do-
kazao Jacob [1].

Slede¢a teorema poti¢e od Lewenta [1].

Teorema 33. Ako je r<s, tada je
(50)  H,'(ap)zH, (& p),
sa jednako$éu ako i samo ako je a;=---=a,.

Dokaz 1. U dokazu teoreme 21(c) pokazali smo da je r>m(r)= 73 a/p,

i=1
striktno konveksna funkcija ako je ¢,>1 (I1<i<n) i ako svi g, nisu jednaki.
Na osnovu osnovne osobine konveksnih funkcija za r>s je m(@r)—m(r—1)>
>m(s)—m(s—1), $to je, u stvari, nejednakost (50) za — oo <r<t 4 o0. Ako
je r=— oo ili s= 4 o, rezultat se neposredno dobija.

Dokaz 2. U sludaju kada su r i s celi brojevi, Angelescu [1] je dao sledeéi
dokaz: Kvadratni trinom

mir—-Dx2-2m@r)x+m(r+1)= ipi(x—ai)Zai'—l

i=1

nema realnih nula, pa je m(r)>’<m(r+1)m(r—1), odakle sleduje
HY (a; p)<HY (a; p).
Ovim je zavrSen dokaz u ovom slucaju.
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PrIMEDBA: 3° Primenjujuci (48), (49), (50) i teoremu 2(c), (d), dobijamo opravdanje za

uvedene definiciie H) u slutajevima r= —co ir=+o0, t.
(51 lim HE:](“; Pp) =min (a), lim H[’] (a; p) = max (a).
r——oo r—4 w

Teorema 33. Ako je 1 =r<2, imamo

(52)  H™(a+b; p)< H (a; p)+ HY' (8; p);

ako je 0=r<1, vaZi suprotna nejednakost. Jednakost vaZi ako i samo ako je
r=1 ili ako je a proporcionalno sa b.

Dokaz. Ako stavimo Y (r)= HY (ta+ (1-0)b; p), A;=ta;+(1 -1)b, B;=a,—b,
imamo

n 3
(33) (_Z A,-'—lpi) ¥ (1) =(r—1) 2 P-rQ),

gde je

~
il
M=
S
=
M=
N
?\N‘
i
]
ES
M=
LN
&
~
M
'
3

n 2
(Z Ak"szPk) )

k=1

= k=1

n 2 n 2
_( Z Ajr—lpj> Z Akr—Z Bkzpk 2 Z A p](z Akr szpk) .
i=1 k=1
Na osnovu C imamo P=0. Primenjujuéi G4 i zatim C, dobijamo

o (g a5 men) (5 )5 0]

k=1

-2 A,v"ll’jkzl A2 Bepe > A Bip

j=1 I=1

N

n n n n 1/2
23 A7 S Al 2kak<<lz /2 B;p, » Amrpm)
= <

j k=1 m=1
- > A BIPI)EO-
=1
Odavde za 0=<r=<2 izlazi 2P-rQ=0, pa je ¥ konveksna funkcija za
1<r<2 i konkavna za 0=<r=1. Stoga je Z‘P'(%)g‘I”(O)Jr‘F(I)za lsr<2.

Za 0=r=1 vazi suprotna nejednakost. Odavde izlazi tvrdenje teoreme. Slucaj
jednakosti se dobija pomoéu C i GA.
PRIMEDBE: 4° Teorema 33 moZe se prodiriti za r= 400, ali ako je 2<r< + oo postoji e>0

tako da za a=(l,¢,...,¢8) i b=(1, % ..., €?) nejednakost (52) ne vaZi. Sli¢an kontraprimer
mozZe da se nade i za — o0 <r<0.

7 Sredine i sa njima povezane nejednakosti



98 IIT Potencijalne sredine

5° Koliko nam je poznato, ove sredine i njihove osobine potiSu od Beckenbacha [2]. Identiteti
(51) nalaze se u HLP, p. 62.

6° Alternativni dokazi (52) mogu se na¢i u BB, p. 27, i u &lanku [2] Beckenbacha.
7° Druge reference su: Bellman [2] i Hari das Bagchi i Chandra Maity [1].

4.2. Razni autori su generisali koliénik (47) i teoremu 33. Tako su Mitrinovi¢

i Vasi¢ [5] posmatrali izraz
M @, p)
[Jgx—k-

M, (a*~%; p)

F(x)=

i dokazali sledeée: Ako je r=s, tada je F monotono rastuda ili opadajuca
funkcija prema tome da li je rk>0 ili rk<0. Ako je s<r, tada F ima

jedinstveni maksimum za x= ", ako je s>r, funkcija F ima jedinstveni

r—s
maksimum u istoj tacki.
Sluéaj r=s i p,=---=p, ranije je posmatrao Kobayashi [I1]. Metodi
dokaza zasnivaju se na elementarnom diferencijalnom racunu.
Sada ¢emo detaljnije posmatrati jednu drugu generalizaciju. Neka je
(Gleser [1]):
49 o '@p

:% (-0 Zu, v + ).
Tada, ako je u > v, nejednakost (r; s) implicira

55 o¥(@p=1,

sa jednako$¢éu ako i samo ako je q,= .- - =a,.

Teorema 34. (a) Ako su a i p pozitivne n-torke { u>v, tada je
0% (a; p)= min Q" (a;; p);
1<i<n
(b) Ako je, pored toga, MY (a; p)<a, <MY (a; p), tada je
W (g; py< max QM7 (a; p).
1=izn

Dokaz. (a) Bez tetkoée moZemo proveriti da je
1

(tn—l) ' Z (P,—p) (ML /s ) (@1} (as p)))

[, v] (.
Qn (a’ p)’ 1

((n - ‘Z (Pa—p) (MY (a; ,p)))

1

((n—l)* > (Py—p) (MY a5 )" )

i=

[u, v}
= min O, (a, ; p, :
1<i=n n —

((n—n-‘ > P (MY (a; p))”)v
i=1

= min Q.21 (a/; p),
1\r<n
n

gde je primenjena nejednakost (r; s) i Cinjenica da je (n—1)7' > (P,—p)=1.

i=1
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(b) Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti da je a, < --- <a,. Tada
ulinjene pretpostavke dovode do nejednakosti:

P(M: (@5 )" S Zpiaict i M (a3 )
1%k
te je
1

1 A
> piat) .
Pn—Pk i—1
i*k

MY (a; p)g(

Ova nejednakost vazi i kada se u zameni sa v, te imamo
Vo i, 7.
QEtu ’ (a: p)<Qnu—1i (ak) p)

PrIMEDBA: 1° Sli¢an rezultat moZe da se dobije izdvajanjem proizvoljnog podskupa a (videti:
Gleser [1]).

Teorema 35. Ako je v>0 (<0) fiksno i ako svi elementi pozitivne n-torke a
nisu medusobno jednaki, tada postoji jedinstveno uy=9v (0<06<v) u kome

(O¥"Na; p))* dostife jedinstvenu minimalnu (maksimalnu) vrednost.
Dokaz. MoZemo pretpostaviti, bez smanjenja opitosti, da je ¢, < - - - <a,. Stavimo

g (W =1og(0% " (a; p))”.

Jednostavna izraCunavanja dzju

Z p;aloga;
’ i= I n
g (u) = V—I—”—————log? . p; g‘,",
Z pja* "=t
i=1
v n u n u n 2
n 2 ((leiai logm)(Z Piai>—<2piaiulogai) )
= i=1 iZ1 J
pia*
(27)

Ako je v=0, na osnovu C imamo g''>0, pa je g’ rastuéa funkcija.
Dalje, ako je v>0, imamo

g (w)=

lim g () =log{-22%" )<0,  lim g (u)=log(‘n%"
n—>—oo n n—+ o0 n

z pia Z piayY
i=1

i=1

>0,

g (0)>0, g’ (»>0.

Poslednje dve nejednakosti su posledice J-nejednakosti i konveksnosti lo-
garitamske funkcije. Ove Cinjenice su dovoljne da potvrde tvrdenja teoreme ako
je v>0. Sludaj v<0 razmatra se sli¢no.

PriveDBe: 2° Kako je QO (a; p) Q1" “(a; p)=1, nije tesko formulisati slicno tvrdenje ako
se (QL"’ "Na; p))"" posmatra kao funkcija od v pri fiksnom u.

3° Specijalno, ako je O0<v<u, tada je (QE,“’ " (a; p))"”g(QE,"’ (a; p))v2 =1, §to je ekviva-
lentno sa fundamentalnom nejednako$¢u (r; s).

T*
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4° Pretpostavimo 1i da je 1=<s<r, tada je

n
Z pla!r

(@0 V@ pY =(0% V@ PY, G Ay o=

n
> piag

i=1

Ovaj tezultat, u sluaju jednakih teZina, dobio je Berkolaiko [1]. Jedan druk¢iji dokaz
dao je Z. Mitrovic [1]. O opstem slucaju videti: Mitrinovié¢ i Vasi¢ [11].

5° O istraZivanjima izraza QL"’ "1 (a; p) u drugom pravcu videti 5.1.

4.3. Drugi autori su koristili sli¢ne koli¢nike da bi uveli nove sredine (Gini [1],
Gini i Zappa [1], Castellano [1]): Ako je p=gq i defini§imo

n 1 .
. Iz
z aPlp—q lf - a;?
B ()= | ! (v#9). B @=(IT &)
i—1

2, a1

i=1
Primetimo da ograniCenje p>¢ ne dovodi do smanjenia opStosti.
Privepee: 1° B2 %) - M7 @) (p=0) i B> U(a)= M? (a)(g<0). Pored toga BI??~!l(a)

=H L’l(a). Prema tome, ove sredine obuhvataju, kao specijalne sluéajeve, potencijalne sredine
i kontraharmonijske sredine.

Teorema 36. Ako je a pozitivna n-torka i p<gq, tada je

(@) lim B4 (a)— B " (a), (b)  lim BY ¥ (a)=max (a),

P4 pot»
(¢ lim B¥ 9 (a)=min (a), (d) ako je m=0, tada je BY™ % (a) ras-
g=—o0
tuéa funkcija od gq, i, osim ako je a,=---=a,, ona je strogo rastuca,
(e) BY %(a) je rastuca funkcija od p.
Dokaz. (a) Ovo se jednostavno dokazuje.
n n n
log > ap—log > a9 log > ap
(b) log lim B (a)= lim k=l k=1 _ Jim —*=L  _Jogmax (a)
P>+ p—>+oo r—q p—>+o r

na osnovu primedbe 2.1.7°.
() Dokaz je sli¢an onome pod (b).
(d) Dademo dokaz samo za m>0. Za m=0 dokaz je sli¢an. Neka je

flg)=log 2. a2+ —log > a9
k=1 =1

Tada je

n n

Z agd*mlog a; aydlog a,
, k=1 k=1
I (@=—

n
Z qatm z ard
k=1 k=1
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Prema tome, dovoljno je dokazati da je g, definisano sa

n

Z a4log ag

k=1
g@="——",

aq
1

M=

k

rastuéa funkcija po g. Ovo sleduje iz

n n n 2
Z ak”( Z a4 (log ak)2>——( Z a4 log ak>

’ k=1 k=1 k=
g (q)= !

)

k=1

n
> @ ad (log ax—log a)?
=

(£

(e) Kako je B! (a)=MY " (a; a%) i MY (a; p) je neopadajuéa funkcija, ima-
mo da je BY % (a) neopadajuca funkcija od p—g, gde je ¢ fiksno, tj. BY ¥ (a)
je neopadajuca funkcija od p.

k

v
<o

4.4. Drugi pravac generalizacije sugerirao je Bonferroni [3]. Ako je a pozitivna
n-torka, defini§imo
1

R
i j=1
analogno se definiSu opstije sredine MY %" (a), itd.
Teorema 37. Ako je a pozitivna n-torka, h>0 i p>p—h>gq, tada je
MLP’ q] (a)gME,p"h’”h] (a).
Za dokaz ove teoreme videti Bonferroni [3].

Sledec¢e sredine, koje je uveo Gini [2], predstavljaju dalje generalizacije:

n H/(pc—qd)

)Zahp. - eaP

BLP» ¢ q,d] (a) _ ( d

. (pc—qd#0),
(C>Zai1q' . .aidq

— lim B”°*% @)  (pc—qd=0).

pe
q—

O osobinama ovih sredina videti: Gini [6] i Castellano [2].
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4.5. Mesane sredine. Neka je a data pozitivha n-torka, k(l<k=n) prirodan
broj. Oznafimo sa ;’f, ..., of k-torke formirane od elemenata n-torke a
(takvih k-torki ima ukupno y:(:))

MeSana sredina reda s i ¢ (— o0 =5,/< + ) od a definisana je sa
7 M(s, 55 k)= MU (MP(«f); 1<isx).
PriMeDBE: 1°  Sledeéi specijalni slucajevi se neposredno proveravaju:

M(s, ;1) =M @), M, 5m-MD @), M, s k=M @)

2° Neposredna posledica nejednakosti (r; s) je da je M (s, t; k) rastuéa funkcija i od s i

od ¢. Prvi rezultat koji ¢emo dokazati odnosi se na osobinu monotonosti M (s, f; k) kao funk-
cije od k.

3° Ideje i glavni rezultati iz ovog odeljka poticu od Carlsona [2], [6] i Carlsona, Meanya i
Nelsona [1] i [2].

Teorema 38. Ako je s<Ct, tada je

(58) M, bk—1)sM(s, t; k);

ako je s>t, vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost vaZi ako i samo
ako je aj=- - =a,

Dokaz. Oznaéimo sa _oc)f}(l <j=<k) kolekciju (k — 1)-torki od ;f‘ Tada je svako 25

jednako sa ;ﬁ‘l(lghgx’:( r

)) i svako Zﬁ“ pojavljuje se n—k4 1 puta
u kolekciji§§(1§j§k, I =i=x); primetimo da je ' (n—k+1)=xk.

Kako je MY (af) = MY (M (af); 1<j<k) za s<t, na osnovu (r; s),
imamo

(59 ME@E)=MEP (ML, (<h); 1=j=k).
Odavde, na osnovu (57), dobijamo
Ms, ; k)= MY (ME (MY, (25); 1=j<k): 1=isx)
MY (ML () 1<isx)=M(s, 1 k- 1),

gde smo koristili ranije uvedene oznake.

Ako je s>t, nejednakost (59) je suprotna; u oba slu¢aja nejednakost je
stroga osim ako je a,= - - =a,.

Sada ¢emo izvesti jednu nejednakost izmedu razli¢itih meSovitih sredina.

Pretpostavimo da je k+/>n. Tada, ako je )\:(';), imamo
(60)  afai o (1<isx, [<j=h).
Korisno je da uvedemo oznake
o~ MP () (1=izxn), ©=MT() (1=j=n),

6, =ML (Z’-‘m;}’.), 5, = MU (;fcm;jl)
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Lema 39. Ako je k+1>n, tada je
61) T=MY(r; 1=isw) (1)

ij*
(ili 6= MY (s
Dokaz. Ako je t= 4+ oo rezultat se neposredno dobija. Ako je 7140, na osnovu
(60), suma na desnoj strani je linearna kombinacija #-tih stepena of. Kako

. . v k . . . .
se sumiranje proteZe na sve k-torke o;, suma je invarijantna na permutacije

elemenata oc}'. Stoga je desna strana multipl od 7; ako stavimo a,= ... =a,
vidimo da je taj faktor jednak 1. SliCan dokaz se izvodi za 7=0.

S 1=is)  (Isisw).

Teorema 40. Ako je s<t, k+1>n, tada je
62) M@, s; k)=M(s, 1; 1),
sa jednakoSéu ako i samo ako je a,= - - - =a,.
Dokaz. Primenom formule (57), leme 39, nejednakosti (31) i (r; s) dobijamo
M(t, s; k)= MY (o; 1<i<k)
=MP (M (o, 1=j=n); 1<i=x)
<MW (MY (x5 1sisw); 1sjsh)
=My (z; 1=j=%)
=M(s, t; ).

Ovim je zavrSen dokaz nejednakosti (62). Slucaj jednakosti sleduje iz
sluCaja jednakosti u (31) i (r; s).
PrRIMEDBE: 3° Na osnovu primedbe 1° vidi se da za k=/=n, nejednakosti (58) i (62) sadrze
(r; 5) kao specijalan slucaj.
4° Rezultati teorema 38 i 40 u sluCaju s<t mogu se sumirati na slede¢i nacin:
(63) M@ =M@, ; DEM (s, 2)< - =M (s, 1; n— )M (s, ; )= MY (a);

Vi Vi Vil 1
MY\ @)= M(t, 5; =M (1, 5; n—1)= - SM (8, 5 DMt 55 1) = MY (a),

pri ¢emu su sve nejednakosti striktne osim za a,=.-- =a,.
5° Partikularan slucaj (62) je (videti 5.1):

((ab)‘/2 +(be)'/? + (ca)‘/z) - ((a+b) b+o) (c+a))1/3.

(64) 3 - 8

5. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

Pojam konverznih ili komplementarnih nejednakosti definisan je u II. 4.
Sada ¢emo dokazati neke opste rezultate ovog tipa.

5.1. Granice za koli¢nik potencijalnih sredina. Neka je # prirodan broj >1, a
i p dve pozitivne n-torke, P,=1 1 neka je za — oo <s<<r<C+ o koliCnik
0% (a; p) definisan sa (54). Tada, kako se vidi iz (55), Qf'" ima donju gra-
nicu nezavisnu od n, a i p.
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Gornja granica sa takvom osobinom ne postoji jer je na osnovu teoreme

sup 9 (a; p)zhma_lx(i).
— oo <Is<r<-+ o mmn (a)
Medutim, ako posmatramo niz a takav da je O<m=a,=M (1<k<n),
takvu granicu moZemo da dobijemo i tada je
r, M
o Na; p)=p=-="
m
Specht [1] je dokazao da se ova granica mozZe poboljsati. Taj rezultat su
kasnije ponovo otkrili Cargo i Shisha [1] koji su takode dobili i kada vazi jed-
nakost, §to nije bilo sadrzano u ¢lanku Spechta.
Teorema 41. Neka je n>1, p pozitivna n-torka, P,=1,0<m=a, <M (1 =k <n),

B=A—/I, — 00 LS + o0; tada je
m

65 0% Ya; p)<T. (B),

gde je
! 1
I,,@ = [ 7( rE—B \"s Lo,
@ ((r—s)(BLl)) (s-r)(ﬁun) (s7#0)

(66)  Tho(®)= (J—"‘*—’—~j( =limT,, ®).

elog (Br/®r -1y \ s .0

Lo, ()= (J"‘B—”’—)"‘;( ~lim T, . (®).

e log (Bs/(3s—1)) \ F>0L
Neka je
1 r K
=6 s = — 0 s
. 5) s~r{ﬂ’—1 Bs~l} (rs#0)
. 1 1
67)  0(0,5)= lim 0(r, 5)= L
©7) ©, 5 r»ilt‘)n— . 5) slogB fps—1
0@, 0)= lim 0(r, s)=0(0, r);

s—04
tada je 0<<0<<1 i jednakost u (65) nastupa ako i samo ako postoji Y {1, ..., n},
tako da je %pfe, a, =M KkCI), ay=m (kL.

Dokaz 1. Definisimo
T, (8) =sup{x|x=0Qy " (a; p), p tako da je P,=1, a tako da je m=a, <M}

pretpostavljaju¢i, $to ¢e Kkasnije biti i dokazano, da gornja granica ne zavisi
od n. Takode definiS§imo i

A={a|l<a,=B(l<k=n),
P={p{Pn= 1},
Lvs (B p)=sup 0 (a3 p).
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Tada na osnovu jednostavnih osobina @ dobijamo
68) T, ,@)=supT, . (8 p)=sup ;" (a; p).
pzP agg
y4S3

Kako je I3, ; (8)=8, jednostavna izraBunavanja dovode do sledeéih iden-
titeta:

6% Tns@®=T-_,®

(700 Ts@®y=Ti0(P) (0<r<s< +oo),

(7)) Lo s @yr=Do1(B) (O=r<s<+ o),

(72) L@ =T_q, (B (— o0 <r<0<s<+ o).

Prema prethodnom, dovoljno je izralunati I', | u sledeta tri slucaja:
(1) O<r<s<+ oo, (ii) O=r<s<<+ o0, (iii) — oo <r<<0<s< + . Koristedi
(70), (71) i (72), ova tri sluCaja svode se na ispitivanje I', ,(r>1) u sluaju
(i); Ty, u slu€aju (i), i I'_, ,(#>0) u sluéaju (iii). Kako je odredivanje ovih
granica jednostavno, posmatra¢emo samo prvi sludaj.

Da bismo izracunali I', ,(8)(¢> 1), posmatrajmo najpre I', ,(3; p). Kako
je skup 4 kompaktan, postoji b= A tako da je

by
73 (0,6 p)=(0""0; p) =t
( > Pk bk)
k=1

IYZE
o]

Za neko i (1<i<n) stavimo
pi=p 2 pbi=(-p oy, 2 pibi=(1-p)a,.
k#i k#i

Tada, ako je 1<x<p, funkcija @ definisana sa
D)= (0B, .. b X by, by p) =2 AD
(%) (Q (b, i—1 i+l P)) (ox+ (L—p) 0,)t
ima maksimum ili za x=1 ili za x=8, $§to sleduje posmatranjem izvoda P’

Prema tome, poSto je i (1 <i<n) proizvoljno, tatka b iz A definisana
sa (67) je takva da je b,=1 ili B (1<<k<n). Pretpostavimo da je IC{l, ..., n}

takvo da je b= (kEI), b= 1(kED), i stavimo y= D p(0<y=1) (primeti-
kel

mo da je moguéno da bude I= @). Tada je

cove A=) +y B
Poe @ pY =g oy (V0.

Stoga, na osnovu (68) je
Ly (B)f= sup ¢(»)
0=<y=1
i jednostavnim analiziranjem izvoda ¢’ zakljuujemo da ¢ ima maksimum u y,,

gde je 0<y,=0(1,7) <1, pri ¢emu je 0 definisano sa (67), Dakle I+# o i
L @)= @, n)",

§to je vrednost data u (66).
Sluéaj jednakosti se neposredno dobija iz prethodne analize.
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Dokaz 2. Znatno jednostavniji dokaz sleduje iz teoreme 1.33 izborom funk-
cije f pomoéu f(x)=x". O ovome videti ¢lanak [13] Mitrinoviéa i Vasiéa.

PriMEDBE: 1°  Vise klasi¢nih nejednakosti su specijalni siuéajevi teoreme 41. Stavljajuci r = —1
i s=1, dobijamo Kantorovievu nejednakost (videti Kantorovi¢ [1}]):

o (S (520 )

ag k=1
1
sa jednako$¢u ako i samo ako postoji IZ_{1, ..., n} tako da je px :E’ ar=Mk&D), a5 = m(k ).

Specijalan slucaj ove nejednakosti je slede¢a nejednakost:

i r (M+ m)?
7> ( z ak) (kzl F(lk) = 4Mm -

k=1

sa jednako$c¢u ako i samo ako postoji skup IC{l, ..., n} koji sadrZi n/2 elemenata i ay = M (kS1),
ay = m (k& I). Posebno, ako je n neparno, jednakost ne moze da nastupi. Ovo je Schweitzerova
nejednakost [1].

Henrici [1] je dokazao da nejednakost (75) implicira opstiju nejednakost (74); dovoljno
je da se zadrzimo na racionalnom nizu p i pretpostavimo da je px=qi/Q (q; (1 =k =n), Q
celi brojevi). Tada jednostavna izraCunavanja pokazuju da se (74) svodi na (75).

Isti autor je takode dao direktan dokaz nejednakosti (74) zasnovan na metodu koji su
koristili Pdlya i Szegd da bi dokazali svoju nejednakost (videti nejednakost (84) koja dalie
sleduje).

Odredimo ay, Bx (1=k<=n) na slede¢i nacin

ar=u M+Brm, a, ‘=0 M~ '+Brm L
Bez teSkode se zakljuCuje da je 2, =0, Br=0 (1=k=n) i kako je

(M—m)*
(76) V=g ar™" = (ox M+ By m) (o M1+ Bem ™) = (og + Br)* + o By i

imamo oy + Br=1 (1=k<n). Ako stavimo o= z o Py, B= z By Pr, imamo
k=1

n

an @+B)= D (x+Br) pr= Z pr=1.
k=1

k=1
Leva strana nejednakosti (70) jednaka je

(M—m)?
M+Bmy(@M '+Bm )= (a+{3)2+aﬁ———

(na osnovu GA)

Z(a+B)? (1 +-(M— m)z)
=0 4 Mm

(M+ m)?
= 4 Mm

¢ime je zavrsen dokaz (74). Jednakost moZe nastupiti samo ako je «+ B3 =1 i koriste¢i uslove
za jednakost u GA, ako je a=f. Iz (77) prvi uslovi impliciraju o, +8;,=1(1=<k=n) §to na
osnovu (76) daje da za svako k je o, =0 ili 8, =0 pastoga ax=M ili gp=m(1Sk=n). Ako
je I takav podskup indeksa da je ax=M (k<I), drugi uslov implicira Z Pk = Z Pik= y”2
kel kel

2° Beckenbach [3] je generalisao teoremu 41 pretpostavljajuéi da je m=<a =M (n,<k<n) za
neko n, (0=n,=n). Njegov clanak sadrZi alternativni dokaz Spechtovog rezultata koji ce
biti dokazan u IV.6.2.
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3° Drugi dokaz teoreme 41 koji je dao Goldman [I] zasnovan je na nejednakosti (koju je za
r=—1,s=1 dobio Rennie [1]): Ako je rs<0, vaZi nejednakost
(78) (Ms—m®) MU (a; pyr—(Mr—mr) M) (a; pys<Ms mr—Mr ms.
Ako je rs>0, vaZi suprotna nejednakost. Da bismo izveli (65), napisimo (78) u obliku
r ) M’—m’) (ME])JF( s Ms—mS (Mg])r Msmr—Mrms
( s—r ( rm’ m s—r ( sms m (s—r)ymr ms ’

odakle primenom GA dobijamo

A

r s
( Mr—mr (ME])S)~;( Ms—ms\ (ME:]>'):’— MSsmr— M ms
it - =
( rm’ ) m /! ( sms ) m T (s—r)ym"ms
tj. (65).
4° Slucaj r=1, s>1 ranije je posmatrao Knopp [3].

5° Sledece relevantne reference su Diaz i Metcalf [1], Diaz, Goldman i Metcalf [1], Lupas
[1], Marshall i Olkin [1], Mond [1], Mond i Shisha [1—4], Newman [1], Cargo [2].

5.2. Granice za razliku potencijalnih sredina. Neka je
Dy (@ p)= M (a; p)— M. (a; p).
Tada, na osnovu (r; §), imamo
Dy (a;p)z0  (r=s),

pa sliéno kao za Q moZemo postaviti pitanje da li postoji gornja granica za
D nezavisna od n, p i a pod uslovom da je a pogodno izabrano. Jednu takvu
granicu dobili su Mond i Shisha [1, 2] i ona ¢e biti data u teoremi 44.

Najpre ¢emo dokazati dve leme.

Lema 42. Neka je 0<<m<<M, — oo <r<<s<C + o,

Mr—mr Msmr—Mrms
(79 a=Tr— 2, b=
i

J(xX)=r(x"—oax'—p);
tada je f(x)=0 (m<x<M) sa jednakoSéu ako i samo ako je x=m ili x=M.

Dokaz. Jednostavna izracunavanja pokazuju da f’ ima jedinstvenu nulu na
(0, + ) i, kako je f(m)=f(M)=0, dovoljno je dokazati da je f' (m)=>0.
Kako je f'(m)=rm"'(r—oasm*-"), koristeéi (79) i stavljajuéi x=M/m
dovoljno je pokazati da je g(x)>0 za x>1, gde je g(x)=rx*—sx"—(r—s).
Kako je g(1)=0 1 g’ (x)=rsx""1(x*="—1)>0 za x>1, dokaz je zavrSen.
Lema 43. Ako M, m, o, B3, r, s imaju ista znacenja kao u lemi 42 | ako je

h(x) = x5 — (ax + BT (rs#0),

M \(x—m) [(MS—ms)
=x1/~‘~m(——)v T (=0,
m
M\ (e—mn)(Mr—mr)
= (A) —xlr (5=0),
m

kao i
I=[min (M?*, m%), max (Ms, m*)] (s£0), I=[M", m'] (s=0),
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tada postoji jedinstveno yEf, u kome h uzima maksimalnu vrednost u 1. Dalje,
h(y)=(OMs+ (1= me)ts — (O M7+ (1-0) )l (r5:£0),
=(OMs+(1-0)mS)Us— MOms=1-%  (r=0),
=MOm'-0—(OMr+(1-8)m’)  (s=0),
gde je

_» s =77y_mr _
6= (s#0), 0= (s=0).

Dokaz. (i) rs#0. Kako je A(m)=h(M*)=0 i h(x)>0 (in), Jasno je da
yeli b (y)=0.

Pretpostavimo da postoje dve tacke y,, v, (¥, < y,)) takve da je h(y))
~h( vy =sup {h(x)|xEI}. Ako je k' (x)=0, jednostavna izradunavanja pokazuju
da je tada

B (x)=s"1x0-29s(gx 1+ b)~1(a (s~ = r-Y) x+ b(s~1—1)).
Kako je 2”7 (y)=0 (i=1, 2), iz prethodnog sleduje da je
sYHa(st=r Yy +b(s~1=1))=0 (=1, 2).

Odavde sleduje da ako je y,<x<<y, i A’ (x)=0, tada je A" (x)<<0. Kako,
medutim, 2 mora da dostigne minimum u (y,, ¥,), ovo dovodi do kontradikcije,
dime je dokazana jedinstvenost tatke .

(i) Sludajevi r=0, s=0 mogu da se ispituju na analogan nadin.
(iii) Preostali deo leme dokazuje se jednostavnim izradunavanjima.

Teorema 44. Neka su M, m, o, B, r, s, h, y, 6 isti kao u lemi 43. Ako je n>1,
msa, <M (1=k<n), tada je

®0) D@ p)=h(y)

sa jednakoséu ako i samo ako postoji 1C{l,...,n} tako da je > p,=0
G =M (KEI), ay=m (k&1). e
Dokaz. (i) rs+#0. Primenom leme 42 dobijamo

@) D@ p) =M (@ p)— (« M7 (@ p) + B)'" = h (M) (a; py),

sa jednako$¢u ako i samo ako je svako g, jednako M ili m. Ovo, na osnovu
leme 43, daje (80) sa jednakoséu ako i samo ako je svako a, jednako M ili

n

miy=2 p.a’, $to posle jednostavnih izralunavanja dovodi do dokaza teo-
k=1

reme u ovom sluéaju.
(i) Ako umesto leme 42 primetimo da je za m=x<M, ¢>0

X9 = M A5 —mS)(MS—mS) yyq (MS—x5)/(MS—m3)

sa jednakoSéu ako i samo ako je x jednako M ili m, tada takode mcZemo
dobiti (81) u slucajevima r=0 ili s=0, ¢ime je dokaz zavrien.
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PriMEDBA: 1° Sludaj r=1, s>0 ranije je posmatrao Knopp [3]. Ovaj slufaj se bez teskocée
dobija iz teoreme I. 34 (videti Mitrinovic—Vasi¢ [13]).

5.3. Konverzne nejednakosti za nejednakosti C, H i M. Ove konverzne nejed-
nakosti mogu se dobiti kao posledice prethodnih rezultata.

Teorema 45. Neka su b i ¢ dve pozitivne n-torke, p>1, l~+ L 1, 0O<m<M,
P q
la
B_-. “~ I pretpostavimo da je m<é—7<M (1=£k<n). Tada je
Ck
1 1 1 1
n n . n —1 q'
(805
(82 (kzl k) (121 ‘ pr—Ba/\1—pe p
Neka je o1 (7J~—~ P ) Tada jednakost u (82) nastupa ako i
ptg\l1—f-a  pr—i
samo ako postoji YC{l,...,n} tako da je (1-0) z bkckff)z bic, 1

b Mac,—Ya je jednako M kada k<1 odnosno jednako m ako Jje k@l

Dokaz. Ovaj rezultat se dobija iz teoreme 41 stavijajuéi s=p, r=—g¢q, a,=
n -1

:bkl/qu_llp i pk:bkck(z bkck) (l§k§n)
k=1

PriMEDBE: 1° Pretpostavimo da je 0=m,Sb=M,, O<m,=c, =M, (1=k=<mn), pri Cemu je
m, m,<<M,M,. Tada, ako je p proizvoljna, pozitivna n-torka vaZzi

(ﬁ)l/zggb,‘ pk)llfé(%)l/z
M, (ck p)'? m

2

pa iz nejednakosti (82) sleduje

n z (m,m, + M, M) 2
83 b2 pi? 2 < b .
(83) (121 k Pk)(kzl Ci’ PK ); py—— i Z & Ck PIE

2 \k=1

O ovoj nejednakosti videti Watson [I] i Greub i Rheinboldt [1]. Slu¢aj p,=.-.—p,=1
dokazali su Polya i Szego [1]:

n n 1 M, M, mym
2 o 14¥% 2 .
(84) (kzl bk ) <k§1 & )_ 4 ( my,m, i M M ) (kzl bkCA>

2° Neposredno sleduje da je (84) specijalan slutaj Kantoroviteve nejednakosti (74). Vaizi i
obrnuto.

3° Svaka od ngjednakosti (74), (83) i (84) moZe se izvesti iz integralnog oblika nejednakosti
(75) (videti M, p. 60).

4°  Alternativni dokaz ovih nejednakosti dali su Diaz i Metcalf [1] koji su najpre dokazali
slede¢u elementarnu nejednakost.

Teorema 46. Ako su b i ¢ pozitivne n-torke takve da je 0<m§25§M (l=k<
k
<n), tada je

(85) S oeli4mM Y brs(m+M) D b,c,
k=1 k=1 k=1

sa jednako$Séu ako i samo ako je ;i‘:m ili M, za svako k (1 <k <n).
«
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Dokaz. 1z pretpostavki teoreme sleduje

b (%_m)(M—Zi)go (1=k=n),
i k

odakle sumiranjem po k dobijamo

2, (cx=mby) (M~ c) 20,

a to je upravo (85).

Pokazimo sada kako se (84) dobija iz (85). Stavimo m=-;%, M=
m
Tada iz (85), posle jednostavnih transformacija, dolazimo do nejedx;akosti (84).

Teorema 47. Neka su p, q, m, M, B, 0 isti kao u teoremi 45 i neka su b i ¢
dve pozitivne n-torke takve da je
Ci )I/q
(bk+ck

1
mé(—%—) /qéM, m
bk-l-('k

M.

IA
VAN

Tada je

n 1jp n lip
(zbk”) +<Z€k1’)
k=1 k=1 < p+q

(2 (bt fm)llp il 1jg—q)1/p(ﬁp;l)”“

k=1

sa jednakoSéu ako i samo ako: (i) postoji YC{1, ..., n} tako da je

by liq
(1-0) Shy (b +c)r= =0 3 bbtert i (7o) =M ke,
kel ke e+ Ci

bk /g
by +¢y

(i) postoji IC{1, ..., n} take da je

(1-0) 2 cx(bp+ )Pt =0 > cp(by+ )Pt i (__CL)1/q=M (k= ),
P Pt

bk+Ck

=m (kD) i

(J’f—)”" —m (kG

bk+ck

Dokaz. Oznacimo desnu stranu u (82) sa E. Na osnovu teoreme 45 imamo

B3

(bie+ )P = 2 br(bp+ )P+ 2, cp(br+ )P 1
k=1 K= 1

Il

n ljpl n /g n lUpyf n /g
gE—l(zbkp) (Z(bk+ck)1’) +E-1(§ckp) (z(bk+ck)l’) ,
k=1 k=1 k=1 k=1
odakle sleduje navedeni rezultat.

PRIMEDBA: 5° Ovaj rezultat su izveli Mond i Shisha [2].
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Teorema 47. Neka su b i ¢ dve pozitivne n-torke, p>1, L+l~= 1, O<mzs
y o q

ak‘/q

g;TgM (1<k<n). Tada uz oznake iz leme 43 imamo
% D
n i/p n 1/q
2 by ? z by cj
_kn:I B k=nl <h(y),
Z by z cd
k=1 k=1
sa jednakoScéu ako i samo ako postoji YT {1, ..., n}, tako da je
, . 1/ , byl
(1=0) Sbece=03b,c. i % C—pr k) i 8 _m (ka1
kel kel cillp cillp

Dokaz. Ovaj rezultat sleduje iz teoreme 44 na isti nadin kao $to teorema 45
sleduje iz teoreme 41.

PriMeDBA: 6° U sludaju p=1 i p=2 konverzne nejednakosti drugadijeg oblika dobio je Bene-
detti ([1], [2D koji je ispitivao maksimalne moguéne vrednosti ovih sredina ako su &lanovi a
ograni¢eni na jednom kona¢nom skupu vrednosti. Medutim, ovo izlazi iz okvira ove knjige.
Za dalje reference o ovoj materiji videti knjige BB i M.



Poglavlje 1V:
Kvaziaritmeticke sredine

1. DEFINICIJE I JEDNOSTAVNE OSOBINE

Ako stavimo @ (x)=x"(r£0), ®© (x)=1logx(r=0), imamo
MY (@ p)—»—r@-l(‘d S p,,cb(ak)),
[%ksl
§to sugerira slede¢u definiciju:

Definicija 1. Neka je m,, m,cR i neka je M:[m,, m,]— R neprekidna i strikno
monotona funkcija; neka je a n-torka takva da je m <a,=m,(1<k=n), p
nenegativna n-torka sa P,=1. Tada je kvaziaritmeti¢cka M-sredina od a sa
tezinama p definisana sa

) M,@p=M" (é P M(ao) =M1 (4, (M@ p)).

PrimMepBe: 1° Koristiéemo se oznakama M, i Mi(a; p) onako kako je objaSnjeno u II. 3.4 ako
to ne bi stvaralo zabunu.

2° Pod pretpostavkama u definiciji 1, M~! postoji, neprekidna je i strogo monotona funk-
cija na segmentu [min (M (m,), M (m,)), max (M (m,), M (m,))].

3° Poito smo zahtevali da a, pripada domenu M, nismo pretpostavljali da je a pozitivno.
Naravno, ako je [m,, mz]CRl, to ¢e biti slucaj. Primetimo takode da m,, m, ne moraju
da su kona¢ni dok elementi od @ moraju biti konaéni.

4° Kao $to smo primetili, ako je M (x)=x" (r#0), M(x)=log x (r =0), [m,, m,]=[0, + ],
tada je M, (a;p):ME,’](a; p). Drugi primer dobijamo uzimajuéi da je M(x)=g* (g#1),
M@)=x(g=1), [m,, m)]=[—ow, +oc]. Tada je

12 a
2 M, (@; p)= M, (a; p) = logg | -- > P8 (g#1),
nk=1

=A,(a; p) (g=1).
Ove sredine zovu se eksponencijalne sredine. Njih su detalino prouéavali Bonferroni [1]

i Pizzetti [1]. Takode videti: Gini [6). Od interesa su i druge sredine koje su ispitivali ovi autori,
a koje su takode specijalni slucajevi kvaziaritmetickih sredina. Tako, ako u oznaava sredinu,

stavljajuéi M (x) =g'/* (g#0, 1; g>0), imamo

n
glin=3 pi g%k (radikalne sredine);
k=1
ako je M (x)=x*:
n
pt = z Py A% (bazi¢no-eksponencijalne sredine);
k=1

112
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i ako je M (x)=x!*:

wlie= > pr a8k (bazi¢no-radikalne sredine).
k=1

Primetimo da u poslednja dva sluaja, da bismo obezbedili monotoniju M, moramo a
ograniciti na slede¢i nain: g, =1/e (1=k=n).
Nave$éemo neke nejednakosti koje vaze za ovako definisane sredine.

(a) Nejednakost izmedu bazi¢no-eksponencijalne i eksponencijalne sredine: Ako je a pozitivna
n-torka, vazi

o
=

i

(A (@)%

Invgs
8
HM:

i
sa jednako$¢u ako i samo ako je a,=:-:=a,.

(b) Nejednakost izmedu bazi¢no-eksponencijalne i potencijalne sredine: Ako je a pozitivna
n-torka, tada je

n 1/A4p (a)
z Z a; An(a)
i= i=1
n n
sa jednako¥¢u ako i samo ako je a,= .- =a,.

(¢) Nejednakost izmedu radikalne i bazi¢no-radikalne sredine: Ako je a pozitivna n-torka,
tada je

n n
> a3 (A, @)
= i=1

sa jednako$¢u ako i samo ako je a,= ... =a,.

(d) Nejednakost izmedu aritmeticke i eksponencijalne sredine: Ako je a pozitivha n-torka,
tada je

HM:

“z 3 (M @),

gde je r<maxxix={ak ’ak< ML'J(a)}, sa jednako$¢u ako i samo ako je @, =---=a,.

Dokazi ovih nejednakosti mogu se nac¢i u Pizzettievom ¢lanku [1]. Ove nejednakosti mogu
se isto tako dokazati primenom opSteg rezultata, izloZenog u 2.

5° Od interesa su trigonometrijske sredine koje su posebno ispitivali Pratelli [1] i Jecklin [9].
Ove sredine su takode specijalni sluCajevi kvaziaritmeti¢kih sredina.

k3
Ako stavimo M(x)=cosx i 0§a,~<—2— , dobijamo sinusnu sredinu S,,:

Z p;sinag;

i=1

Zpi

i=1

S, (@)= arcsin

3
Ako stavimo M (x)=cosx i 0§a,-<? , dobijamo kosinusnu sredinu C,:

n

Z picos a;

i=

n
Z Pi
i=1

C,, (a) = arccos

8 Sredine i sa njima povezane nejednakosti



114 IV Kvaziaritmeticke sredine

™
Ako stavimo M(x)=tgx i 0< a,-<?, dobijamo tangensnu sredinu T,:

n
z pitga;
T, (a) =arctg '%—_ .

Zl’i

i=1

b
Najzad, ako stavimo M (x)=cotgx i O<a,~<? , dobijamo kotangensnu sredinu CT,,:

n
> picotga

i=1
n
Zpl

i=1

CT, (a)=arccotg

Sada ¢emo navesti neke nejednakosti koje vaZze za aritmeti¢ku, geometrijsku, harmo-
nijsku, kvadratnu (potencijalnu sredinu za r=2), sinusnu, kosinusnu, tangensnu i kotangensnu
sredinu:

Ako je a n-torka takva da je a,~€<0, ~;i) (f=1,..., n) i ako svi a; nisu medusobno
jednaki, vaZe nejednakosti

H<(CT<(G<S<A<C<T<Q 7a X7¢ =a4;SXT1Q)
H<(CT<G<S<A<C<Q<T 7a XTQ =a;=XGs;
H<CT<S<G<A<C<Q<T za XGs =a;=XcTS;
H<S<(CT<G<A<C< Q<T za  XCTS Sa4;=XHS;
S<H<CT<G<A<C<Q<T za XHS =a;=XCTG;
S<H<G<CT<A<C<Q<T 7 xcrcéa,:%,

gde 4, G, H, Q, S, C, T, CT oznacavaju redom aritmeti¢ku, geometrijsku, harmonijsku, kvadra-
tnu, sinusnu, Kosinusnu, tangensnu i kotangensnu sredinu u sludajevima jednakih teZina.
Fary
Dalje x7¢ oznadava reSenje jednaCine tgx=7, xro jednaline cotgx —2x, xgs jednacine
N 2 o 2 e
cotg x = x, xcrs jednacine cotg x = 5 xps jednaline tg x = — i xcr1g reSenje jednaline tgx =2x
x

(sva ova reenja treba uzeti iz (0, 7/2))-
Dokazi ovih nejednakosti mogu se nacéi u ¢&lanku [9] Jecklina. One se, takode, mogu
dokazati primenom opsteg rezultata iz IV. 2.2.

6° Jo% vazZnije od gornje primedbe 3° je Cinjenica da dozvoljavamo da p bude ne samo
pozitivnho nego i negativno (sa P, =1, tako da svi py nisu nule). Posledice ove generalizacije
na ranije rezultate nije te$ko analizirati,. Razmotrimo tri osnovne nejednakosti (r; 5), H u
obliku (III. 28) i M u obliku (III. 30) (samo za kona&no r i s). O&igledno, ovo proSirenje
znadi da prvobitna tvrdenja za sredine reda r ukljucuju nejednakosti reda k (1=k=n). Sto se
ti¢e slucajeva jednakosti, oni moraju biti preformulisani kao $to sleduje: Potrebno je da uslovi
za jednakost budu p-imenjeni samo na one &lanove niza koji su pridruZeni teZinama razliitim
od nule. (Tako, na primer, za (r; §) za izvesno & vaZi g; =« za svako i za koje p;>>0). Posebno,
jednakost vazi ako je p; =1 za neko 7, dok je pyp =0 za k+#i.

Sto se ti¢e Radoove nejednakosti (II. 38), na primer, ili je p,=0 u kom sludaju je
nejednakost trivijalna, $§to predstavlija jedan drugi iskaz jednakosti, ili je p,#0 kada, kao
ranije, prethodna tvrdnja ukljucuje sve nejednakosti za 2=k=<n i kada sluCaj jednakosti ostaje
nepromenjen. Na sli€an nafin mogu se diskutovati nejednakosti kao (ITI. 46), (II1. 44), itd.
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U sledeéim razmatranjima bife pretpostavljeno da svi nizovi a, p i funk-
cije M zadovoljavaju razliite uslove definicije 1. Medutim, u primenama na
partikularne slucajeve, i u diskusiji nejednakosti tipa Radoa, mi ¢éemo, radi
upro§cenja, obi¢no uzimati da je p pozitivna n-torka, ne pretpostavijajuéi da
je P,=1. Dalje, u svim diskusijama koje se odnose na viSe sredina, nizovi a
moraju oCigledno biti ograni¢eni na preseke pridruZenih intervala [m,, m,].

Sledeca lema daje izvesne jednostavne osobine kvaziaritmetickih sredina.
Lema 2. (a) Ako je a,= -+ =a,=m, m<m<m,, tada je M, (a; p)=m.

(b) Ako je a<b, tada je M, (a; p)<M (b; p) sa jednakoséu ako i samo ako
je a;=b,, pri cemu je p,>0.

hn
(c) Postoji jedinstveno m (mm (@) = m = max (a)), tako da je M (m) = Z Dx M (ay).
Pored toga, osim ako su svi a;, medusobno jednaki kada je p,>0, pOStOJe a; koji
su manji od m 1 oni koji su veci od m.

(d) Ako je n=2 i ako su dati a i m (min (a)<m<max (a)), postoji p tako
da je M,(a;, p)=m; p je jedinstveno osim ako je n=2.

(e} Ako je p<gq, tada je M, (a; p)=M,(a; q).

Dokaz. (a) i (b) je trivijalno.

(¢) neposredno sleduje iz definicije 1 i Cinjenice da je i o (M (m)— M (a)) =0,
§to povladi, osim u sludaju kada su svi Clanovi zbirkazljednaki nuli, postojanje
i ¢lanova koji su pozitivni i ¢lanova koji su negativni.

(d) je neposredna posledica Cinjenice da je m za dato a neprekidna funkcija

za kompaktan skup p na zatvorenom intervalu [min (a), max (a)].

PRIMEDBE: 7° Ova lema opravdava korii¢enje re€i sredina u definiciji 1 i uopstava teoreme
IL.2 (d), II. 5 (d) i IIL. 2 (a).

8° Isto tako ova lema tvrdi da je za dato M kvaziaritmeticka sredina od a sa tezinom p
odredena. Stoga je prirodno postaviti pitanje da li i obrnuto, poznavanje svih sredina odre-
duje M; ili §to je ekvivalentno, kada je za dve funkcije F i G, Fsredina od a sa teZinom p
jednaka G sredini sa teZinom p, da li je tada F identicki jednako G?

(e) je jednostavna posledica €injenice da je M striktno monotona funkcija.

Teorema 3. Da bi za svako a i p vaZilo F, (a; p)=G, (a; p), potrebno je i dovoljno
da za neko realno o (a#0) i B vazi F=a G+8.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je F=o G+ B (x£0). Tada je
F(F,@p)=3 pFla)= 5 pi(aGa)+B)~ (z ka(ak))+B
k=1 k=1 k=1

=aG(G,(a; p)) +8=F(G,(a; p)).

Odavde, na osnovu leme 2 (c) imamo F,(a; p)=G,(a; p).

(i) DokaZimo sada obrnuto tvrdenje. Neka je dato p=(p,, p,), gde je p, +p,~=1.
Pretpostavimo da je F,(a, p)= G, (a, p) za svako a, tj. da je, za svako a=(a,, a,),

F-1(p, F(a)+p,F(a))=G'(p, G(a)+p,G(a,)). Izmenimo oznake, stavljajuéi
®=FoG, x,=F(a,), x,=F(a,). Tada zakljuCujemo da za svako (x,, x,) vaz

O (p,x,+p,x)=p, P(x,)+p, @ (x,).

8*
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Na osnovu ovog (Aczél [21, p. 49]) zakljuCujemo da je @ afina funkcija, tj.
da je ®(x)=ax+ B za neko « i 8. Dakle, FoG~1(x)=ax +B, tj. F(x)=aG(x)+B.
PriMeDBE: 9° Kako je —M linearna funkcija od M, moguéno je zahtevati u definiciji 1 da
je M striktno rastuda.

10° Primetimo da se, primenom ovog rezultata, geometrijska sredina moZe prirodnije uklo-
piti u familiju potencijalnih sredina. Stavimo sada

X
r—1
F[r](x)sft"‘dt:i(—«— (r£0), Fl01(x) = log x.
r
1

Tada za r=0 imamo FLO] (a; p)=G, (a; p):M[no] (a; p) i za r#0, FL’](a; p):M[n’J(a;p)
na osnovu teoreme 3. SliCan postupak moZe da se iskoristi da bi se M, , uklopilo u skalu
M, , sredina (videti primedbu 4°).
11° Kao primenu rezultata teoreme 3, mogucno je definisati metriku u klasi C neprekidnih
monotono rastué¢ih funkcija na [m, M] normalizovanih tako da, ako FEC, vazi F(m)=m,
F(M) =M. Metrika je definisana na slede¢i nacin: o (F, G)=sup{t|t=|F,(a; p)—G,(a; p)|,
p>0; P,=1, m<a;=M}, gde je n dati prirodan broj. (O ovome videti Cargo i Shisha [2]).
Ova metrika je homomorfna sa metrickim prostorom C dobijenim kori$¢enjem uobiéajene sup
norme. Ovaj prostor je ograniCen ali ne totalno ograniCen metricki prostor.

12° Ove sredine su detaljno ispitivane u HLP. Takode se mogu naéi i u S. Teoremu 3 doka-
zali su Knopp [2] i Jessen [1]; izvesni elementarni komentari o njima mogu se naéi kod
Jecklina {3].

Vide puta je do sada isticano da su potencijalne sredine specijalni sluca-
jevi ovde uvedenih opstijih sredina. Sada éemo pokazati da su one jedine
sredine koje imaju izvesna svojstva homogenosti (Nagumo [1], de Finetti [I],
Jessen [3]).

Teorema 4. Neka je M:(0, + oo)—>R neprekidna i strogo monotona funkcija i
pretpostavimo da je M, (ka; py=kM,(a; p) za svako k>0 i sve pozitivne n-torke
a i p. Tada, za svako pozitivho a i p i neko r(— o <r+ ), vafi M, (a; p)=

= M. \(a; p).

Dokaz. Potencijaine sredine ofigledno su homogene u ovom smislu. Prema
teoremi 3 moZemo pretpostaviti da je

(3) M(1)=0.

Tada je, na osnovu pretpostavki, M,(a; p)=k ' M, (k a; p)=F,(a; p), gde
je F(x)=M(kx). Na osnovu teoreme 3 postoje «(k) i B(k) (x(k)50), tako
da je

F(x)= M (kx)=a(k) M(x)+B(k).

Na osnovu (3) dobijamo B(k)=M(k), pa za svako pozitivno x i y vaii
(4) M(xy) = a(y) M(x) + M(y).

Permutujuéi x i y i oduzimajuéi od (4), dolazimo do

ax)—1  a()—1
M(x) M)
odakle se vidi da je funkcija % konstantna, recimo ¢. Smenjujuci ovo u (4),

dobijamo da M zadovoljava funkcionalnu jednacinu
(5)  M(y)=cMx) M)+ M(x)+ M(y).

Treba razlikovati dva sludaja: (i) ¢=0. Tada se (5) svodi na
(6) M(xy)=M(x)+ M(y).
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Opste neprekidno reSenje ove funkcionalne jednadine za x>0 je M(x)=
= Alogx (videti: Aczél [21, p. 48]), odakle, na osnovu teoreme 3 imamo

M, (a; p)=G,(a; p).
(i) ¢#0. Tada stavljaju¢i F=1+cM, iz (5) dobijamo F(xy)=F(x) F(y). Opste
neprekidno reSenje ove jednadine je F(x)=x" (Aczél [21, p. 48)), pa je M(x)=

_ =1 Odatle, na osnovu teoreme 3, imamo M, (a; p)= M (a; p).
4

PriMeDBA: 13° Gornji dokaz dao je Jessen (HLP, p. 68) i on je jednostavniji od onog koji
je dao de Finetti [1].

2. KOMPARABILNE SREDINE

2.1. Zadrzatemo se na generalizaciji nejednakosti (r;s), koja vazi za kva-
ziaritmeti¢ke sredine. Rezultat koji ¢emo dobiti, teorema 8, daje jedan drugi
dokaz nejednakosti GA, kao i dokaz (r; s)-nejednakosti.

Koliko nam je poznato, prvi je Jessen [1], [2] doSao do ovog rezultata.
Takode videti HLP, 3.4 i 3.9.

Definicija 5. Za F i G sredine kaZemo da su komparabilne (uporedjjive) ako
funkcije F i G imaju iste domene i ako je ili F,(a; p)<G,(a; p) ili F,(a; p)=
=G, (a; p) za sve pogodno izabrane n-torke a i p.

PriMeDBE: 1° Nejednakost GA kazuje da su aritmeti¢ka i geometrijska sredina komparabilne.
Nejednakost (r; 5) kazuje da su dve potencijalne sredine komparabilne.

2° Cilj ovog odeljka je da se nadu potrebni i dovoljni uslovi za Fi G tako da bi Fi G
sredine bile komparabilne.

Lema 6. Neka su F i G dve neprekidne funkcije na [«, B]. Tada, ako je F
strogo monotona i konveksna funkcija u odnosu na G, imamo

M G(F,@p)=4,(G@a); p)

za sve n-torke p i a pod uslovom da je a<a, <@ (1<k<n). Ako je F striktno
konveksna u odnosu na G, jednakost u (7) vai ako i samo ako je p;>0 i ako
su svi a; medusobno jednaki. Ako je F konkavna funkcija u odnosu na G, vaZi
suprotna nefednakost.

Dokaz. Stavimo b= F(a), ®=GoF-1. Nejednakost (7) svodi se na

@ (4,(b; p) = 4,(@(b); p),
§to je, u stvari, nejednakost J. Drugi deo teoreme sleduje iz slu€aja kada u J
vazi jednakost kao i iz Cinjenice da je —® konveksna kada je ® konkavna
funkcija.

PrRIMEDBA: 3° Ovaj jednostavan rezultat bio je ponovo otkriven vise puta (videti, na primer,
Bonferroni [2], Bullen [1,8], Cargo [1], Shisha i Cargo [1], Chimenti [1], Jecklin [1,3]}, Lob [1],
Watanabe [1]). Zbog slabih pretpostavki lema 6 moZe se primeniti na dobijanje rezultata do
kojih se ne moZe do¢i pomocu teoreme 8 koja je kasnije navedena. Tako su Bonferroni i
Giaccardi [1] primetili da je x> F(x)=xlog x konkavna funkcija i stoga, na osnovu leme 6,
imamo

n n
> Pragloga > Prak
k=1 . k=1
= log

n n
Z Prag Z Pk
k=1 k=1
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Lob je koriste¢i F(x)=sin x (0=x=/2), dokazao nejednakos

n n
Z Pk 9k Z Pi sin ag
k=1

. k=1 n
sin = <0§ak§—).
n n 2
Z Pk Z Py
k=1 k-1
. . —r\r/
Posledica 7. Ako je 0<r<s, (s r) Sgak (1 <=k <n), i ako je p pozitivna n-tor-
sr
ka, tada je
(8) Pn—wg Pk ;
L+ MU @ pys 5 14 gy
sa jednako$éu ako i samo ako je a,=---=a,.
Dokaz. Ako stavimo F(x)=x" (r-£0), G(x):%,zakljuéujemo da je GoF~1
+ xS

striktno konveksna funkcija za 0<r<s i x* = —".. Rezultat u ovim slucajevima
S+r

sleduje i1z leme 6. Ako je F(x)=logx, dolazimo do rezultata za slucaj r=0.
PrIMEDBE: 4° Nejednakost (8) u partikularnom stuéaju za jednake tezine i s=1 i r=0 dao je
Henrici [1]. Takode videti Mitrinovi¢ i Vasié¢ [8], Bullen [5], Kalajdzi¢ [1].

5° Gornji rezultat zavisi od striktne konveksnosti funkcije ® date sa @ (x)= T
+x

—r
(5=r>0) za x5r= " ili ¥ (x) =

o (s>0) za x=1. Ako posmatramo funkciju f tak-
S+ F +e

. 1 . . .
vu da je x+— --—— —- striktno konveksna za a=<x=<8, nejednakost (8) moZemo generalisati

+f(x)
na sledeéi nacin:
) LI SO
1+ (4, @ p) x=11+S(a)

gde je a=<aq,<B (1=k=n). Jednakost vazi ako i samo ako je a,= --- =a,.
Teorema 8. Neka su F i G dve striktno monotone neprekidne funkcije definisane
na istom intervalu, i neka je G rastuéa funkcija. Tada za sve odgovarajuce n-tor-
ke a i p vaZi

(10) F,(a; p)=G,(a; p)

ako i samo ako je F konveksna u odnosu na G. Ako je F striktno konveksna
u odnosu na G, jednakost vaZi ako i samo ako su svi a; jednaki uz p,>0. Ako
je G opadajuca ili F je konkavna u odnosu na F, u (10) vaZi suprotna neje-
dnakost.

Dokaz. Direkino sleduje iz leme 6 i definicije konveksnosti.

Posledica 9. F-sredina i G-sredina su komparabilne ako i samo ako je F konvek-
sna u odnosu na G ili je G konveksna u odnosu na F.

Dokaz ovog rezultata je neposredan.

PRIMEDBE: 6° Ako je F(x)=x", G (x)=x5, tada ie GoF~! (x)-=xs/". Ova funkcija je konveksna
(striktno) ako je s>r, pa vidimo da je (10) generalizacija nejednakosti (r; s).
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; log x . .
7° Sliéno, uzimajuéi F(x)=f%, G(x)=g~ imamo GoF~!(x)=g ¥ , $to je striktno konveksna
funkcija ako je g>f Stoga iz teoreme 8 imamo da je za g>f

M, r(a; P)=M,, ¢ (a; p)
sa jednako3¢u ako i samo ako je a,=---=a, Ovaj rezultat u sluaju jednakih teZina dobili
su Bonferroni [2] i Pizzetti [1].

2.2. Mikusinski [1] je dokazao da teorema 8 sleduje iz njenog specijalnog slu-
faja n=2. On je iskoristio ovu <¢injenicu da bi dobio posebno jednostavne
potrebne i dovoljne uslove za vaZenje ove teoreme.

PriMEDBA: 1° Jednostavna generalizacija teoreme 8 je sledeca: Ako je G striktno rastuca
funkcija, tada je

f(F, @ p)=G,(f(a); p)

ako i samo ako je GofoF~! konveksna; ako je GofoF~! striktno konveksna, ova nejedna-
kost je striktna osim ako je a,=.--=a,.
Posebno, nejednakost
(4, (@ PG, (f(a); )

vazi ako i samo ako je logo f kopveksna. Na primer, kako je x+>x log x striktno konveksna
funkcija i x log x =log x*, vazi nejednakost

A, (@; p)*" @ P <G, (a%; p)

sa jednako¥¢u ako i samo ako je a,=---=ga,.
Ova nejednakost, za ag =pir/qi, P,= Q,~1, svodi se na Shannonovu nejednakost

n n
> aplogp= D qilogax
k—1 k==

sa jednako$¢u ako i samo ako je p—gq.
Nije te3ko videti da je poslednja nejednakost ekvivalentna sa

n
qk Ak
0= > pi—log —,

k=1 Pk 1423

pa se stoga moze dobiti kao neposredna posledica nejednakosti J i striktne konveksnosti
funkcije x— x log x.

Lema 10. Nejednakost (10) je dokazana samo ako se dokaze njen sluéaj n=2.

Dokaz. Pretpostavimo da je teorema 8 proverena za n(2<n<=s). Tada je

Fs+l(a; P) = Fs(a’; P/),
gde je

a[’=ai (lglés— 1)’ ai/:FZ (as’ asi1s Ps ’ Psa ) (l:S)
PstPs+y PstDPsiq

ip/=p,(1=iss—1), p/=p,+p, , (i=s5). Prema pretpostavkama leme je a'<a”,
gde je

a''=a’ (1=igs—1), a.":Gz(as,asH; Ps ps“) (i=s).

i i »
Ps+Ps+1 PstDPsy

Stoga, na osnovu leme 2(b) i induktivnih pretpostavki, imamo

Fi . \(a;p)=F,(a;p)=Fa"; p)=G,(a"; p)=G,, (& p).
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Posledica 11. Neka su F i G dve striktno monotone neprekidne funkcije na istom
intervalu [a, b} i definiSimo F i G pomocu I:’(x) —aF(x)4B8, G(x)= YyG(x)+3
i F(a)=G(a)=0, F(b)=G(b)=1. Tada nejednakost (10) vai ako i samo ako
grafik F lezi iznad grafika G, ili ekvivalentno, ako i samo ako za svako
a,a,,p,, P asa,<a,<bh, p>0, p,>0, p,+p,=1, vadi

pF(a) +p, F(a)-F(pa,+p,a) _p,G@)+p,G(a)—G(p,a,+p,a)
F(a,)—F(a,) - G(a,)—G(a,) '

Dokaz. Prema teoremi 3, sredine u nejednakosti (10) su date sa F i G isto
tako kao i sa F i G i na osnovu leme 9 dovoljno je posmatrati sludej n=2.
U ovom sludaju kvaziaritmeti¢ka sredina ima jcdnostavnu geometrijsku inter-
pretaciju na osnovu ovog rezultata (slika 7); na slici je F,(a,, ay p,, p,)=c¢
1 F(c)=p F(a)+p,F(ay).

PriMepBE: 2° Slucajevi jednakosti u teoremi 8 i uslovi pod kojima vaZi suprotna nejednakost
u (10) dobijaju se bez teSkoce na sli€an nacin.

3° Mikusifiski je dao dva druga potrebna i dovoljna uslova za vaZenje nejednakosti (10).
Prvi je da je F slabije logaritamski konveksna od G u smislu da za svako a,, a, (a,+a,) vaii

A2F(a,, a,) - AzG(al,az)
AF(a,,a) = AG(a,a)’

a +a,

gde je AF(a,.a,)=F(a)—F(a) i AF(a,, az>=«} (F@) +F(az)—2p(‘2~)> ,

Ovi uslovi, ako uvedemo dopunske pretpostavke (koje su od koristi) da su F” i G”
neprekidni i da F’ i G’ nisu nikada nule, kazuju da je 7 §—G—;—. O ovome takode videti
Cargo [1].

2.3. Pojam uporedljivosti sredina, uveden definicijom 35, moZe se ocigledno
prodiriti na funkcije kao §to je ucinjeno u HLP, odeljak 1.6.

Definicija 12. Za dve funkcije f i g od n promenljivih kaZe se da su uporedljive

ako imaju iste domene i ako je ili f(a,,...,a,)=g(a,,...,a,) za svako
(a,, ..., a,) koje pripada domenu ili ako je f(a,, ..., a,)=g(a,, ..., a,) za svako
takvo (a,, ..., a,).

PRrRIMEDBE: 1° Prirodno, F-sredina je uporedljiva sa G-sredinom ako i samo ako je f(q,, ..., a,,

n n
Pis-esPp)=F! (Z p,-F(a,-)) uporedljivo sa g(a,, ..., ay, D1y ..., P) =G ! (Z p,-G(ai)).
i=1

i=1
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2° Teorema III. 22 kazuje da je za svako r ME,’] (a + b; p) uporedljivo sa ML’] (a;p)+ M[;] &; p).
Stoga je prirodno postaviti pitanje da li je ML'] (ab; p) uporedljivo sa ME,'] (a; p) ML'] ; p).
Odgovor je negativan i to je dokazano u teoremi 14 koja sleduje.

Definicija 13. Dve n-torke pozitivnih brojeva a i b su sliéno uredene ako :za
svako i, j (1=1i, j<n) vaZi (a;—a;)(b;—b;))=0. Ako u ovoj nejednakosti vazi uvek
suprotan znak, kafemo da su a i b suprotno uredene.

PriMEDBA: 3° OCigledno, @ i b su slicno uredeni ako i samo ako su za neku permutaciju
nizovi @ i b neopadajuéi. Takode oni su suprotno uredeni ako i samo ako su za neku permu-
taciju ovi nizovi takvi da je jedan neopadaju¢i, a drugi nerastudi.

Teorema 14. Ako je r>0 i ako su a i b slicno uredeni, tada, ako je p pozi-
tivna n-torka, vazi
(1) M@ p) MY (b; p)= M. (ab; p)

sa jednako$éu ako i samo ako jea,= - - . =a, ili by=---=0b,. Ako je r<0 ili
ako su a i b suprotno wuredeni u (11), vaZi suprotna nejednakost. Ako je r=0,
vaZi uvek jednakost.

Dokaz. Sluéaj r=0 je trivijalan i kako je dokazano u teoremi IL. 5 i lemi III. 3 (a)
dovoljno je posmatrati samo slucaj r=1:

n n n n
P, /gl Pr G bk—kz_ll’kak 12:1 Pr ka. Z (Pipjajbj*l’ipjaibj)

ij=1

= Zl (pip;jaibi—pip;a;b)
L=

n

-3

i,j=

. (pipja;bj—pipja;b;+pip;a;b,— p;p;a; b;)

1 n
=3 2 pipy(ai—a) (b;—b)=0,

ij=1

jer su nizovi @ i b sliéno uredeni. Prema tome,

12) A, (a; p) A,(b; p) < A,(ab, p).

Sledeéi primedbu 3° mozemo pretpostavitida jea, = - - - 2a,i b,z - - - =b,,
i stoga dvostruka suma sadrzi Clan p, p,(e,—a,) (b, —b,) koji moZe biti nula
samo ako je ;= ---=a,ili by=-.-=b,.

PRIMEDBE: 4° Iz (11) neposredno sleduje: Ako je »>0 i ako su svi nizovi a® (1 <k<m)
sli¢no uredeni, tada je

m n
T[T MY a®; pp<mtl ( Il a(">;p) .
k=1 k=1

Odavde, uzimajuéi aW= ... =q®), dobijamo nejednakost (r; mr).
5° Nejednakost (12) je poznata pod imenom Cebisevljeva nejednakost (Cebisev [1]). O isto-
rijatu, prioritetima 1 generalizacijama $to se odnose na ovu nejednakost, videti Mitrinovi¢—
Vasié¢ [12].

6° Uslov da su @ i b sli¢no uredeni nizovi koji se pojavijuju u teoremi 12 je dovoljan ali
ne i potreban za vaZenje nejednakosti (11). O drugim uslovima pod kojima vaZi ova nejed-
nakost videti takode Mitrinovic—Vasi¢ [12].
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7° Primetimo da se ovi rezultati mogu primeniti na beskona¢ne sume, Cime se dobija vise
interesantnih nejednakosti, kao na primer:

™
tgxtgy<tgltgxy (Oéx,y§1 ili lgx,ygz),

1
arcsin x arcsin y< ?arcsinxy Osx, vy,

8° McLaughlin i Metcalf {4] su ispitivali nejednakost (11) u cilju dob‘janja rezultata analog-
nih Everittovim (I1.3.5). Sli¢an, ali jednostavniji rezultat, dat je u Mitrinoviéc—Mitrovi¢ {1].

Na kraju, navedimo sledeéi rezultat:

Teorema 15. Ako je r,>0(0=k=m), tada su ME,"’](H a(k>;p> i [T MY @®; p)
k=1 k=1

uporedljivi ako i samo ako je —=z= % L tada Jje
o k=1 Tk

(13) ML (kHl (a‘“;p)) < kHl M54 (@®; p).

Dokaz. Da je navedeni uslov potreban, dobijamo iz (13) za a®=(1,0, ..., 0).
Da je on i dovoljan, neposredno sleduje iz primedbe II1.3.1.4° i (r; s) nejed-
nakosti.

3. REZULTATI RADOOVOG 1 EVERITTOVOG TIPA

Nejednakost (10) je u neku ruku krajnja generalizacija GA 1 prirodno je
postaviti pitanje da li neka rafiniranja GA, kao cna koja su diskutovana u II.3,
imaju progirenje na takve sredine. Ako je to tako, ta proSirenja bi trebalo da
kao specijalne sludajeve obuhvate ne samo rezultate iz 11.3 vec i one iz I11.3.3.

U ovom odeljku daéemo jedno takvo proSirenje i diskutovaéemo neke
partikularne sludajeve koji su ranije bili dokazani ili koji se mogu ukljuciti u
ranijc odeljke koje smo gore pomenuli. Ti partikularni slu¢ajevi mogu se jed-
nostavno dokazati primenom raznih metoda koji su razmatrani u pomenutim
odeljcima.

Teorema 16. Neka je a data n-torka, p pozitivna n-torka, H i F dve neprekidne
funkcije takve da je F striktno monotona i H konveksna u odnosu na F i definisimo

«(H, F, p; D= (D)= P1H (Fi(a; p)).
Tada, ako je INJ = o, vaZi
(14)  a(@UI)=ad)+x ().
Zatim, ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F, nejednakost (14)

je striktna osim ako je H(Fl(a; p))=H(FJ (a; p)). Ako je H konkavna u odnosu
na F, tada vaZi suprotna nejednakost.

Dokaz. Ovo je direktna posledica nejednakosti J i konveksnosti funkcije HoF~1.

Posledica 17. Neka je a data n-torka, p i q date pozitivne n-torke, F, G, H, K
neprekidne funkcije takve da su F i H striktno monotone, H konveksna u odnosu
na F, K konkavna u odnosu na G i definisimo

EM=a(H, F; p; ) —a(K, G; q; ).
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Tada, ako je INJ= 2, vaZi

(15 BAUN=BM+EA).

Ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F i K striktno kon-
kavna funkcija u odnosu na G, tada je nejednakost (15) striktna osim ako je:
(i) H(Fi(a; p))=H (Fy(a; p)) i (i) K(Gi(a;9)) = K(Gy(a; q)). Ako je H striktno
konveksna funkcija u odnosu na F i K=aG+b za neko realno a, b (a+0), tada
jednakost u (15) va%i samo ako (i) vaZi; ako je H=aF+b za neko realno
a,b (a#0) i ako je K strikino konkavna funkcija u odnosu na G, tada jednakost
u (11) vaZi samo ako vaZi (ii).

Dokaz. Ovo je dircktna posledica teoreme 16.

PriMEDBE: 1° Da ovi rezultati, koji su skoro trivijalne posledice nejednakosti J, sadrze kao
specijalne slu€ajeve mnoge slozene nejednakosti koje su razmatrane u 1.4 i IIL3, primetio
ie Everitt [5].

2° Ako je H konkavna funkcija u odnosu na F i K konveksna funkcija u odnosu na G, vazi
suprotna nejednakost od (15). Slucaj jednakosti se lako dobija.

3° Sledeéi ideje teoreme 11.24, nejednakosti (14) mogu se interpretirati na ovaj nadin: Sku-
povne funkcije «, 8 su konano subaditivne na konacnom podskupu prirodnih brojeva.

4°  Everitt [5] dokazao je teoremu 16 i posledicu 17. Medutim, mnogobrojne partikularne
slu¢ajeve ranije su dokazali Bullen [2], [3], [4], [S], [7], [9], [10], Mitrinovi¢ -— Vasi¢ [1], [2],
[3], [10] i drugi.

Kao i kod nejednakosti Radoa i Popovicua najjednostavniji slucaj gornjih

rezultata je za I={l,..., n}, J:{n+l,...1_n +mp, TUI={l, ..., m+n}
Ako kao u II. 3.5. stavimo a=(a,, ..., a,,,), a=Qn,ys . -, Ap.p)s F,=(a; p)
n+m n+m
_F-1 (:1 » ka(ak)), Pn~ S Py posledica 17 daje sledeci rezultat:
m k-n+t1 k—n41

Posledica 18. Pod pretpostavkama kao u posledici 17 i sa uvedenim oznakama
imamo

(16) Pn+mH(Fn+m(a; p))iQrH-mK(GrH—m(a; q))
<(P,# (F,(@ p)  0,K (G, (@ ¢)))

+ (Fm H(F, (a p)) -0, K (G, (a q)))
i posebno

17y P,H(F,(a; p)) - 0,K(G,(a ¢)).

PriMEDBA: 5° Uslovi kada u posledici 18 vazi jednakost lako se dobijaju, jer se uslovi (i),
(ii) iz posledice 17 svode za (16) na

Gy H(Fy(a p))=H(F, (@ p), (iiy K(G,(a;p)=K(Gy(a; q)

i, za (17), na
@)’ H(F,. (a;p)=H (a,), ()" K(G,-,(a; @) ~=K(ay,).

Sada ¢emo posmatrati razne specijalne sluajeve koji daju uopStenja Ra-
doove i Popoviciuove nejednakosti. Najpre ¢emo dati neke rezultate Everittovog
tipa (videti teoremu II. 24).

Posledica 19. (a) Ako je r/t<1, tada je u(I)=P; MY (a; py subaditivna na ko-
nacnom podskupu skupa prirodnih brojeva.
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(by Ako je rit=1<s/u, v(I)=Pr MY (@ p)— Ot M¥ (a; q)" je subaditivna na
konacnom podskupu skupa prirodnih brojeva.

(c) Ako je r<0=s, o (=M (a; pP" M (a; q)—91 je logaritamski subaditiv-
na na konacnom podskupu skupa prirodnih brojeva.

Dokaz. Ovo su specijalni sluajevi primedbe 3°:
(a) U teoremi 16 treba uzeti H(x)=x', F(x)=x" (r+40), F(x)=logx(r=0).

(b) Staviti F(x)=x!, K(x)=x", F(x)=x" (r#£0), F(x)=logx (r=0), G(x)=x*
(s#0), G(x)=logx (s=0) i primeniti posledicu 18.

(c) Isto kao pod (b) ali samo za H(x)=K(x)=Ilogx.

Primenom posledice 17 nave§éemo uopstenja teorema I1.25 i II1.29. Ozna-
ke su iste kao u posledici 18.

Posledica 20. (a) Ako je r/t<1<s/u, tada je
(18)  QuumMitn(a 9~ P, M5 (a; pY
= (0, M (@ g — P, M (& p)) + (0, M) (a; gy~ P, M} @; p))
sa jednako$éu ako i samo ako je
@  rit<i<siui M{Na; p)=M @ p) i M) (@ @)=M;) (@ q) ili
®  rit<l=siu i M) (@ p) =M} a; p) ili
()  rlt=1<sju i M5 (a; @) =M})(a; q) ili
) rlt=1=s/u.
Posebno vazi

(19 Q.M (e g~ P, M} (a; py

=20, M) (@ gy — P, M\ (& pY+q.a—paay,
sa jednako$éu ako i samo ako je
() rit<l<sfu i a,=MI (a; p)=MLL (a; q) ili
®) rit<1l=slu i a,= MY (a; p) ili
(ry) rlt=1<slu i a,=MS (a; p) ili
) rlt=1=s/u.
(b) Ako je r<0<s, tada je

ML @ @ Onim M (@5 @)% ML) (a5 g)0m

(20) e = = —
MU (a; p) Pnam — MYV(a; p)Pn MUV(a; p) Pm

n+m

sa jednako$éu ako i samo ako je (x) r<<0<s i jednakosti u (i) («) vaZe ili ()
r<<0=s i jednakosti u (i) (B) vaZze ili (y) r=0<s i jednakosti u (i) (y) vaZe ili
(®) r=0=s. Posebno imamo

M@ 9% MY (@ g%
@ L Ear M @O
M (a; p)'n M (a; p)'n—
sa jednako$éu ako i samo ako je () r<<O<s i jednakosti u (i) (x,) vaZe ili
(B) r<0=s i jednakosti u (i) (8,) vaZe ili (y) r=0<s i jednakosti u (i) (v,
vae ili (8) r=0=s.



3. Rezultati Radoovog i Everittovog tipa 125

Dokaz. Primenom metoda koriS¢enog u posledici 19 ovi rezultati proizilaze di-
rektno iz posledice 17.

PRIMEDBA: 6° Stavljaju¢i p=gq, s=u—1t=1, r—0, nejednakost (19) svodi se na Radoovu neje-
dnakost (videti II. 39) dok se za p=q i r=0, s=1 nejednakost (21) svodi na Popoviciuovu
nejednakost (II. 45). Prema tome, vidi se da su obe partikularni sluCajevi nejednakosti (17).
Posledica 21. Neka je o takvo da su funkcije x +> (1 +oa(x1))™" (r#£0), x >
(1 +a(e¥) (r=0) striktno konveksne i x> (1 Jroc(x))fl striktno  monotona.
Tada je

Py qi

<+ (D) = N/ S
(a) xD l+oc(M£'](a; p)) ,gll¢oc(a)

subaditivna funkcija na konacnom podskupu skupa prirodnih brojeva;

(b) uz ranije oznake,

n+m

Z . ‘qim__ Pn+m
S l+oa(a) 14 a(ML’lm (a; p))

> S _ 4 Py 3 4 Py

——r S - -
le 1+a(a; ) 1+a (M[r] (a; P)) ,-,;,,ZH T+a(@g) 1+a (Mg] (a; p))

sa jednakoséu ako i samo ako je M (a; p)= MU (a D);

(c) posebno vazi

n n—1
22 % P > 4 Ppy ), nPa
( ) Zl 1+a(a;) 1+a (ML'] (a; p)) {g, l+a(a) 1+a (M"] 1 (a; p)) * 1+a(a,)

sa jednakoséu ako i samo ako je a,—~ MY, (a; p).
Dokaz. Ovi rezultati sleduju iz posledica 17 i 18 za F(x)=x" (r#0), F(x)=
~logx (r=0); H®)=Gx)=K1(x)=(1 +a(x))""

PriMeDBE: 7° Treba prlmetltl da u partlkularnlm slu¢ajevima pravi podinterval od (0, + )

u kome _IC x>—>(1 o (x‘/’)) ili x—(1+ oc(e")) konveksna funkcija, moze da nametne ne-
ka ograni¢enja za a.

8° Ponovljena primena (22) daje

n n
qi P, 4qi—Pi
23 =- k-
(23) IZI 1+a(a) 1+a(M(a; p)) :Z 1+o(g)’
sa jednako$¢u ako i samo ako je a,=--.=a, Ako je p=g i a(x)=x5 (0=r<s), (23) se

svodi na Henricievu nejednakost (8). Nejednakost (22) predstavlja generalizaciju Henricieve
nejednakosti Radoovog tipa.

9°  Ako je p=gq, nejednakosti (17), (19), (21), (22) (23) su mnogo prostije u tom smislu §to
u svima od njih nedostaje zadnji ¢lan na desnoj strani. Posebno, odgovarajuc¢e funkcije sku-
pova nisu samo subaditivne veZ su i opadaju¢e. Neka od ovih pojednostavlienja data su u
sledecoj teoremi:

Teorema 22. Neka a, p, q, F, G, H, K imaju ista znacenja kao u posledici 17 i
neka su w,v dva realna broja. Tada je

@4)  Q,(HoF ! (1, (F@;:p) 1) ~ Ko G (4,(G @; 4) +v))
S Q- (HoF (1A, (F(ay p) + )

~KoG' (A, (G (@; 9) + )) :
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gde je
o -1
7\: (ann) LH OK(a") , A/:&EHTL)\, lJ-,: Qn lJ-, V/: Qn
PnQ, F(ay) POy, On_s On,
Ako je H striktno konveksna funkcija u odnosu na F, i K striktno kon-
kavna funkcija u odnosu na G, tada je (24) striktno osim ako je

(i) FoH 10K (a) =X 4,_, (F(a); p) +u' i (i) G(a,)=4,_,(G(a); g) +V.

Ako je H striktno konveksna u odnosu na F i K=aG+b za neko realno
a (a#£0) i b, jednakost u (92) vaZi samo ako vaZi (i). Ako je H=aF+b za
neko realno a, b (a#0) i K striktno konkavna funkcija u odnosu na G, jedna-
kost u (92) vai samo ako vaZi (ii).

V.

Dokaz. Kako je KoG~! konkavna funkcija, imamo
0, KoG=1(4,(G (@) ) +v)
_ N On- q,
~0,KoG 1(A,,_ G (a); q) +v') 2= 1 G(a, J)
0, KoG!((4n- (G @y @) +v) = 7=+ Glay) 22
20, KoG™ (4,.,(G (@) ) +Y)+4.K (@,).
Kako je HoF~' konveksna funkcija, imamo
Q, HoF~! (n4,(F(a):p) +u)
~Q HoF (x4, (F(@); p) +1) %"——i—g”—FoH‘loK(an))
=Q,  HoF' (W A, (F(@); p) +u') +4,K(a,).
Nejednakost (24), kao i sluéajevi jednakosti, neposredno se dobijaju pri-
menom J.

PRIMEDBA: 10° Ako je A=1, u=v=0, p=g i H=K, nejednakost (24) se svodi na specijalan
slugaj (17): jednostavan slucaj u kome su dva zadnja ¢lana na desnoj strani izostavljena.

Posmatra¢emo sada neke specijalne slucajeve teoreme 22.

Posledica 23.(a) Ako je — oo<tL§ 1=f <+ o, r0, tada je
u

t
(25 0, (M a; gy — (5%)7 a, =0 MY (a; p)’)
t

20, (M (e g — (u)f = ML, (a; p)‘)
pn Q""l
sa jednako3éu ako i samo ako je

(u—1) t

. S Py idn Lg ar
@ <1< ia=Ml@ q)=(p_Q—*"~a,.' Mhll(a;p))",
n n—1

il

® L=1<®ia=-Mlg)


pera
Rectangle
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ili
r s . P,,_ 1 9n fi‘;;o [r] . -
(Y) — < l="—1 0"3(74__ a, Mn—l (aa P))ur’
t u Pn Qn
ili
®) T=1=2
t u

(b) VaZi nejednakost

Ppan Pn—_14n
(26) 0, (An (a;9)— G, (a,; p)”"Q") 20, (An (@9)-G,_, (a p)”"‘”“)
sa jednakoséu ako i samo ako je a,=G,(a; p)" .
(c) Ako je a>0, vazi

@) 0, (An (a; q)— "Lg"» G, (@ p))

nxn

.
= Qn_1 (A’l—l (a, q)* ofn—1 LQ,’!:L G"~1 (a; P))

n n-—1
sa jednakoséu ako i samo ako je a,=oPn'Pr—1 G,  (a; p).
Dokaz. (a) Stavimo u teoremi 22: H(x)=x", K(x)=x* F(x)=x", G(x)=x",
p=v=0.
(b) Stavimo u teoremi 22: H(x)=K(x)=G(x)=x, F(x)=logx, p=v=0.
(c) Stavimo u teoremi 22: H(x)=K(x)= —x, F(x)=x, G{(x)=logx, pn=0,
v=log .
PriMEDBE: 11° Ako stavimo F(x)=log x, mozemo posledicu 23 (a) proSiriti na sluéaj r=0;
na sli¢an natin, stavljajuéi G (x)=logx, moZe se dobiti slu¢aj s=0.

12° Nejednakosti (26) i (27) i sluCajevi navedeni u primedbi 11° mogu se dobiti iz teoreme
II. 22, birajuc¢i specijalne vrednosti za A i p.

4. NEJEDNAKOST CAKALOVA
Slede¢i specijalni slucaj posledice 18 je jednostavna generalizacija teoreme
I1.18.
Teorema 24. Ako je p pozitivan niz, potreban i dovoljan uslov da bi vazilo
(28) P, (4, p) -G, (a;p)=P, (4, (& p)—G, (& p)

za sve pozitivne nizove a je da G~ bude konveksna funkcija. Ako je G~ striktno
konveksna funkcija, tada je nejednakost (28) striktna osim ako je a,= G,_, (a; p).

Dokaz. (a) Staviti H(x)=K(x)=x 1 p=g u (17) i povesti raduna o pri-
medbi 1°.
(b) Slucaj nejednakosti (28) za n=2 dovodi direktno do
.G (b)) +p, G (b)) > G-1 (p,b1+p2b2)
12 23 B P, +P, ’

gde je b;=G(a) (i=1, 2); prema tome, ako (28) vazi za svako a, G~! je
konveksno .
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PriMepBE: 1°  Ovaj rezultat, u sludaju jednakih teZina, dobio je Popoviciu (2], [3]).
2° Ako je G (x)=log x, nejednakost (28) je, u stvari, Radoova nejednakost (II. 38).

Pretpostavimo da svi @, ..., @,_; nisu medusobno jednaki. Tada se (28)
moZe predstaviti u obliku
A= C, P
An— 1_Gn—1 Pn

Ovo znadi da je leva strana, posmatrana kao funkcija od niza a, ograni-
dena sa donje strane. DalJe, donja gramca se dostize samo ako je a, *G,, L
Budu¢i da ta donja granica ne moZe biti dostignuta za nekonstantne nizove,
takve da je a,=max(a,,..., a,_,), posebno za nekonstantne rastuce nizove,
moZemo postaviti pitanje da li se za takve nizove ova granica moZe poboljsati.
Ovaj problem je u sluaju G=log i za jednake teZine posmatrao Tchakaloff [1]:

Teorema 25. Ako je G striktno monotona funkcija, p dati pozitivni niz, a rastu-
éi nekonstantni niz, tada je

29 = (A (@ p) = Gy(@ p) =" (4, (@ p)= Gy @5 ) (1>2),

n n-1"Py

ako je G~1 konveksna i 3-konveksna (konkavna) prema tome da li G raste (opada).

Dokaz. Jednostavnosti radi, stavimo g=G-! i By= A4, (G (a); p)=G (G, (& p))
(1=k<n). Za n>2 definiSimo

P2 P2
Da,,...,a)=—"—(A4,-G)——""1—(A,_ G,_
( ! P,,—Pl P,',_l— \ ( 1 ]))
i, z7a 0=k <1,
D,(xy=D(a,, ..., a) kada je a,,,=- - =a,=x.

Tada, koristei osobine 3-konveksnih (konkavnih) funkcija, zaklju¢ujemo
da je D, neprekidna i diferencijabilna funkcija, kao i

D}, () =G (x) (=0 (g6 () & (By)

n 1

Fr Bni =P (706 (x)- ¢/ (B ")
Py 1—p,

P PG (0 (G()—By) ( B L
P Pn I(P pl)(Pn 1_p) PnPn—l(Pk pl)[G(x)’ Bn:g]

+Pk(Pn_p1)(Pn—l—pn)(G(x)——Bk) [G (X), an -Bn—l; g/])

Ako je G-! konveksna funkcija tada je [G (x), B,; g'1=0; ako je G ras-
tuca (opadajuca) funkcija, tada je G' (x)=0 (<0) i G(x)— B,=0 (=0); najzad,
ako G-1 3-konveksna (konkavna) funkcija, tada je [G(x), B, B,_,; g'1=0 (=0).
Stoga, pod uslovima teoreme imamo Di(x)=0 ako je x=ay, odakle sleduje
da je

D, ...,a)=zD(a,,...,a, ,, a,_,, a,_,)

2D(a,, ..., Qy_yy Qu_y, Qy_y, Gy_3)

> ... _ZD(al,-” ,a1)=0.
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PriMeDBE: 3° Kako su 4,, 4,_,, G,, G,_, simetri¢ni po a,,...,8,_,, P;5...,Pp_,, t€O-
rema 25 mozZe se formulisati i ovako: Ako G i p ispunjavaju pretpostavke teoreme 25 i ako
je a nekonstantna n-torka, uz uslov a,=max (a,, ..., a,.,), tada je
(30) Ay (@5 D)—Gp (@ )2y (A, (@ P)—G, (a; D)),

P, (Py—p , . .
gde je )\n=”2—'("—j) (J je definisano pomoéu a;=min (a,, ..., a,_,)).

Pn (Pn— 1—171')

. o Py
4° Lako se vidi da je A,>
PII

, pa stoga nejednakost (29) daje precizniju donju granicu za

A,—G,
kolignik ——% " medutim, na Zalost, A, je granica koja se ne moZe dostiéi.

n—1""¥n-1
5° Ako se u (30) X, zameni sa bilo kojim 7\; (=2%,), u opstem sluéaju postoji n-torka za
koju nejednakost ne vaZi. Tako stavljaju¢i G (x)=logx, a,=1—¢, a,=--. =a,=1, nalazimo

1_&_(1_8)P1/Pn
A,—G, P,
Ay_1—Gn_y Py ’

1— _(l_s)pI/PIl—l

n-1
pa za ¢e—>0 desna strana opada ka i,. Ovo pokazuje da se u (30) ne moZe 2, zameniti ni
sa jednim A" >2A,.

6° Bullen [4] i Diananda [3] su primetili da ne postoji odgovarajuci rezultat za Popoviciuovu

nejednakost. Slede¢i primer to pokazuje: Neka je a,=---=a,_,=1, a,_,=a,—-¢, tada je
A,/G n—1
fim %6 ako je a0
n—>+ oo (A,,_I/G,,_I)An n

n
Drugim refima, eksponent —— koji se pojavljuje u Popoviciuovoj nejednakosti u
n

slu¢aju jednakih teZina (II.45) ne moZe se poboljsati ako se pretpostavi da je a,=...=a,.

5. GENERALIZACIJE NEJEDNAKOSTI HOLDERA I MINKOWSKOG

5.1. U 2.1 proudavali smo uporedljivost sredina §to je dovelo do nejednakosti
koja je uopstenje nejednakosti (r; s) (nejednakost (II1.26)). Stoga je prirodno
postaviti pitanje da li druge glavne nejednakosti izmedu potencijalnih sredina,
tj. nejednakosti (IIF.28) i (II1.30) koje odgovaraju nejednakostima Hi M imaju
analogone za opstije sredine koje su ovde razmatrane.

Najpre ¢éemo dati jednostavnu generalizaciju teoreme IlI.21 (b), nejedna-
kosti (II1.30) (Aumann [3], Jessen [2]).

Teorema 26. Neka su F i G neprekidne striktno monotone funkcije definisane na
istom intervalu i neka je H= GoF~'. Tada za sve nizove a’ = (ay;, .. ., a,) (1 =j=n),
ai=(;,, ..., a,) (1si=m) i nizove p i q vazi

31)  G,(F,(«; p); ) <F,(G,(a; 9); p)

ako i samo ako kvaziaritmeticka H-sredina je konveksna funkcija na skupu nizova
za koje je definisana.

Dokaz. Lako se vidi da je nejednakost (31) u stvari posledice osobina H datih
u teoremi.

9 Sredine i sa njima povezane ne¢jednakosti
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PriMEDBA: 1° Jednostavni uslovi koje treba da zadovoljava H da bi ispunjavala uslove u ovoj
teoremi dati su u teoremi 32.

5.2. Sada ¢emo posmatrati opstiji problem. Da bismo izlozili ideju, pretposta-
viéemo da imamo tri kvaziaritmeticke sredine:

K. (@ p)=K! (gl P K(ak)) ; K:lky, ko] >R;
L,(b;p)=L"! (élpkL(bk)) ; L:l, LR

M,(c; p)=M*1<k21pkM(ck)); M:[m,, m]—->R.
Od interesa je da se vidi kada vaZe nejednakosti oblika

(32)  f(K.(a p), L,(b; p))=M,(f(a; b); p).

ili suprotne nejednakosti, gde je f:[k,, k,] x{I,, I,]—+[m,, m,] neprekidna funk-
cija i
(f@ B)=(f@, b), ... (@ by).

NajvaZniji primeri takvih funkcija su

@ fx, p)=x+y, (i) f(x, y)=xp.
U slu€aju (i) nejednakost (32) nazivaéemo aditivna, a u sludaju (ii) multi-
plikativna.

PriMEDBA: 2° Nejednakost (II1.28) je primer multiplikativne nejednakosti; nejednakost (111.30)
je aditivna nejednakost.

Zbog velike opstosti nejednakosti (32) mnoge nejednakosti koje su po
izgledu sasvim razli¢ite, u nekom smislu su ekvivalentne i to vredi ra§gistiti pre
nego $to predemo na naSu glavnu teoremu.

(A) Jedna nova nejednakost moZe se dobiti iz (32) menjajuéi f na sledeci naéin:
Neka je o:[m,, m,]—1[j,, j,] striktno rastuéa neprekidna funkcija i stavimo

g=o0of, J=Moc~!. Tada (32) postaje

(33)  2(K,(@; p), L,(b; p)) =J, (2 (a; b); p);

ako je o opadajuca funkcija, vaZi suprotna nejednakost.

PriMEDBA: 3° Posebno, uzimajuéi 6 =M kada je J=1 i g=h=Mof, iz (33) nalazimo
h (K, (a; p), L,(a; p))= A4, (h(a; b); p),

ili suprotnu nejednakost, prema tome da li je M rastuca ili opadajuéa funkcija.

(B) Umesto promene f moZemo izmeniti @ i » u (32) na sledeéi nalin:

Neka je x:[k;, k,]—=1[s,, 5,1, A:[/;, ,]—=1[¢,, t,] striktno monotona nepre-
kidna funkcija i neka je c=xa, d=2b, g:[s,, 5,]x[t,, t,]—>[m,, m,], pri Cemu
je g definisano sa g(s, t)=f(x~1(s), A-1(r)). Takode stavimo S=Kox~! i
T=Lox™1 Tada (32) postaje

(34)  g(T.(c; p), F,(d; p)) =M, (g(c, d); p).
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PriMEDBA: 4° Posebno, ako je S=1, T=11i g=j, gde je j(s, t)=f (K (), L“(t)) uzeéemo
»=K, A=L. Tada (34) postaje

i(4,(e; p), A, (d; P)=M,(j(c; d); p).

Definicija 27. Za nejednakosti koje su izvedene iz nejednakosti oblika (32) po-
mocu konacnog broja primene postupka (A) ifili (B), reéi cemo da su ekvivalentne.

PriMeDBE: 5° Nije te§ko videti da je relacija izmedu nejednakosti uvedena definicijom 27
jedna relacija ekvivalencije.

6° Nije takode tesko ustanoviti da je svaka multiplikativna nejednakost ekvivalentna nekoj
aditivnoj nejednakosti. Pretpostavimo da je f(x, )=xy i da su domeni K i L u R,. Tada,
primenjujuéi (B) sa x =A=1log na (32), koje u ovom slu¢aju glasi K, (a;p) L, (b; p)=M,,(ab; p),
imamo S, (c; p)+ T,(d; p)=U,(c+d; p), gde je c=loga, d=logh, S=Koexp, T=Loexp,
U= Moexp.

1

1 1
7° Posmatrajmo nejednakost (III. 28) sa ¢, r, s>0 1 —+—=<—:
qg r s

MY (ab; p) <M1 (a; p) M1 (5; p).

Tada, na osnovu primedbe 6°, stavljajuéi x—e4, y=e’, z=e¢5, dobijamo sledeéu ekviva-
lentnu aditivnu nejednakost (koristeci skalu sredina definisanu u primedbi 1.4°);

(35) M, .(a; p)+M, (b p)=M,, .(a+b; p)

1 1
+—= (x, y, z>1).

ako je = —
logx logy logz

8° Jasno je da transformacije (A) i (B) prevode striktnu nejednakost u striktnu, pa stoga
ako je poznat sluaj jednakosti za jednu od nejednakosti, lako se moZe odrediti slu¢aj jedna-
kosti za svaku od ekvivalentnih nejednakosti. Prema tome, polazeéi od slucaja jednakosti za

1 1 1
(I11. 28), dobijamo da je (35) striktno osim ako je ——+-——=——1 xa je proporcional-
logx logy log:z

no sa yb.
9° Aditivna nejednakost (III. 30) ekvivalentna je multiplikativnoj nejednakosti:

n n n
exp > pi(logay)?exp D pi(log b)? 2exp > pr(logay b)?  (p>1).
k=1 k=1 k=1

5.3. Sada ¢éemo navesti jednostavne potrebne i dovoljne uslove za vaZenje (32).

Teorema 28. Potreban i dovoljan uslov da nejednakost (32) vaZi je da je funkcija H,

definisana sa H(s, t)=M ( F(&-1(s), L‘l(t))), konkavna; ako je H konveksna,
u (32) vaZi suprotna nejednakost.

Dokaz. Primenjujuci transformaciju (A) u obliku primedbe 3° i zatim transfor-
maciju (B) u obliku primedbe 4°, dobijamo nejednakost ekvivalentnu sa (32):

H(A(c; p), A(d; p)=A(H(c; d); p)
a ovim je ba¥ izraZena Cinjenica da je H konkavna funkcija.

PrRiMEDBE: 1° Dac¢emo neke primere ove teoreme.

(i) Ako je (s,t) +> H (s, t)=K~(s) L~! (t) konkavna funkcija, tada (32) daje sledecu gene-
ralizaciju (III. 28) (za r=1):

(36) A, (ab; P=K,, (a; p) L, (b; p).

g
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Posebno, ako je H (s, t)=sl/p tl/a, H je konkavna ako je p, g>1 i i+l <1; ako je
P, q<1 1 pg=p+q, H je konveksna; u oba slucaja (36) se svodi na (TII. 28)psa s(i I, tj. na H.
(i) Ako je H (s, t)=s/p tria, H je konkavna ako i samo ako je Lgo, Lgo i 1-+7r—§1
i (32) se svodi na (III. 26). 7 i P
(iii) Uzimajuéi H (s, t) = (sl/p + t1/P)P, zakljuéujemo da je H konkavna ako je p>1 i tada se
(32) svodi na (Il1. 30), tj na nejednakost M.

. e log z log z ) .

(iv) Konaéno, stavljaju¢i H (s, t)=exp (‘—— log s + ——— logt), imamo da je H konkavno
log x logy

1 1
ako je —+ —= i tada se (32) svodi na (35).
logx logy logz

2° Iz diskusije o konveksnim funkcijama dve promenljive (I. 5.2) sleduje da je &esto korisno

pretpostaviti da takve funkcije imaju neprekidne parcijalne izvode prvog i drugog reda. Funk-

cije koje se sre¢u u praksi obi¢no ispunjavaju ove uslove.

Posledica 29. Ako je p pozitivna n-torka, H,,”" <0 (ili H,,"” <0) i H|1”H22”_
—(H,,')*>0, u (32) vaZi jednakost ako i samo ako je a, = - - - =a, ib = - .

Dokaz. Neposredno iz 1. 5.2.

PrIMEDBE: 3° Ako, medutim, imamo H,”=<0 (ili H,,”<0) i H,,” H,,”—(H,,”')*=0, postoje
i drugi sluéajevi jednakosti. Mogucno je preciznije re¢i o tim ,,drugim sluCajevima‘ (videti:
Beck [1)).

4° Posmatrajmo jedan primer koji je ranije bio diskutovan, naime: H (s, ) =s7/r tr/a; tada je

r r

r
r __2 7 rfr — -2
Hn“ G, t):_(”"_l) tq, szu(s, t):—(”‘"—l)sp rd s
P A\PD q \q

H, (s, 1) Hy' (s, ) —(H,,” (s, D) = () 2(3*1) ( r_i).
pq q p

r r r r
Ocevidno, ako je ——=0, —=0, —+-—<1, tada je H,'=<0, H,,”<0 i H,"H,,"'—
P q
—(H,,")*<0, pa je H konkavna funkcija kao §to je to ranije tvrdeno. Ako je u ovom sludaju

r r r r
—>0, —>0, — + —<1, iz posledice 29 sleduje da jednakost u (32) nastupa ako i samo
D q p q

ako je a,~---=a, i b ~=:..=b,. Pretpostavimo li, medutim, da je ’;+ ’ =1 (kao

u H kada je r=1), da bismo odredili slu¢aj jednakosti, moramo posmatrati ﬁvadr‘a{ltnu formu
H," (s, D 2+ 2 H,,” (s, 1) hk + H,,"" (s, 1) k*

koja, u ovom sluéaju, ima oblik

r r

A 2
_P 4 r_(f_f) )
pg\s 1
i h s .
§to postaje nula ako je 7:7’ i stoga, kao u Uvodu 5.2, jednakost u (32) nastupa ako su

aP i b4 proporcionalni.

Posledica 30 Ako je f(x, Y)=x+y u slucaju H(s, 1)= M (K-1(s)+ L-1(1)) i
ako je E= F=L s G-M , pri demu su svi K', L', M', K", L, M" po-
X" I e

zitivni, tada (32) vaZi ako i samo ako je

(37) G(x+y)z E(x)+ F(y).
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Dokaz. Uslovi u ovom sluéaju postaju

1 1 1 1 1 1 1 1
e T (e e = —,
Gx+y) E®W’ G@x+y FO) GE+y) (E(x)+F(y)) E() F()

A

odakle se bez te§koce dobija rezultat.

PriMEDBA: 5° K, L, M odreduju E, F, G respektivno. Vazi i obrnuto. U stvari, imamo, na
prime:,
X u

K(X),:cfexp(f;(%)du, c>0, x'=a.

a a

Razmotrimo neke primere.
(i) Ak» je E==F=G=D, tada (37) izrazava &injenicu da je D superaditivna funkcija, §to je
tatno ako je x+— D(x)/x rastu¢a funkcija (I.5).

Na primer, uzimajuéi D(x)=cx (¢>0), imamo K(x)=x'*0/9 i (32) daje (II1.30) ako

1
se stavi ¢ — -— .
p—1

Ako umesto toga uzmemo D(x)=tgx, kada je K(x)=-—cosx, tada (32) dovodi do

nejednakosti

n n n
arccos ( z Dy COS ak) + arccos ( Di €OS by ) =arccos ( z D cos (ag + bk)) R
k=1 k=1 k=1

T
sa 0=y, b= (1=k=m),

(i) Druga moguénost je da uzmemo da su sve tri funkcije konstantne: E=¢, F=®, G=1v,
gde je, recimo, y=¢+ ®. Tada je K(s)=x% L(s)=y5 M(s)=2z5 sa x=ell5, y=¢!/®, z=¢/Y
i (32) dovodi do (35).

Posledica 31. Ako je f(x, y)=xy, kada je H (s, 1H=M(K! (s)L=1(t)), i ako je

Ax)——KDO gy EO oy M®

K (x)+ xK" (%) L' (x)+xL"(x) M) M (%)

tada, ako su funkcije K', L'y M', A, B, C pozitivne, (32) vaZi ako i samo ako
je Cxy)=C(x)+C(y).

Dokaz posledice 31 je slian dokazu posledice 30 (Beck [1]).

PriMepBE: 6° Kao u prethodnoj primedbi i ovde A4, B, C odreduju K, L, M respektivno.
X u
Na or Ko C > ( / dr )du
a primer, - ex _
br o j P\ am

-
a a
7° Ako u ovom sluCaju uzmemo A=a, B=0, C=v, y=oa +3, tada se (32) svodi na (I11.27),
1 1 1
gde je p=—, q=- -, r— -.
@ B Y
5.4. Kao drugu primenu teoreme 28, moguéno je dobiti uslove pod kojima je
F,(a; p) konveksna funkcija kao funkcija od a (1.5.2.).

Teorema 32. Ako F ima neprekidne izvode drugog reda i striktno je rastuca i
striktno konveksna, tada je F,(a; p) konveksna funkcija od a ako i samo ako je

I% konkavna funkcija.
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Dokaz. Na osnovu neprekidnosti, F,(a; p) je konveksna ako i samo ako nejed-
nakost

() F(*7:0)s5 (@ D)+ Fub; p)

x+y
2 ’

zakljudujemo da (38) vaZi ako i samo ako je H (s, t)=F(% F“l(s)+%F‘1(t))

vaZi za svako @ i b. Primenjujuéi teoremu 28 za K=L=M=F i f(x, y)=

konkavna funkcija. Na osnovu I.5. lako se vidi da ¢e to biti ako i samo ako je
F ( x+y) , /
2 gi(F(X)JrF(y))’
F”(x+y) 2\F"(x) F'(»
2

¢ime je dokaz zavrien.

PriMEDBE: 1° Glavne rezultate iz ovog odeljka dobio je Beck [1], mada je jedan manje uspeSan
pokusaj dobijanja rezultata tipa (32) ucinio Cooper [1], [2].

2° Nejednakost (38) je jedno uopstenje nejednakosti M.

5.5. Nejednakost (36) generaliSe H; ova druga nejednakost kazuje da (36) vazi
ako je, za neko a>0,

39) K(x)=xk(x), L(x)=xI(x),
ili
40) Kw=[k, Lx@=[L

4] 0

Pri traZenju direktnijeg uslova nego §to je uslov da funkcija K—!(s)L~!(¢)
bude konkavna, moglo bi se postaviti pitanje: Postoje li neki drugi parovi in-
verznih funkcija k i / koji bi mogli biti kori§¢eni? Da ovo nije shu€aj, sleduje
iz sledece teoreme:

Teorema 33. Neka je k striktno rastuéa funkcija sa neprekidnim drugim izvodom
definisana na R,, k(0)=0 i neka je | njoj inverzna funkcija. Ako su K i L
definisane sa (39) ili (40), tada ako (36) vaZi za svako a i b, funkcija k je
potencijalna funkcija i (36) se svodi na H.

Dokaz. (a) Kako je na osnovu teoreme 28 funkcija K=1(s)L-!(¢) konkavna,
na osnovu teoreme 1.27 je (K-1)" <0, (L-1)""<0 i, za svako x, y=0,

41)  (KY @@ Y @) =K (%)L 0) (K™Y 3 (LY ().
Dalje, prema (39), imamo x=K(K-1(x))=K-1(x)k(K-1(x)), te je

K—l(x)=l( x \)= K~1(x) x l( X )
K~1(x) x K-'(x) \K~'(x)

. b .
i, na osnovu (39), x=L(K_1(x)), y.

(42) L'(x)K-'(x)=x
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Diferenciraju¢i dva puta, nalazimo
(43) (K-Y' L1 42K Y (LY +K-Y(L-Y)"=0.
Primenjuju¢i (41) za x=y, iz (43) dobijamo
(K1 L+ KU L) = (2 (K- (L) s 4 K1 LV K- (LY
t).
J (k-1 L-1— K- (L-1")*<0.
Ovo implicira
(K1) L1 = K- (LY = = (K7 (LYY, (K L1+ (K1) (L1 =0,

tj. (K-')'L-! je konstantno, §to na osnovu (42) povladi da je i x%
X
konstantno, pa je K-! potencijalna funkcija od x. (

(b) Kao i u prethodnom slu€aju K-!(s) L=!(¢) je konkavna, pa stoga nejed-
k(@) {(B)
aBk ()" (@)
=1, gde smo stavili x=K(«), y=L (). Kako je / inverzna funkcija za k, ovo

se moZe napisati u obliku

k) _ k() .y
e e 7O

nakost (41) vazi; medutim, koriste¢i (40), ova nejednakost je u stvari

Kako su « i y proizvoljni, Xk () je konstantno, pa je k£ potencijalna funk-
X

cija.

PRIMEDBA: 1° Deo (b) teoreme 33 pripada Cooperu [3]; videti HLP, pp. 82—83.

6. KONVERZNE NEJEDNAKOSTI

U ovom odeljku konverzne nejednakosti iz II1.5 proSirene su na kvazi-
aritmetic¢ke sredine. Rezultate je dobio Beck [1].

Teorema 34. Neka su F [ G dve striktno monotone funkcije i G rastuda, koje su
definisane na intervalu [m, M1, F striktno konveksna u odnosu na G, f:[m, M]
x [m, M}— R neprekidna, striktno rastuéa po prvoj promenljivoj, striktno opa-
dajuéa po drugoj promenljivoj i f(x, x)=C (m=x=<M). Tada za sve (odgovara-
juce) n-torke a i p

(a) vaZi

44 f(G.@p), Fa@p)=C

sa jednakoSéu ako i samo ako su svi a; jednaki uz p;>0,

(b) postoji najmanje jedno 0 (0<0<1) takvo da je

@5)  f(G.@ p). F,(a;p)=f(G,(m, M; 6, 1-86), F,(m, M; 6,1-6)).

Ako je O jedinstveno, jednakost u (45) vaZi ako i samo ako postoji
IC{l,...,n} takvo da je 2, p=9 i =M (kEL), a=m (K&I).
kel
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Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica teoreme 8 i osobina f.

(b) Kako je m=a;=M (1=<i=n), iz leme 2 (d) sleduje da za neko o; (0<o;<<
< 1) imamo a;,=G,(m, M; o;, 1 —a;), i stoga je

(46)  Gu(a; p)=G,(m, M; B, 1--),

n

gde je B=i > Pear=A4, (_oc); p). Stavimo
Pn k=1

ei=F,(m,, M; «;, 1 —a)) (1=i<n), F,=(¢; pp=F,(m, M; 8, 8-0).
Na osnovu teoreme 8 je ¢=a, pa je, prema lemi 2 (b), F,(¢; p)<F, (a; p), tj.
(47) Fn(a,p)gFZ(m’ M; B’I_B)

Stoga, primenjujuéi (46) i (47) i osobine f, imamo

[ (G.(a, p), F.(a p))<f(G,(m, M; B, 1 —B), F,(m, M; B, 1 —B)).
Oznadimo desnu stranu poslednje nejednakosti sa A(B) (0=B=<1). Tada
je A neprekidna funkcija, 2(0)=a(1)=C i, s obzirom na (a), A()=C (0=p=1).
Stoga postoji najmanje jedna vrednost $, recimo 6, u kojoj 2 dostize maksima!nu
vrednost. Ovim je zavrien dokaz nejednakosti (45).
Da bi vaZila jednakost u (45), mora vaZiti jednakost u (47), Sto daje
c=aiF,(mM;o;,1—a)=G,(m, M a;, | —at;) (1Zisn).
Medutim, kako je m=+=M, na osnovu hipoteza imamo o;=1, ili «;=0
(1 £i=n), odakle dobijamo slu¢aj jednakosti.
PRIMEDBE: 1° Osnovni primeri funkcije f su (x, Wr>x—y i (x, ) x/yakoje C=01i C=1
respektivno.
°  Primetimo da je bitno razli¢it slutaj nenegativnih teZina od sluCaja pozitivnih teZina.
3° Ako je f(x,¥)=x/y i ako je
Gx)=x5 (s#0), G(x)=logx (s=0);
F(x)=xr (r#0), F(x)=logx (r=0),
gde je r<s, tada se teorema 34 (b) svodi na teoremu III. 41.
4° Za f(x,y)=x—y i G i F kao u 3°, teorema 34 (b) svodi se na teoremu III. 44.
6.2. U primedbi III. 5.1.2° navedena je Beckenbachova generalizacija [3]. Sada
¢emo pokazati da odgovarajuca generalizacija postoji i za prethodni opsti slucaj
i da se Beckenbachov rezultat dobija kao posledica ove generalizacije.
Ako je a=(,,... b, ¢;,...,c,_,), stavimo b=(b,,...,b), e=(c,
cos ¢,_,). Tada je a={(b, ¢). Slino postupamo i sa teZinama p, kada moZemo
1zraziti p u obliku p=(q, r).

Teorema 35. Neka su F, G, f isti kao u teoremi 34. Neka je, dalje, a= (b, c¢)
niz iz [m, M1 i p=(q, r) nenegativan niz sa c=1—P,= Z ry. Tada za odgo-
k=1

varajuce ¢ i r:
(a) Postoji bar jedno y (n<y=<M) takvo da je

48)  f(G,(@p), F,(& p))2f(G,., (b, y; @ ©), F.\\ (b, ¥; ¢, 0));

ako je y jedinstveno, tada jednakost u (48) vaZi ako i samo ako za svako c; za
koje je p;>0, imamo c;=1y.
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(b) " Postoji bar jedno 0 (0>0>0¢) takvo da je
@9)  f(G.(a p), F.(ap)
§f(_Gs+2(b, m, M: qa e’ l“e)s Fs+z(b: m, M, q’ e, 1 —e)),

ako je 0 jedinstveno, jednakost vaZi ako i samo ako postoji 1{l, ..., n} takvo
da je D pp=9ia=M keI, ao=m (K&EI).
kel

Dokaz. (a) Stavimo x=G,_, (c; Pstr =, &). Tada je
[o} G

(50)  G,(ap)=G,(b,c; 4, r)=G; (b, x; ¢, 0).

Ako je z=F,_; (c; Psts s &), tada imamo F,(a; p)=F,,, (b, z; g, o).

[ g

Na osnovu pretpostavki i teoreme 8 je z=<x, pa je, stoga, na osnovu
leme 2 (b),

(51) Fn(a;p):Fs+l(a’Z; q’ G)ng+1(b’ X; q,G).

Odavde, koriste¢i uvedene pretpostavke, (50) i (51) impliciraju

(G, (@ p), F,(a; p)=f(G,,, (b, x; q,0), F,, (b x:q,0)).

Daju¢i x vrednost y za koju desna strana ove nejednakosti postaje mini-
malna, dobijamo (48). Slucaj jednakosti se neposredno utvrduje.

(b) Ovaj dokaz je slitan sa odgovaraju¢im dokazom u teoremi 34.

PRIMEDBA: 5° Primetimo da teorema 34 (a) pokazuje da u opStem slucaju desna strana od
(48) predstavlja poboljianje ocigledne donje granice, naime C.

Posledica 36. Neka su date pozitivna n-torka p i pozitivna m-torka b (1 £m<n).

Za sve (n—m)-torke ¢=(Cppqs---,Cy) I zasvakor, s (—oo <r=s< + %) vati
MV, c; p) M3, B; p)
(52) ’[l = [n] B o)
r . r .
MUY, ¢; pp  MUI@B, B; p)
gde je svaki element b, osim u kombinaciji r= — w, s= -+ o, dat sa
Zj=[3=minb (r=—0, —w<<s< + ),
m L
> prbis |7
=| ! (— oo <r, s< + ®),
m
> Prbys
k=1
=maxbh (—oo<r< o, s=+ o)
ako je r— — o, s= 4o svako od bj Jje proizvoljno s tim §to mora da je
min b= b, <max b. U (52) vaZi jednakost ako i samo ako je ¢;=B (m+1=<j<n),
osim u slucaju r= — oo, §=+ o kada jednakost vaZi ako i samo ako je

minb=<c;=maxb(m+1=<j<n).
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Dokaz. U svim sludajevima, osim za r= — oo ili §=+ o, 0ovo je neposredna
posledica teoreme 35 (a) za f(x, y)=x/y, 1 gde su F i G stepeni logaritamske
funkcije.

Kao tipi¢an slucaj kada je neko od r ili s beskonadno, posmatrejmo slu-
faj —oo<r< -+ oo, r£0, s=+ o, i uotimo funkciju f definisanu sa

_ _max (b, ¢)
FCmirs s Cn)um-

Jednostavna izradunavanja daju

0 (za ¢, <max (b, ¢)), 9f
ad¢ ¢

>0 (za ¢;=max(, ¢)),

pa stoga (52) vaZi u tom sluaju sa jednakoS¢u ako i samo ako je ¢;=
=maxbh(m+1=j=<n).

Ako je r= — oo, posmatrajmo funkciju f definisanu sa

max (b, c)
Conags o s =
f( m+1 cn) min (b, L‘)

Iz definicije b u ovom slucaju sleduje min (b, b) = min b, max (b, b) = max b.
Kako je min (b, ¢)<minb i max (b, ¢) =max b, rezultat vaZzi u ovom sludaju sa
jednakos$¢u kao $to je i tvrdeno.

Posledica 37. Neka je 0<m<<M, p pozitivna n-torka, P,=1 i b pozitivna u-tor-
ka. Za svaku (n—u) -torku ¢ takvu da je m<c,<M, u+ 1=<j=n i proizvoljno
r, s takvo da je — oo Sr<s= + oo, imamo

MEB®, 6 p) MG, m M; g, 5—% o)

ME]'](b, ap M ['Z](b m, M; g, 6—x, )

(53)

gde je q=(p, ..., p,), o=1-P,
a=0 (6<0), a=0 (0=6=<q), a=0¢ (0>0),
gde je O dato sa

u u
. [r(z pkbk’+cm’) s(z pkbk5+cms)

54 6 — k=1 k=1
(54) s—rk Mr—m" Ms—ms

H

za r, s konaéno i rs£0. Ako je r=0 ili s=0, tada je O definisano kao grani-
éna vrednost (54) pod pretpostavkom da je parametar koji je razli¢it od nule ko-

nacan; 0=0 ako je r konacno | s= + o] 0=06 ako je r=— o i s konacno i
0=0/2 ako je r=— w0, s= + . (dko je u=0 tada je 0<0=<g¢). Jednakost u
(53) vaZi: za konacno r i s ako i samo ako postoji 1C{m+1, ..., n} takvo da
je Z =, =M (k&ED), c,=m (k&E); za r= — o i s konacno ako i samo
ako vaze prethodni uslovi i minb=m; za r konacno i s= + oo ako i samo ako
vaze prethodni uslovi i maxb=M; za r= — o« ako i samo ako je min (b, ¢)=m,
max (b, ¢)=M.

Dokaz. Ako su r i s konacni, ovo je posledica teoreme 35 (b); ostali sludejevi
se direktno proveravaju.
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7. GENERALIZACIJE KVAZIARITMETICKIH SREDINA

L. Losonczi ([1] 1 [2]) je generalisao kvaziaritmeticke sredine na sledeéi

nacin: Pretpostavimo da je I zatvoren interval iz R i da I 18 N R, o=
=(®,,..., D), D,: IR, (1 <i<n); M:1->R strogo monotona funkcija. Stavimo

> i () M (ar)

. b —1] k=1
(55) M, (a; D)=M -
> O (a)
k=1
PriMEDBE: 1° Ako je (f; konstantno, recimo o (@=(py ..., b, za svako a<I”, tada se (55)
svodi na (1).
2° Drugi jednostavan slutaj je ako je ®,=-..=®,=>0, Tada se (55) svodi na

> O (@) M ()
(56) M@ ®y=M-1|*=

n

> ®(ap
k=1

3° Specijalan sluc¢aj za M (x)=x?7 i O (x)=x> daje

n
5 ozl
1

611 MEAE- =L

n

5 a

k=1

Ako je M (x)=Ilogx, imamo

i

> @’ logay
k=1

n
2
k=1

Ove sredine za «=0 svode se na obitne potencijalne sredine sa jednakim teZinama
1. ME{’; 0 (a)=ME,”] (a). Dresher [1] je prvi ispitivao ove sredine.

(5120 MO @ =exp

-
4° Stavljajuéi da je ®=(q,x*, ..., q,x%), sredine (57) mogu se proSiriti na teZinske sredine

" 1
> @@t P

68  MPE g = (p#0, —oo <p<+),
> aa®
. k=1
n
> ax a” log ay
—explk=t (p=0).

qr a”*
1

=
1 M=
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Naravno, M7 O (a; q) = Mf,”] (a; q).

5° Primer naveden u prethodnoj primedbi takode je generalizacija kontraharmon’jske s:edi-
ne iz 1L 4. U stvari, MY "~ (a; g)= H (a; ¢).

Sada ¢éemo izloZiti jedan rezultat koji prosSiruje teoremu 28 na ove opsti-
je sredine (Losonczi [2], Bullen {13]).

Teorema 38. Neka su K, L, M: I>R diferencijabilne funkcije, (I) y, ¥ = (R%)",
fX2>1 diferencijabilna funkcija. Tada, ako je a, b& T, vasi

(59 f(K, (& ©), L, (b; $))=M,(f(a, b); 7)
ako i samo ako je, za svako u,v,s, t iz 1 i 1<i<n,
(Mof(u, V—-Mof(t, s)) (y_,-of(u,_v))

M’'of(t,s) Anof (2, 5)

K (1)— K(:))(D ()
7( K@ ],

(60)

fz (1, $).

1 (t5) - (L(V)*L(S))v:(v)

L'(s) o
U (59) i (60) istovremeno =z moie da se zameni sa < ili sa =.
Dokaz. (i) Pretpostavimo da je M rastuc¢a funkcija. Slu€aj kada je opadajuca,

razmatra se slitno. Ako je l=i=<n, stavljaju¢i a,=u, a,=t(k+i), b,=v, b, =s
(k#i) u (59), nalazimo

(61)  yof (u, v)(Mof (u, v)— Mof(K,, L,))

=S pof (N (Meof(K,, L)~ Mof (1, 5)).
k=i
k-1

Ovde X, L, oznadavaju K, (a; (3) i L,(b; J) respektivno, gde a i b zado-
voljavaju gornje uslove. Kako su M i f diferencijabilne funkcije, imamo

(62) MOf(Kn, L)—Mof(1,s)
— (Mof (6, )+ ) ((f) (6 ) +,) (Ku—1)

+ (fgl (ta S)+S3) (L,,—S)),
gde ¢,>0 kada (K,, L,)~>(t,5) (k=1, 2, 3).

Ako definicije y;, P, prosirimo stavljajuci y, =y, (i=n), 4,=14, (i=n), ni-
je tefko dokazati da je lim K,=<t¢, lim L,=s 1 stoga ¢,—~0 kada n— + o

n—»--oo n——+ o

(k=1, 2, 3). U stvari, imamo

K@)—K )\ ©; () yn0f (1, 5)
li K,—t t >
e ( ) z txe (t 5) = ( K (1) ) @, (1)

kfl

L 0)—L(8)\ %) gmof (5, 1)
lim (L,—s of (t, 8)= ( ) .
Jm ( ) 2 Lt € L'(s) G (5)

k=1

Koriste¢i ove rezultate, iz (61) i (62) dobijamo (60).
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(i) Stavljajuéi u=a, v=>b,, t=K,(a ®)=K,, s=L,(b; $)=L, u (60) i
sabiraju¢i n tako dobijenih jednacina, dolazimo do nejednakosti
M (M, (f (@, b); ))—Mof(K,, Ly
M’ of(Ky, Lp)

=0,

odakle nalazimo (59).

Prirodno, znak nejednakosti u (59) ili (60) mozZze da se zameni suprotnim,
ili znakom jednakosti, ako i samo ako je to uradeno i u drugoj od ovih for-
mula.

PRIMEDBE: 6° Ako su @ =$=; konstantne funkcije (videti primedbu 1°, nejednakost (60) se
svodi na

Mof(u, vy—Mof(b,s) _Kw—K() L(v)—L(s)

LT = ; s+ ——

M’ of(t, s) K@) L' (s)

Ako sada pretpostavimo da K, L, M i f imaju neprekidne druge izvode, poslednja
nejednakost je ekvivalentna, za svako h i k, sa

H, "k +2H," hk + H,,” k*<0,

£ (@, 5).

gde je H funkcija definisana u teoremi 28. Ovo u stvari znali da je ova kvadratna forma
negativno definitna, §to je ekvivalentno sa tvrdenjem da je H konkavna funkcija (Uvod 5.2.).

Prema tome, u svim sluajevima teorema 38 se svodi na teoremu 28.
7° Neka je E;={(u, v, t, s)| za ove vrednosti u (60) vazi jednakost} (1=<<i=n). Gornji dokaz

pokazuje da jednakost u (59) vazi ako i samo ako je (a;, b;, Ky (a; ®), Ln(b;E’))eE,. (=i<n).
Teorema 38 moZe se proSiriti na slucaj f:Im—1.

Posebno, iz teoreme 38 moZemo izvesti uslove pod kojima su ove opitije
sredine komparabilne.

Posledica 39. Sa oznakama iz teoreme 38 imamo M, (a; ;Z)gK,, (a; 5) za svako
a=1" ako i samo ako je, za svako u, tcl i 1<i<n,

M@W—M®) %@ _ K@—K@) @)
M@ O KO 9,0

Posebno: (i) ako je o =;(), sredine M, (a; (3) i K,(a; 6) su kompararabilne
ako i samo ako je K rastuca (opadajuca) i M je konveksna (konkavna) funkcija
u odnosu na K; (ii) ako je M=K, ® = ... =0 =@, y, = .. =y, =7y, sredine

M, (a; )?) i M,(a; 5) su komparabilne ako i samo ako je d; monotona funkcija.

Dokaz. Tvrdenje ncposredno sleduje iz teoreme 38 za f(x, y)=x. Partikularan

slu€aj (ii) je oligledan. Partikularan slucaj (i) sleduje iz Ccinjenice M(;e,;(ﬂ;l(t)
r
< %ﬂ , za rastuée K, ekvivalentno sa Cinjenicom da je M konveksno
1

u odnosu na K, (primedba I.5.3°).

PrIMEDBE: 9° Rezultati iz prethodne posledice mogu se bez teikoca proSiriti: za svako F:1—1,
—> —>
nejednakost M, (F(a); x)<F(K, (a; ®)) vazi ako i samo ako je

( MoF(a)—MoF(f)) X,-(u? g( K(u)’—K(t) )(Di(u)_ F(6).
M'oF(1) An(?) K D, (4)




142 IV Kvaziaritmeti¢ke sredine

10° Jedan drugi, veoma vaZan, partikularan sluaj je f(x, ¥)=x+y. Tada iz teoreme 33
izlazi da je K, (a; $)+L,,(b;$)§M,,(a+b; )_\)) ako i samo ako je, za 1=<i<n, u, v, s,t<l,
M@u+v)—M(@t+s) ¥@+v) < Kw)—K(@) D) . LM—LG) (v '

M (t+53) (t+s) K@) D, (1) L'(s) ¥n ()
Posledica 40. Ako jep=0ilzazmax{l —p,0}ili p<0il—p=azmax{l,-p},
tada je
(64) M7 a+b; =M (@ 9)+ M7 (B ).

Ako je p=0 i —p=<a<min{l —p,0} ili p<0 i O<a<min{l, —p},
u (64) vaZi suprotna nejednakost.

(63)

Dokaz. Za K=L=M, 5=$=z i ;Z(x)=(q1 % (%), ..., g (x)), nejednakost (63)
postaje

M) —~MK\ x(x)
65 Gu+v, t+5)=sGu, )+ G, )G (x, =(—————)%)
65 G )26 0+ 60,9) (6 9= (M)

U ovom sludaju imamo M (x)=x? ili logx, y(x)=x>, te je

G xy)= ((y)*—(f)) (P20, G(x ) =y(2) 1082 (p=0),

tji. G(x, y)=y'(x/y), gde je
P(t)=i~(tp+“—t“) (p#£0), T(@)=r2logt (p=0).

Bez teSkoca se proverava da (63) implicira da je I' konveksna funkcija,
pa je I"(t)=0 za >0 («, p zadovoljavaju prvi skup uslova).

Drugi skup uslova implicira da je I' konkavna funkcija, $to opet povladi
(65) sa obrnutim znakom nejednakosti.
PriMeDBE: 11° Treba istaé¢i da nejednakost (63) ne pravi razliku izmedu 3, Tp),;i ;’ =(q,9,,

—_

e @nP)s V= (@1 %15 - GaYn)s X' =@ %5 -+ 5 95 Xn) Za neku pozitivnu n-torku q.
12° Ako je a=0, kao $to smo videli, ME,”; T(a; q) = ML”] (a; ¢), pa se prvi skup uslova svodi
na p=1. Stoga (64) generaliSe (II1.29).
13° Ako je p=1, x=r—1, kao $to smo ustanovili, vazi MLI; =g, q)=HE,’](a;q), pa se prvi
skup uslova svodi na 1=r=2; stoga (64) generalise (III.52).

Ako pretpostavimo da je I=R, kao i da je M dva puta diferencijabilna
i y diferencijabilna funkcija, tada (65) moZe da bude reSeno na nacin koji je
u sustini jedinstven.

Posledica 41. Ako je 1=R, M dva puta diferencijabilna i ako je ; diferencija-
bilna funkcija, tada je, za svako a, b&R?”,
(66) M, (a+b;y)=M,(@ 1)+ M,(b; y)
ako i samo ako je y (t)=a-+bt za neko a, b (b#0), tj. ako i samo ako je
M, (a; y) = 4,(a).

Dokaz. Kao i u prethodnoj posledici, (66) ¢e vaziti ako i samo ako (65) vazi
za svako u, v, s, tER. Pretpostavimo da je t=0, ¥>0. Tada (65) moZe da se
predstavi u obliku
_G(u+v, )—G (v, s_)4< G (u, v)—G (0, 0)
u - u )
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Ako u—>0, odavde dobijamo da je, G,/(v, s)<G,' (0, 0) za svako v, s.
Medutim, ako je #>0, na slitan nafin dobijamo G,’(v, 5)=G,’ (0, 0). Prema
tome, G, (v, s) = G, (0, 0) = a. Sli¢no, G, (u,v) = G,’ (0,0)=b, pa je G(u,v)=au+bv,
G(a,u)=0, a+b=0, t.

MO x»

Stavljaju¢i y=0, odavde nalazimo

- (68) M(x)=M(0)+ax(0)M'(0)X

X
)

Zamenjujuéi ovaj izraz u (67), dobijamo

a(x—y).

XA O=yx ) _
LN—&x )
Za y=0 dobijamo a=1. Za y=1 nalazimo y (x)= Ax+ B. Kako je x>0,
imamo A=0, B>0. Iz (68) nalazimo M (x)= M (0)+ M’ (0) x.
Prema tome, ove sredine se svode na artimeti¢ku sredinu, kao posledica
teoreme 3.

a(x-y).

Posledica 42. Neka su K, M :1— R dve diferencijabilne strogo monotone funkcije i

6, )_(): I"— (R%)". Tada je M, (a; )_{) =K, (a; (5)) za svako a< 1" ako je K(x)= %:—z
i Q,(x)=ky (x)(cM (x)+ d), gde konstante a, b, ¢, d, k zadovoljavaju usloy

k(c2+d?») (ad—bc)#0. Ako je c#~0, _4 nije jednako K iL nije jednako M.
C (4

Dokaz. Koristeéi sludaj kada nastupa jednakost u teoremi 38 i primedbu 9°,
vidimo da prethodna jednakost vaZi ako i samo ako je, za 1=i<n,

M@w—M@) xi@ K@W—K(@) O

(69) .
M@t K@ 2,0
Fiksiraju¢i t=¢,&1 i stavljajuci
M (u)— M(2) Kw—K ()
Uy=—=" y(u)=—"——0,
v =

bez teSkode se vidi da za u, t(5=1)E1 vaZi

(u(u)—u(t)) ® (0 :(u(u)—n(t))wﬂ'
w0 @ (1) ® (5) % ()

Fiksiraju¢i ovde t=t #1,, dobijamo K(u)=

aM )+ b

— (u=t,), gde se kon-
cM @) +d w#1), g
stante mogu odrediti polaze¢i od vrednosti M, M', K, K" u ¢, i t,. Formula,
na osnovu neprekidnosti, vazi i kada je w=1,, pa kako K nije konstantno,

imamo c¢*+4d?>>0 i ad—bc#0. Ako je ¢#0 izraz moZe da se predstavi u obliku

ad—bc
A Mu)+de ’

K@) %=

odakle se dobija poslednji uslov u tvrdenju teoreme. Zamenjujuéi izraz za K
u (69), dobijamo

((Di(“)) 1 :((Dn (’)) 1 (u1).
X (@) CM@+d \2, (1) CM (1) +d
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Prema tome, leva strana je konstantna (i kao funkcija od u i od i).
Ovim je zavrSen dokaz ovog dela teoreme. Suprotno tvrdenje se lako proverava.
O ovome videti: Aczél i Dardczy [1], Bajraktarevi¢ [1], Danskin [1], Daréczy [1],
Daréczy i Losonczi [1].

PriMEDBA: 14° Mada glavni rezultat ovog odeljka pripada Losoncziu [1], mnogi drugi parti-

kularni rezultati za sredine ovog tipa dobili su ranije drugi autori. Posebno sve reference
iz II1. 4.1 o kontraharmonijskoj sredini su relevantne.

Darocsv i Losonczi [1] uveli su i opStije sredine. Nave§¢emo samo neke od
rezultata koji se odnose na sredine koje je uveo Losonczi jer se iz ovih sredina
kao specijalan slucaj dobijaju sredine koje je definisao Dardczy.

Neka je I dati interval. OznaCimo sa E(I) skup svih funkcija K:I?*—- R
takvih da je za svako x<I funkcija y+— K(x, y) neprekidna, strogo rastuca
na I i K(x, x)=0. Posmatrajmo jednacinu

Z ®; (ai’ y)=0’

i=1
n
gde je o, CE(I), a,;I (i=1, ..., n). Funkcija k:— > ¢,(4;; ) je po pretpo-
i=1
stavci strogo rastuca i k (mina)=0 <k (max a), tako da posmatrana jednacina
ima jedinstveno reSenje po y takvo da je ming,=<y=maxa;. Ovo relenje zva-

éemo ;;: (py» ..., ®,) sredina i oznatavaemo M, (a),.
Za ¢,=9 (i=1, ..., n) dobijamo simetriCne sredine koje je uveo i ispitivao
Daroczy [1].
Za o(x,¥)=9(¥)—9(x), gde je ¢:I— R neprekidna i strogo rastuca
funkcija na I, dobijamo (55).
Niz $=(cp1, ...»9,), gde je o, E(I), naziva se reproduktivan niz ako
slede¢a jednakost vaZi
k
lim (M@ e,—1) m=0@1) 3 ¢/a, 1),
=1

m—+ oo i

gde je @ negativna funkcija koja zavisi od ¢ i

a'":(al, N TAR PR t), (p'"=(cp], e (pk+m).
m

Skup svih reproduktivnih nizova oznadavademo sa R (I).

Sledeéi Losoncziev rezultat predstavlja generalizaciju prethodnih rezultata
iz ovog odeljka.

Pretpostavimo da su L, I,, I, proizvoljni intervali, f:I, xI,— I proizvoljna
diferencijabilna funkcija na I, x 1, i g;ER (D), 4, ER,), xx & R(1,) reproduktivni
nizovi. Nejednakost

M, (f(a, b)), < f(M,(a),, M, (b))

vaZi za svako acl®, bEL" (n=1,2,...) ako i samo ako je
* * 0 * I/)
@ k() S 9)= 9kl ) S0 ) +ak 0 5) S S 9)

za svako u, t& I v, sELL(k=1, 2,...), gde je o (x, ) =D () g, (x, 1).

Ako su ovi uslovi uspunjeni jednakost u («) vaZi ako i samo ako je
(a,, b, M, (a)y, M, (b)x) CE,(i=1, ..., n), gde je E, skup (u, v, t,5) takvih da
vaZi jednakost u («).
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8. NEKE DRUGE NEJEDNAKOSTI

Dva pododeljka koja sleduju mogle su da dodu odmah iza odeljka o
potencijalnim sredinama. Medutim, koriS¢enje kvaziaritmeti¢kih sredina znatno
pojednostavljuje razmatranje i to je razlog Sto se nalaze na ovom mestu.

8.1. Teorema Godunove, Slede¢i jednostavan rezultat (Godunova [1]) ima inte-
resantne posledice.

Teorema 43. Neka je F:R' — R’ neprekidna strogo rastuéa funkcija takva da
je F-1 konveksna funkcija i lim F(x)=0 ili — co. Pretpostavimo da su a=

x—0
=(a,a,...) i b=(b,b,, ...) dva pozitivna niza i da je za svako nz=1,
n + o
q"=(q," ---, 4,”) pozitivna n-torka takva da je > q"=1 (nz1) i 3 b,q<
k=1 n=k
=C (k=1). Tada je
+ o0 + o0
(100 S b,F,(a4)sC 3 a,
n=1

n=1

Ako je C= lim — z by, konstanta u (70) je najbolja moguéna.

n—>+conk 1

Dokaz. 1z teoreme 8, za svako n=1, dobijamo
F,(a;p)<4,(a; p)= 3 pia.
k=1
Prema tome, imamo
4o + n + o
(71) anFn(a,pn)§Zb"Z ak_z akzpnbngcz [
n=1 n=1 k=1 n=k

§to je i trebalo dokazati.
Ako sada stavimo a,=1(1sk=m), a,=0(k>m), tada iz (70) izlazi

gb,,%— Zb F-t (F(I)Zpk)_ g

n=1
jer pretpostavke o F impliciraju F(1)>0, F(0)>0 i F~'>0. Ovim je zavrien
dokaz teoreme.

Cz

>1
m

Posledica 40. Sledece nejednakosti vaZe za pozitivne nizove a=(a,, a,,...) i
brojeve p, g> 1:

(@) ngl(""q N7 a1 (S e zan";

a-1
® 5l ( 11 aka"-')""“<+z a
n=1

(c) -g tg P—(Z smk—ak) <27 z a?;

10 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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+oo g ] sink—" tg(2 w/n) + o
@ 3A(TetT) T <2 s a
ot 1\ k=1
() 5 (1 ia)p<+°°“k".
— = « -
PR ANl =1 k

+ o0 1 n 1/n +o0
(f) 2—(n!Hak) <53 a.
k k

S+l

k=1 (g— k__
Dokaz. (2) Stavimo F(x)= x'/», qk”=g—i—1) (n, k=1, b=1 kl i na niz a?
. qn q

primenimo teoremu 43.
(b) Kao u siuéaju (a), ali za F(x)=logx i niz a.
sin (k w/n)

k . .
,k=1), by=— (k=1 -
otz (=2 m) (n ), by k+1( ) primenimo teo

() Za F(x)=xlr, ¢q,"=

remu 43 na a’.
(d)y Kao pod (c) samo za F(x)=logx i niz a.

(¢) Stavimo F(x)=x', g =L (m, k= 1), bk=ﬁ(k; 1) i primenimo (71) na
n +
. L .1 1> 1
niz a? (prlmetlmo da je —=> ———]).
k ek n(n+1)

(f) Kao za (e) samo za F(x)=logx i niz a.

PriMEDBE: 1° Kako je :!j:i">e“‘, deo (f) implicira Carlemanovu nejednakost :Ej Gy (a)<
+o
<e Y a (videti takode primedbu II. 6.1°).
k=1
”)an—kgk
2° U stvari, ako uzmemo da je F(x)=x'P ili F(x)=logux, qk"='—k—(m—(n, k=1,
o, B>0, a+B>1); bpy=1 (k=1) i nizove a? ili a respektivno, Knoppova [2] generalizacija

Carlemanove nejednakosti sleduje iz teoreme 43 (takode videti Levin [1]).

8.2. Oppenheimov problem. Proucicemo sledeCe interesantno pitanje: Ako su
F sredine n-torki @ i b u nekom poretku, kada iz toga moZemo zakljuditi da
isti poredak vazi izmedu G sredina od a i b. Pitanje je postavio i, zZa n=3 u
slu¢aju aritmetiCkih i geometrijskih sredina, refio Oppenheim [I, 2]. ProSirenje
na opste n dali su Godunova i Levin [1]. Jedan drugi odgovor u opitem slu-
¢aju dao je Vasi¢ [1]. Slede¢u diskusiju izvrSili su Bullen, Vasié¢ i Stankovié [1].

Teorema 41. Neka su a i b dve pozitivne n-torke takve da je
0<a1§. ..éan, 0<b1§...§bn,
(72) a;<b, (1gisn—m, 1<m<n), azb, (n—m+2<i<n).

Zatim neka je p druga pozitivna n-torka i F:R,— R monotono rastuca i
konkavna funkcija, takva da je x+> xF’'(x) rastuca funkcija. Ako je

(73) A, (b; p)=A,(a; p),
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tada za 0<a§1—h' vaZi

n

(14 A,(F®); p)— o« F (4,(b; p)) = 4,(F(a); p)—«F(4,(a; p)).

Ako je a=0, rezultat vaZi bez pretpostavke da je x> xF'(x) rastuda funk-
cija. Ako je F strogo rastuéa, F' strogo opadajuéa i x+> xF'(x) strogo rastuda
Sunkcija (ili, «=0, tj. F’ je strogo opadajuca), tada jednakost vazi u (74) ako i
samo ako je a=b.

Dokaz. Jednostavnosti radi stavimo, za 0<i<l, c=xb+(1—Na,. Tada iz
(72) imamo 0<¢,<- .- =c,. Ako stavimo ®())=4,(F(¢); p) — « F(4,(c; p));
(74) postaje ®(1)=D(0), pa je dovoljno dokazati da je @'(A)=0. Podimo od

(75) Pn<1>'(x)=zpk(bk—ak)mck)—a(zpkwk—ak)) ( zpkck)
k=1 k=1 Pp
i uoimo drugi &lan na desnoj strani ove jednakosti. Na osnovu (74) je

n
> pi(by—a)=0 i, na osnovu monotonije niza e,
k=1

Zpkck> z pkck Cp_ m+1(P Pn m)
k=n—m+1

tako da drugi ¢lan u (75) nije veéi od

(76) “(képk (br— ak)) F'(c,,_m ) (1 _ fnP;,,m))

<<,( S pubi— ak)) F'(cn_m+1)<( > pk<bk—ak))F (Cromsr)s

l_nm

Py

gde smo iskoristili monotoniju funkcije x+> xF’(x). Posmatrajmo sada prvi ¢lan
desne strane u jednakosti (75). On je jednak sa

Sobi—a) F(e)— 3 pi(an—b) Fcy)
k=1 k=n—m-+1

@) 2(3 ntbe-a0) F e S @b Ferma

k=n—m+

= épk(bk_ak) F'(Ca_ms1)s
(k—l )

gde smo primenili monotoniju funkcije F’.
Iz (76) i (77) sleduje ®'(3)=0. Ako je «=0, (76) moZe da se izostavi
i rezultat proistiCe jer je F’'=0, tako da je izraz u (77) nenegativan.

PrIMEDBA: 1° Bez teSkoca utvrdujemo da je nejednakost (74) obrnuta ako je F opadajuda i
konkavna i x> x F'(x) opadajuéa funkcija. Ako je F konveksna i rastuéa i x> x F’(x) ras-
tuéa funkcija, tada ako u (73) vaZi suprotna nejednakost i nejednakost (74) je suprotna (u
oba sluéaja ako je «a=0 uslov za funkciju x+> x F’(x) je nepotreban).

10*
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Posledica 42. Neka su a i b pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (72) i neka je p po-
zitivna n-torka. Ako je — oo <<s<< + o i ako je ME](b; p) ;Mgf](a; D), tada zat<s
i0sa=1 —ﬂPi"— (t#0), vaZi
18) (MY & p) —a(ME®; p))" = (M@ p)) - a(Ma; p))")"

Ako je t=0, pod istim pretpostavkama vaZi
M 5; p)

— G,(a; p).
ME] (@ p)) n (a9 p)

(78) G, p) ;(

Ako vaZi suprotna nejednakost u (76) i ako je t>s, tada u (78) i (78)
vaZe suprotni znaci nejednakosti. Jednakosti u (78) i (78') vaZe ako i samo ako
je a=b.

Dokaz. Neposredno se dobija iz teoreme 41 i primedbe 1° ako se za F uzmu
redom funkcije x> x", xr>logx i x> e~

PriMeDBA: 2° Sluéaj n=3, p,=p,=p,, s=1, «a=2/3 u (78') razmatrao je Oppenheim [1].
Posmatranjem specijalnog slu¢aja on je ukazao da kada je s=0 analogna nejednakost (78'),
gde je G, zamenjeno sa A4,, ne mora da vaZi u opStem sluaju. Korektna forma je, kao §to
smo videli, data sa (72).

Slu¢aj «=0.teoreme 41 ili posledice 42 daje odgovor na postavljeni
problem.

Posledica 43. Neka je F:R_—R strogo rastuca konkavna funkcija i neka su
a, b i p pozitivne n-torke pri éemu a i b zadovoljavaju (72). Tada, ako je

a9 A,(b; p) = A,(a; p),
vazi
(80)  F,(b; p)= F,(a; p).

Ako je F' strogo opadajuca funkcija, tada jednakost u (80) vaZi ako i samo
ako je a=b.

PrIMEDBE: 3° Ova posledica je ekvivalentna sa sledeim: Ako a i b zadovoljavaju (72) i
ako je G:R,— R strogo rastu¢a funkcija tada ako je G,(b; p)=G,(a; p), imamo

F,(G®); p)=F, (G(a); p).

4° Na osnovu primedbe 3° zakljuCujemo da posledica 43 ostaje u vaZnosti ako se pretpo-
stavi da je F konveksna i opadaju¢a funkcija. Ako je, medutim, F konveksna i rastuca funk-
cija i ako u (79) vaZi suprotna nejednakost, tada u (80) vazi suprotna nejednakost.

5° Bullen, Vasi¢ i Stankovi¢ [1] oslabili su uslove (72) za vaZenje posledice 43. Medutim,
tada primedba 3° prestaje da vaZi i stoga ovaj opStiji rezultat ima manju primenu.

Posledica 44, Neka su a i b dve pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (72), i p
pozitivna n-torka. Ako je — oo <<5<< + o0, tada:

(a) ako je Mfl(b; p)gMEf](a; p) i t<s, tada je
@1 M ®; pyz=M (a; p);
(b) ako je Mff](a; p)gMEf](b; p) i t>s, tada je
82 M@ p=M®; p)
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Jednakost u (81) i (82) nastupa ako i samo ako je a=b.

Dokaz. Neposredno proistiCe iz posledice 43 sa F(x)=x", logx ili e i uz-
majuéi u obzir primedbu 4°

PrIMEDBA: 6° Sludajevi n=3, s=1, =0 (s=0, t=1), p,=p,=p, posledice 44 prvobitno je
diskutovao Oppenheim ([1], [2]) na jedan potpuno drugadiji nadin.

Posledica 45. Pretpostavimo da su a i b dve pozitivne n-torke takve da jedna nije
preuredenje druge i da je p takode jedna n-torka. Ako je MY (a; p)<
<M=V b; p), MY = (a; p)y>ML =V (b; p) i ako a i b u nekom preuredenju
zadovoljavaju (72), tada postoji jedinstveno s (— oo <<s<< + ) takvo da je

(@) M (@ <M (b p) (1<),

i)  Mi'@p>MIG P (>9),

i) MU (a; p)=MI®; p).

Dokaz. Ovo neposredno sleduje iz posledice 44 i neprekidnosti ML kao funk-
cije od s.

PriMEDBA: 7° OCcigledno je da sa raS¢enjem « nejednakost (74) postaje stroZa. Stoga je posle-
dica 44 preciznija od posledice 45,
v o« . -, . P,_ .
U opétem slucaju (74) ne mora da vazi ako je a>1 ——"IT’E. Na primer,

neka je n=3, p, = p,—p, i 0<a,=a,<a, 0<b, <b,<b,; tada, da bi vazilo (72),
mora da je a,=b,, by<a,, pa posledica 42 u sluaju s=1, r=0 kazuje da
ako je b,+b,+b,=a,+a,+a,, tada je

b, b, by Z<wz+bs)3 a,a,a, (0=B=2).

a,+a,+a,

Medutim, ako je a,=b,=1, a,=a—1, a;=b,=b,=a sa a>2, tada je

/4:(171""172"’[73)B 4% —}—(g— )L—FO(%)
a

a,+a,+a,] b b,b, a

Stoga ako je B>2 i ako je a dovoljno veliko, tada je 4>1, §to daje traZeni
kontraprimer. ’

8.3. Fanova nejednakost. Jedna nejednakost, koja je u vezi sa (74), pojavljuje
se pod sasvim razli¢itim okolnostima u sledecoj teoremi:

Teorema 46. (a) Neka je F:1-—>R konveksna funkcija reda 3 i neka su a,,
b,cl (1si<n) takvi da je

(83) max (a) < min (), a+b,=.-.=a,+b,
Ako je p pozitivna n-torka, tada je
84)  4,(F®); p)— F(4,5; p) = 4,(F(@); p) - F (4,(a; p))-

Ako je F strogo konveksna funkcija reda 3, jednakost u (84) vaZi ako
i samo ako je a,=- - - =a, (tada je i by=---=»b,).
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(b) Obrnuto, uko neprekidna funkcija F zadovoljava (84) za svako n i bilo koju
od 2n talaka koje zadovoljavaju (83) (pri cemu svi a;, nisu jednaki) i sve pozi-
tivne n-torke p, tada je F konveksna funkcija reda 3. Ako pri ovim pretpostav-
kama u (84) vazi stroga nejednakost, F je strogo konveksna funkcija reda 3.

Dokaz. Primetimo da se oznake koje éemo koristiti kao i osobine konveksnih
funkcija reda 3 mogu naéi u Uvodu.

(b) Stavimo n=2, a,=x, a,=b,=x+(3h/2), by=x+3h, p=1, p,=2. Tada
se (84) svodi na 613 V,(F; x+3h, x+2h, x+h, x)=20. Kako nafe pretpostavke
povlafe da ova nejednakost vaZi za svako x, h>0, sleduje da je F konveksna
reda 3.

(a) MoZemo pretpostaviti da je ¢, <a,<--.<aq,=<b,<b,_;<...<b,. Dale-
mo dokaz primenom matemati¢ke indukcije. Neka je n=2. Ako je F konveksna
funkcija reda 3, vazi

(85) Vo (F; xg, x1, X,) 2V, (F; Xy, X4 X),

gde je x,>x,, x,>x, x,>Xx; (ako je F strogo konveksna, ova nejednakost je
stroga).

Stavimo x,=b,, x,=b,, x;=A4,(b; p), x;=a,, x;=a,, x,=A4,(a; p). Ako
je a,+b,=a,+b, i a<a,=<b,<b,, nejednakost (85) se svodi na (84) za n=2
(stroga nejednakost ako je nejednakost (85) stroga).

Pretpostavimo da je rezultat dokazan za n=2, 3,..., m—1. Tada je

A,,(F(a); p) - A, (F(b); p)=

PLP—L(Am_l (F(@y p)~4,,_, (F®) p)) +;’—:(F(am)—F(bm))

m

< 7 (F Aoy @5 ) = F (4, (5 )+ 5 (F @)~ FiB,),

m

na osnovu induktivne pretpostavke. Poslednji izraz je, na osnovu sludaja n=2,

(@ F(Am_l_(“; p)+ 2 F(am)) - (P'"T;‘ F(4,_,(5; p))+ % F(bm))

P, P,
<F(4,(a; p))—F(4,(b; p)).

Slucaj kada je F strogo konveksna funkcija reda 3 i slucaj kada nastupa
jednakost utvrduje se na osnovu gornjeg dokaza.

PriMEDBE: 1° Nejednakost (84) moZe se dobiti iz (72) za a=1.

2° Ako je F konveksna funkcija reda 3 u (84), vazi suprotna nejednakost.

3° Ako je F(x)=x", tada je F'”/(x)=r (r—1)(r-—2) xr=3, pa je (videti Uvod 5.3) F strogo
konveksna reda 3 ako i samo ako je O<r<1 ili r>2; ako je r<0 ili 1<r<2, F je strogo

konkavna funkcija reda 3. Obe funkcije x> F(x)=logx i x+> F(x)=e* su strogo konveksne
reda 3.

Posledica 47. Neka su a i b dve pozitivne n-torke koje zadovoljavaju (83) i neka
je p takode pozitivna n-torka. Tada imamo
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a) ako je s>0, t<s ili t>2s, ili 5=0, t>s lli s<0, s>t>2s, tada je

(86) (M ®: p) — (MY 5 p)’))”'
=((MP @ pY - (M2 @ p))" ¢#0),
ME®; p)

G,(b;p)z ——G,(a;p) (t=0);
MY @a; p)

(b) >0, s<t<2s ili s=0, t<s ili s<0, t>s, tada u (86) va¥e suprotne ne-
Jjednakosti.

Jednakost u (86) vati ako i samo ako je a,= . - - =a, (u kom slucaju je i
b= -..=b,.

Dokaz. Neposredno sleduje iz teoreme 46 za funkcije iz primedbe 3°.

PrIMEDBE: 4° Posledica 47 je analogna posledici 42.
. 1
5° Ako stavimo p,=-...=p,, s=1, b;=1—a;, 0<a,-§? (1=<i=n), nejednakost (86) postaje

n

[1a ITa—a
i=1 i=1

@7

(5 (Boof

sa jednako$¢u ako i samo ako je @,=---=a,. Ovo je Fanova nejednakost [1] (videti BB,
p. 5; M, pp. 66—70). Njegov rezultat generalisali su u obliku teoreme 8 Levinson [I] i Popo-
viciu [6]. Takode videti: Bullen {14], Vasi¢ i Jani¢ [1], Chan, Goldberg i Gonek [1].

9. KLASICNE SREDINE PROIZVOLJNIH NIZOVA

Do sada smo pretpostavljali da su elementarne klasiéne sredine (potenci-
jalna sredina, aritmeticka, geometrijska i harmonijska sredina) sve definisane za
pozitivne n-torke. Prosta razmatranja pokazuju da konveksna funkcija koja se
koristi za izvodenje (r; s) (r, s#£0) iz (7) ili (10) ili nije definisana za negativne
vrednosti promenljive, ili menja karakter ili zadrZzava karakter. U prvom slucaju
— svi r, s izuzimajuéi celobrojne vrednosti ili racionalne vrednosti sa neparnim
imeniteljima — sredine nisu definisane i ne moZe se nifta reéi. U drugom slu-
faju — r, s neparne celobrojne vrednosti ili racionalne vrednosti sa neparnim
imeniocima — vrednosti promenljivih moraju biti ili sve pozitivne ili sve nega-
tivne; ali tada prosta promena znaka svodi problem na sluaj kada su sve
pozitivne i ne preostaje ni§ta novo za posmatranje. Poslednji sluaj: parne celo-
brojne vrednosti od r, 5; ovde imamo u stvari posla sa apsolutnim vrednostima
i opet nifeg novog nema.

Ako se dozvoli da su izvesne vrednosti jednake nuli, tada se lako vidi da
su nejednakosti striktne sem u slu¢aju kada su sve vrednosti 0. Prema tome,
pretpostavimo da je a,=0, ;>0 (1=i<n-1). Ako je r<s (r+£0, s+#0), imamo

MY (a; p)= (5;';—‘ )’Mifl_l (a p)

n

"ML (a; S(L"“
) v@p)=(—7

n

— (%)HM ) (a; p)< MY (a; p).
n
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Tada izgleda da su moguéna proSirenja za a na generalnije n-torke od vrlo
malog interesa. Od veeg interesa je mogucnost da se dozvole opSte teZine; na-
ravno P,#0 postavlja izvesna ograniéenja u pogledu teZina, ali sledeéa jedno-
stavna lema zahteva jedno drugo, vaZnije, ogranicenje.

Lema 48. Ako je a,< - - - <a,, tada je

l n
a=— 7% pia;=a,
P, 2

i=

ako i samo ako je

(88)  P,0 i 0<%=1 (1sk<n).
Dokaz. Na osnovu Abelove sumacione formule imamo

n

1z Py
- pbigi=a,— = (g4 — A1),
Pn igl o g kzl Pll

odakle neposredno proizilazi dovoljnost uslova (88). S druge strane, ako je

a=---=a,=1,a;4,=---=a,=0 (1<k=n), dobijamo da je uslov (88) po-
treban.

PRIMEDBE: 1° Ovaj uslov je veé bio upotrebljen u (1.45), da bi se proSirilo J, teorema I. 32.

2° Ova lema pokazuje da ako se upotrebe opste teZine, tada je potrebno da se uvede pret-
postavka (88) da bi aritmetiC¢ka sredina zadrZala jednu od svojih osnovnih osobina.

Ovo i teorema I. 32 sugeriraju sledeéu generalizaciju nejednakosti (r; s):
Teorema 49. Ako su a pozitivna n-torka (@, = - - - <a,) i p realna n-torka koja
zadovoljava (88), tada:

(a) sa oznakama i uslovima leme 6 vazi (7),
(b) sa oznakama i uslovima teoreme 8 vaZi (10),
(¢) ako je r<s, vaZi (r;s).
Uslovi jednakosti su upravo oni koji se nalaze u odgovarajucim rezultatima.

Dokaz. Neposredno sleduje iz dokaza koji je izloZen uz teoremu I. 32 (videti:
Bullen [8]).



Poglavije V:
Simetricne sredine

1. DEFINICIJE 1 JEDNOSTAVNE OSOBINE

U ovom poglavlju posmatracemo sredine koje su pridruZene raznim tipo-
vima simetriénih sredina i njithovim generalizacijama. Ovo je potpuno drugadiji
tip generalizacija aritmeticke i geometrijske sredine od onih koje su posmatrane
u poglavljima IIT i IV. Simetri¢ne funkcije se prirodno pojavijuju u ispitivanju
algebarskih jednadina (videti, na primer, Uspensky [1, odeljak IX]). Mnogi od
ovih rezultata poznati su ve¢ dugo vremena — osnovna nejednakost (7) pripada
Newtonu (videti Campbell [1]). Osobine ovih sredina ispitivane su u mnogim
osnovnim referencama (videti: BB, pp. 33—35; HLP, 2.18—2.22; M. 2.15) i,
naravno, u raznim c¢lancima (na primer, Muirhead [4]; Fujisawa [1] je ponovo
pronasao dokaze mnogih fundamentalnih rezultata).

Definicija 1. Neka je a pozitivna n-torka i r (1<r<n) prirodan broj. Tada je
r-ta simetri¢na funkcija n-torke a definisana sa

r
0 al@=2'1la;
r Jj=1
r-ta simetricna sredina n-torke a definisana sa

eE,'] (a) 1r

)

(7

PrRIMEDBE : 1° Gornja definicija r-te simetri¢ne sredine nije jedina koja je uobifajena. U
mnogim referencama (videti HLP, p. 51; M, p. 95), navodi se sledeca definicija:

2) P (a)=

el(a)
n
(7)

Opravdanje za ovu promenu je da PE,'] ima vide osobina koje se olekuju od sredina

®  Ae-(# (a))'=

nego §to ih ima pll, kao na primer osobine iz leme 2. Posebno, ako je @,= - -+ =a,=a, ima-
mo PL’ 1 (@) = a. Medutim, mnoge algebarske osobine lakse se iskazuju pomoéu pEl’] (videti (10)).
Iz tog razloga, kao i zbog tradicije, nastaviéemo da koristimo pll isto kao i plrl,

2° Kada je to potrebno, rang r u gornjim definicijama moZze se prosiriti na slede¢i nacin:

% (@) =p (@)=PN(@)=1, €M) =pl@=Prl@=0 (r>n, r<o).

153
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3° p-ta simetri¢tna sredina za ekstremne vrednosti r, poklapa se sa drugim sredinama:
P,[,” (a)=A, (a), PEI"] (a)=G, (a). Stoga izgleda prirodno ocekivati da PE.’ I d<r<n) ima
jednu skalu komparabilnih sredina na &ijim se krajevima nalaze aritmeti¢ka i geometrijska
sredina i koja je potpuno razliCita od skale za potencijalne sredine M [n’] (0<Lr=1). Potvrda
ovog ocekivanja bi¢e data u tekstu koji sleduje, a posebno u teoremi 6.

4° Veoma je vazno primetiti da se simetri¢ne sredine mogu generirati na slede¢e nadine:

n

n n
k] pe BN k) pe
@ H(x+a,-)=k§0 M xn-k =S (k)pf,]x" k,

i=1 k=0
n n X n n "

) [Ta+axn=3 eL]xk=Z (k)pL]xk.
i=1 k=0 k=0

5° Moguéno je, takode, definisati teZinske simetri¢ne sredine. Neka je p pozitivna n-torka;

tada je
1/r

e’ (ap) )

©  Pl@ p)=< -
e (p)

r-ta simetri¢na sredina od @ sa tezinama p. Medutim, kako osobine (6) nisu potpuno zado-
voljavajuce, neemo iscrpno posmatrati ove sredine (o njima videti Bullen [1]).

6° Pomocu elementarnih simetri¢énih funkcija mogucéno je dati jednostavnu formulu za tan-
gens zbira od n elemenata (Pietra [1]):

Kk i
n S (—1itte® g a)
tg(z ai) _ =t n=2),

1+ (i (tga)
i=1

i=

. n . . n+1 n—1 .
gde je k=m=7 (ako je » parno) i k=—2— , m:T (ako je n neparno).

Slede¢a jednostavna lema, koja proSiruje sliéne rezultate za aritmeticku i
geometrijsku sredinu (teoreme 2.2 (d) i 2.5) pomaze da se potvrdi primedba 1°.

Lema 2. Ako je a pozitivna n-torka i r (1 <r=<n) prirodan broj, tada je
min () = P} () < max (a),

sa jednakoséu ako i samo ako je a,= - .. =a,.

2. ODNOSI IZMEDPU ELEMENTARNIH SIMETRICNIH
FUNKCIJA I SREDINA

2.1. Slede¢i jednostavan rezultat je toliko fundamentalan da demo dati vise
njegovih dokaza.

Teorema 3. Ako je a pozitivna n-torka i r (1 <r<n—1) prirodan broj, tada vazi
N (F @ zpi @ el (),
® (el @)>el N @e M (@,

Nejednakost (7) je stroga osim ako je a,= - - - =a,.
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Dokaz. (a) Dokazi nejednakosti (8).
(i) Nejednakost (8) je posledica nejednakosti (7) koja se moZe, primenom (3),
napisati u obliku
©9) (el z LD (=r 2D i lrg
r(n-—r)

Primetimo da je numerifki faktor na desnoj strani (9) veéi od 1, Sto
daje (8).
(i) MoZe se dati i dircktan dokaz nejednakosti (8). Opsti ¢lan u razvoju

1 1 2 & & 2s 2s
e~ eltl_ (1 je > a2 2 a,. Koeficijent uz ovaj &lan je ( )—( )
K21 T k=r"st1 s~1 s

i on je negativan.
(b) Dokaz nejednakosti (7).

(i) Dademo najpre dokaz metodom indukcije. Ako je n=2, nejednakost (7)
se svodi na GA (videti primedbu 3°). Pretpostavimo da je nejednakost (7), za-
jedno sa slutajem jednakosti, dokazana za 1=r<m-—1, 2<m<n-1; dalje
pretpostavimo da svi a,, ..., a,_, nisu jednaki medu sobom. Primetimo da
vaZe sledeée jednakosti:

f —1 n—r r -1
(10)  ell=ell ta,eb,  pll= Tpﬁ'h + a, pv7i,

gde je 1<r<n-—1. Stoga, za 1<r<n—1, imamo
(a1 w(p "l (pi)?) = A+ Ba,+ Ca 2,

gde je
A=(n—r2 - 1) p" P plrH —n—r2 (I

B=(n—r+1)(r+1D)pl " p i+ (n—r—1)(r— 1) pi= A pi !
—2r(m-r)p 1 ph,y,
C=(r=1) i piti—r2 (A=)
Na osnovu induktivne pretpostavke je

2 -1 [+l —1N2 —2 —1 -2 1
(12) (P01 )= plh plitl, (PE:'—ll) >pll pi PE.’-:IP511>PE:—1]PH—+1],

odakle sleduje

r 2 —1 r —1N2
A<M, B=2pi"plly, < - (P,

te je
13) 2 (pE k- (pE) < — (pLs— 4 pT)
Ovim je, u ovom slucaju, dokazana nejednakost (7).

Ako je a,= - - - =a,_,+#a,, nejednakost (13) postaje jednakost jer je tada
isti slu¢aj sa nejednakostima (12). Medutim, desna strana u (13) mozZe se pred-
staviti u obliku

[r—11\2 pEz’]l 2 [r—11\2
— (P2 (= —a,) = = (pI5") (a, - a,)<0,
pLT:lll

éime je zavren dokaz.
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(i) Veoma jednostavan dokaz nejednakosti (7) moZe se izvesti polazeéi od

teoreme I.5. 1z (4), ako je f(x, y) H (x+a, y), primenom uzastopnog diferen-
ciranja f, dobijamo g (x, y)=p,, x2+2p xy+p['+ ]y. Kako su sve nule
funkcije f realne, realne su i nule funkcije g, na osnovu teoreme I.5. Stoga

imamo

PP S (Y.

Kako nule funkcije g mogu biti jednake samo ako su sve nule funkcije f
jednake, neposredno se dobija slucaj jednakosti u (7). O ovome dokazu videti
Campbell [1].

PriMEDBE: 1° Muirhead [1] i Dougall [1] dokazali su identitet
1 n=l 2k) (r, k)

(p[’])z p[r+11p[f n_

n n Z (k k+1°
r(r+1)( )( )k—"
r/\r+1
gde je
r—k—1 r+k—1
, k)=2( H ajz)( H aj)(ar+k"'ar+k+1)2:
j=1 j=r—k
pri Semu se sumiranje proteZe na sve proizvode koji se mogu dobiti iz a,,..., a, Ovaj

identitet daje neposredan dokaz nejednakosti (7).
2° Jolliffe [1] je dokazao jedan drugi identitet iz koga takode sleduje nejednakost (7):

n! 2 [FN2_  [r—11 ,[r+1
( —1)! (n—r—l)!) (CORTaTIa
21(n—3
=(n—1) > (@—a)* (C;27) + (—1):: ) Z(a,— ) (a—ar)? (C723)?
31 (n—5)

—a)? a2 _ 2 n—6\2 ..
D 0D D =) 2 ) e’ e (G5

gde C:’:f predstavlja zbir proizvoda od r—1 faktora uzetih izmedu n—2 faktora razli€itih
od a; i a;. Sumiranje se vr$i po svim moguénim &lanovima ovakvog oblika; C ',"_'2 definise
se sli¢no,

3° MoZemo primetiti da dokaz (ii) nejednakosti (7) pokazuje da (7), pa stoga i (8), vaZi za
svaku realnu n-torku (q,, ..., a,).

4°  Jecklin [4] je izveo slede¢u nejednakost koja je slicna sa (9);

n
2
(e[r])2 ( ) z( —1)i+1elr= Uelr+1

Ako je r=1, ova nejednakost se svodi na (9) (sa r=1).

5° Dokaz (ii) nejednakosti (7) pokazuje da je teorema 3 ekvivalentna jednom ranijem rezul-
tatu o polinomima: posledica 1.7. U ovom obliku rezultat je prvi put, bez dokaza, bio
formulisan od strane Newtona u Arithmetica Universalis [1, p. 347—349]. Prvi dokaz je dao
Maclaurin [1]. Ova nejednakost je kasnije viSe puta ponovo otkrivana. Pomenimo sledece
radove u kojima je ona dokazivana: Sylvester [1], Schiomilch [1], Hamy [1], Durand [1],
Darboux [2], Fujisawa [1], Bonnesen [1], Angelescu [1], Jolliffe [1], Newmann (HLP, 53—54).
Pereljdik [1], Ness [I]; Dunkel ({1], [2]) je detaljno razmatrao ovu materiju. Takode treba
pomznuti i Keloga [1]. Interesantan dokaz dao je Segre [1].
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Posledica 4. (a) dko je 1 <r<s<n, tada je 5 "el'< ellel~ 2

[r—1] [r] [r] [r+ 1]

(b) dko je l=r=n—1ie, '>e,,tadajee, >e,

Dokaz. Ovi rezuitati su neposredne posledice nejednakosti (8).

Posledica 5. (a) Adko je 1 <r<s<n, tada je p" "p¥<p¥p¥ M 5q jednakoscu
ako i samo ako je a/= - - - =a,.
() Ako je 1<r=n—1 i ph ">pY rada je p%'>pt+h,

(c) Ako je 1<r+s=n, tada je p ™ <p¥' p¥ sa jednakoséu ako i samo ako

je aj= -+ - =a,
Dokaz. (a) i (b) su neposredne posledice (7), dok je (¢) implicirano sa (a).

PriMepBe: 6° Posledica 5 implicira posledicu 4 u stroZzoj formi isto tako kao $to (4) im-
plicira (9), nejednakost strozu od (8).
p[r+n]

7° Iz posledice 5(a) proizilazi da je opadajuéa funkcija od r.

Py
2.2. Sada ¢emo izloZiti osnovni rezultat ovog odeljka.

Teorema 6. Ako je a pozitivna n-torka i ako su r i s prirodni brojevi, tada je
(149 PY@=Pa@) (1sr<ssn),

sa jednakoiéu ako i samo ako je a,= - - - =a,.

Dokaz. (i) Ako je 1<t<r, iz nejednakosti (7) izlazi
(p[t 1] Elt+1] t<(p[l] 2t
MnoZe¢i sve ove nejednakosti medusobno (za ¢=1,..., r), dobijamo
ey Yy =)
(15  PytU=pPY
odakle sleduje (14). Sludaj jednakosti je ocigledan.

(ii) Interesantno je da se (14) moZe dokazati, polazeéi od slabije nejednakosti
(8). Metod dokazivanja je sliCan Sestom dokazu G4 (Crawfordov dokaz).

Pretpostavimo da je 0<<a, <. - =<a, i a,#a,. Zamenimo a sa b, gde je
b,=PL(a), by=a,(2<k<n—1) i b, je izabrano tako da je PL'(a)= PY(d).
Ako dokaZemo da je, za svako s>, PY (b)>PEf] (a), rezultat sleduje iz Craw-
fordovog dokaza GA4. Neka je c¢=(a,,..., a,,_l)(=(b2,..., b,_,)). Tada je,
na osnovu definicije 1,

eb (@) =a,a,e573" () +(a, +a,) el 2 () + b2 (o)
—b,bel " (e)+ (b, + b,) e" () + el 2(0).
Prema tome, nalazimo

(16)  (b,ba— a,a,)el 73 (€)= — (b, + b,—a, — a,) "2 (¢),
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kao i

(b, 577 () + b3 () bu=a,a, 873 (€) + (a, + a,— b)) eS 23 (o).

Kako je a,>b, (lema 2), ovaj poslednji identitet daje b,>0. Medutim, vaZi

e¥1(b) — e (@)= (b, b, — a,a,) e5= 3 (¢) + (b, + b,— a, — a,) e¥=) (c),
§to, na osnovu (16), ima isti znak kao izraz
[S 1] (‘.) e[r 1] ()
(bl + bn n) ( [S 2] (C) [r—2] (C) )

Drugi faktor je, prema posledici 4 (a), negativan. Isti je sludaj i sa prvim
faktorom jer je, prema (16),

sgn{b, +b,—a,—a,}=sgn{bb,~a, a,}
=sgn{b, (b, +b,~a,—a,)+a,a,— b, b,}
=sgn{(b, —a,)(b; —a)} = — 1.
Ovim je dokazano da je e;'(b)>e,'(a), Sto je ekvivalentno sa P (b)
>P¥(a), a to je i trebalo dokazati.

(iii) Direktan dokaz nejednakosti (15) dao je Pereljdik [1]. Jednostavnosti radi,
stavimo

e —elV (@), (e) =ek=ebli(a), ek’ =(ek), itd

Neka je €0 i posmatrajmo one a za koje je e,=¢. Nadimo za koje od
njih e,,, ima maksimalnu vrednost. Pokaza¢emo da e,,, ima jedinstveni mak-

. . . . n .
simum kada je a,= - - - =a,=a. Neka je tada, recimo, s=( )a’ i
r

( : )
r+1
— s("‘l’l)l”

n\rir+1)
(*)

§to je, prema (3), jednako sa (15). Zbog jedinstvenosti ekstremuma odavde
sleduje i slu¢aj jednakosti.

Posmatrajmo sada u(a)=e, ., + A(e,—¢). Tadajegi —efianer, (1=k<n).
a

n+1
r+1_
er+1*(er+1)max ( ’ ) -

K
Za maksimum je potrebno da je ::" L =0, odakle je
a
K 1 a,
(17)  A=——— (1sk=n).
€r—1

Odavde sleduje

r=-Sa/Se
i=1 i=1
Ovaj identitet pokazuje da je A simetri¢na funkcija od a, pa je stoga invari-
Jantna u odnosu na permutacgu a;ia (1=<i, jsn). Stavimo k=1 u (17) i
primenimo (10). Na taj nacin dobx_lamo
:k+akezl(1 r<k< )
_ <k<n).
: kl+akel l; (

—A =
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A+ Bay,
. B+ Cay,
a, 1 a, 1 koristei simetriju u A, imamo
A+Ba, A+Ba,
B+ Ca, B+Ca’

Dakle, —A= , gde 4, B,C i D ne sadrZe a, i a,. Permutujuci

tj.
(18) (a,~a) (AC—-B*>=0 2=k=n).
Stoga, preuredujuéi a, imamo dve moguénosti' ili je a;=-.-=a,, ili za
neko i iMamo @, #a,, ..., Gy, G =0, =+ =a,
Pretpostavimo da su uslovi iz drugog sludaja ispunjeni. Tada iz (18) izlazi
ert _eth .
TE= 0% Q2=k=sit+ ),
. €1 €, 2
pa je Lk
(19 —r=—i% 2=k=i+ ).
er,—l

Ponavljajuéi gornji postupak za k=2, iz (19) i (10) izlazi

1,2,k+ake’12]k )
—x=1—7(—1ﬁ (Bsksi+l),

e, {“tage,

pa je, stoga, poSto posmatramo drugi slucaj,

12k 12k

1 _ ,
;7,; ;2k B=ksi+ ).
e, q €,_2

Ako je r<n—i—1, ovaj postupak na kraju daje
el,2 A S |

—hA=—
e

n—i—r

N 1>

2,...

§to je, zbog simetrije u A, u kontradikciji jer je a,+#a,, ..., a;,,
Za r=n—p>n—k—1 ovaj postupak dovodi do

,2,...,p
‘)\_er’ _ ag1(a,,5-..a)
AT L2, e L2, e+t b2, ptl?
€,y €, 1 +a +l r—2

$to je opet u kontradikciji sa a,#a,,,.

.0 da
Prema tome, iz —% = ..=—2—0 proistide a,= - - - —=a
da, da,

se pokaZe da je ovaj maksimum e, odgovara sluaju e,=e. Jednostavna
izraGunavanja daju

Qu=3 ¢ 1d2a+z<()\ a,)Ze, )da,.

i=1 Jj=

. Preostaje da

n

n—2
- _ir“_z) ar—l((n-—r) éldza,.—l—n(r— 1)(% dai)2)<0

r(r—1)

i=

¢ime je zavrSen dokaz.
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PriMEDBE: 1° Osnovna nejednakost (14), koju ¢emo zvati S (r, s) poti¢e od Maclaurina [1].
Nju su dokazali, verovatno nezavisno, i Schlomilch [1] i Dunkel [2]. Drugi dokaz koji smo
naveli je iz HLP, p. 53. Interesantan dokaz nalazi se u Segreovom ¢&lanku [1].

2° Nejednakost (14) je jedna generalizacija nejednakosti GA i, u stvari, njen dokaz daje
istovremeno i jedan dokaz za GA. Dalje, (14) daje jednu potvrdu primedbe I. 1°.

3° Drugi dokaz teoreme 6 moZe se bez izmene preneti na sludaj teZinskih sredina definisanih
pomoc¢u (6) ako se pretpostavi da su @ i p sliCno uredeni (Bullen [1]).

4° Nejednakosti S (r; s) moZe se dati jednostavna geometrijska interpretacija. Pretpostavimo
da je n=3 i neka su a,, a,, a, ivice paralelepipeda. Tada je P[3” (a) ivica kocke koja ima isti
obim, P[22] (a) ivice kocke iste povrSine i P[33] (a) ivica kocke iste zapremine. S (r;s) kazuje
da je P[31]>Pg2]>P[33] osim ako je a,=a,=a,. Ovo se moZe proSiriti na n-dimenzionalni
slu€aj (Jecklin [6]).

2.3. Posto je izveo posledicu 1.7 Mitrinovié¢ [6] je dobio interesantne genera-
lizacije nejednakosti (8) i posledice 4 (b) (videti primedbu 2.1.5°), koje ¢ée u
ovom pododeljku biti izloZene.

Oznaka za diferencije koje éemo Koristiti definisane su u 1.4.1.

Teorema 7. Neka je a pozitivna n-torka, r i v celi brojevi.

(@) Adko je 1=r=n—-1, 0=v=k—1, vasi

(20) (Avelr—1)2 = (Avelr——10) (Avelr—v+1D),

(b) Ako je, pored toga,

2n (— 1)PApelr—v+I=( (I1=p=v),

tada je

22) (= 1) Avelr—i>0.

Dokaz. (a) Primeniti posledicu 1.7 na polinom (x— 1)"ﬁ(x+a,.).

(b) Ovaj rezultat moZe se dokazati indukcijom po v. Allzl) je, v=1 tvrdenje je

u stvari identi¢no sa posledicom 4 (a). Pretpostavimo sada da je tvrdenje doka-
zano za 1=v=k—1. Iz (a) dobijamo

(Ak—l e[r—k+1])2 = Ak—1 glr—KI Ak—1glr—k+2]
§to je na osnovu induktivne pretpostavke ekvivalentno sa
Ak=1 r—k+11 Akl [r—k+2]
Ak—le[r—k] = Ak—le[r—k+1] °

(23)
Pretpostavka (21) za p=v=k je ekvivalentna sa
(24) (— 1)k—1 Ak—le[r—k+2]>(__ 1)1 Ak—1 glr—k+1],

Kako je na osnovu (24) za p=k -1, v=k desna strana nejednakosti (24)
pozitivna, nejednakost (24) implicira

Ak—l e [r—k+2]

(25) Ak—]e[r—k+]] > L.
Iz (23) i (25) izlazi

k=1 [r—k+1]
o6 L >1,

Ak—l e[r—-k]

$to, ponavljajuéi argumentaciju u suprotnom pravcu, implicira (22) za v=k.
Ovim je induktivni dokaz zavrSen.
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PriMEDBE: 1° Ako je v=0, (20) se svodi na (8) i, kao §to smo primetili ranije, ako je v=0
iz teoreme 7 (b) dobija se posledica 4 (b).

2°  Prirodno, sli¢ni rezultati vaZze za simetrine sredine i oni se dobijaju generalizacijama ne-
jednakosti (7) i posledice 5 (b).

3° Posmatrajuéi polinome oblika H (x—oy) x H (x +a;) i primenjujuéi posledicu 1.7 mogu
se dobiti opstiji rezultati (videti Mltrlnowc [6]) Tako na primer, primenjujuéi posledicu 1.7
n

na (x—a) [ ] (x+a;), imamo
=1

- —2 k+1 k 3 k—11\2
(eg‘ o ehk ]) (e£1+ ]-ocegl)§(e51—oce£‘ ]) s
tj. za svako realno « vaZi

( k=21, (e[k 1])2>+a(e[k 1, ] eglk—l] e£k+1])

+ <e£,k_” e[,lk+1]—(e£,k])2> <0
Prema (8) koeficijent uz «? je nepozitivan, pa je
(=1 ol _ Jk=21 Jk+112 g (k=11 gkt 11_(oWe1)2) ([k=2 JKI_( l+11)2),
Posledica 8. Neka je a pozitivna n-torka, 'a=(a,, ..., a,), i pretpostavimo da je
(= D) AYelr=v=2>0, (= 1)Av’elr>-11>0 i (—1)JAver—1>0.
Tada je
(27 Avelr—y=11 Avelr—v+11_ (Avelr=31)2 < AV elr=v—11 AV glr—v+1] _ (AV'elr—V1)2,
gde je 'dr-1 =M (a), itd.

Dokaz. Stavimo x=a, i ozna¢imo levu stranu nejednakosti (27) sa f(x). Tada
je desna strana jednaka f(0). Jednostavna izraCunavanja daju

fll (x) — 2 (Av Ie{r—v—2] Av /e[rhv] . (Av 'e["“'—ll)z),

pa je, prema (20), /"' (x)<0. Dakle, /' (x)<f’(0), pa je dovoljno dokazati da
je ' (0)<0. Dalja jednostavna izradunavanja daju

f’ (O) =Av Telr—v=21 Av'glr—v+1] Av ’e[r—v—l] AV’ elr =1,
Na osnovu pretpostavki i primenjuju¢i (20), nalazimo
Av ’e[r—v—lj Av ’e[r-v+1] ( . l)v Av 'e[r—v—2] = (Av ’e[r—v])z ( — l)v Av ’elr—v=21
< ( _ l)v AY ’e[r—v] (Av ’e[r—v—l])Z’

pa je
AV elr—v=2] Av 'elr—v+11 < Avelr—1 AvY 'e[r—v—ll’

tj. £ (0)=<0.

PriMEDBA: 4° Nejednakost (27) moZe se poboljSati koriste¢i najpre a;” umesto ‘a i zamenjujuci
zatim desnu stranu minimumom uzetim po i (1<i<n).

Posledica 9. (a) Adko je Arelr-P1>0 (0=p<2ys), tada je A%sr—25+1>0,
(b) Adko je Arer—r1>0 (0<p=<2s+1), tada je A?s+1elr—251>0,

Dokaz. Sludaj s=0 svodi (b) na posledicu 4 (b).

11 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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Pretpostavimo sada da vazi A?el'—r1>0 (0<p<2s—1). Tada imamo
A?s-lelr—2s+11>, 0, pa vazi A2s el=2s+11> 0 ako je A% elr=251>0. Prema (19) vazi

(AZs—l e[r-——2s+1])2 > A2s-1 e[r—2 sSIA2s-1 e[r——2s+2]’

§to je, na osnovu induktivnih pretpostavki, ekvivalentno sa
A2s—1 p[r—2s5+1] - A2s—1 o[r—2 5]
AZs—1glr—25421 A?s—1ofr—2s+1]
Kako je AZ5elr~251>0 ekvivalentno sa A25-1elr—2s1> A2s—1 r—2s+1) jjj,
prema induktivnim hipotezama, sa
A?s—1glr—2s]
A2s—1glr—2s+1]°
iz (28) i (29) sleduje A2s—1glr—2s+2 A2s-1glr—25+1] odakle je A2s=1gr=2s+11~, Q.
Ako sada, umesto prethodnog, pretpostavimo da Arel"—rI>0 (0<p=<25s)

implicira A29elr—25+11>0, tada sliénom argumentacijom moZemo dokazati da
imamo AZs+1er=251%.0 ako je A2s+1elr—25-11%0,

Ove dve indukcije daju dokaz gornje posledice.

(28)

(29) 1<

3. NEJEDNAKOSTI TIPA RADO-POPOVICIU

Podto je osnovna nejednakost S(r; s) (nejednakost (14)) generalizacija ne-
jednakosti GA, prirodno je postaviti pitanje kada su moguéne generalizacije
tipa Rado-Popoviciu. Potpuni analogon nejednakosti Popoviciu dobio je Bul-
len [1] i on je izloZen u teoremi 12. Rezultati tipa Rado su mnogo nekom-
pletniji. Nasuprot slicnom proSirenju nejednakosti (r; s), naSi rezultati ne sle-
duju iz opSteg rezultata ve¢ svaki mora pojedinaéno da bude dokazan. Medu-
tim, tehnike koje su koris¢ene su iste one dve osnovne koje su primenjene i za
dokazivanje teoreme II.18, tj. primena elementarnog diferencijalnog raduna i
primena S(r; s) na pogodno izabrane nizove.

3.1. Kao u IL3.4, ako je a=(a,, ..., @, ), Stavimo a=(a,,,, ..., a,,,)
PA e[,f,](a), itd.
Sledeca lema prosiruju identitete (10).

Lema 10. Sa gornjim oznakama imamo

s _
(@) efln= eh Vel (s=min (n, m))
t=0
n+m—s _
=S e e (s>max (n, m))
t=0

< =11
=>en em (mM<s<n)
t=0

(b) ako je 1<<s<<n+m, u=max(s—n, 0), r=min(s, m) i
{2 st
s—nj\t+n s
vaZi

r ) —_—
(30)  pila=S A(s, 1) py Pl
t=u
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Dokaz. (a) sleduje neposredno iz (1). Primenom (3) lako se vidi da (1) impli-
cira (6).

PriMEDBE: 1° Ako je g, =+ =a,,, =08, (30) se svodi na
(€})) J 2 A, e By,
i, ako je, pored toga, a,=...=a,=a, imamo
r
32 P = > A(s, yas—tpe.
t=u

2° Identiteti (10) sleduju iz ove leme kao partikularni sluéajevi (staviti m=1 i zameniti »
sa n—1).

Posledica 11. Ako je niz arastuci, tada je isti slucaj i sanizom (p}’ (a), p[zrl (@, ...).
Dokaz. Ako je m=1, tada je u=0, r=1 i (30) postaje (videti (10)):

1 _ntl—s fs—1]
Pn+l=ﬁp +_+Ian+1pn »

§to je ekvivalentno sa
[s]
[s] [s1 S Is—1] Py
Dnit— DPn = Pn (an+1" = 1])'
n-t+ b,
[s]

. . . . Py .
Medutim, iz S(s; r) izlazi T”<A,,. Stoga je
p

n

[s] [] s [S 1]
Pns+ ; (@ne1—A4p)
+
Kako je ova nejednakost stroga osim za @, = - - - =a,, ovo implicira po-
sledicu 11.

Teorema 12. Neka je a pozitivna n-torka, neka su r, k (1<r<k=<n+m) celi
brojevi, u=max(r—n, 0), v=min(r, m), w=max(k—n, 0), x=min(k, m).
Tada: (a) ako je vzw i r—u<k—x, vaZi

PLr_:Il_m (a) k> PLr—u](a) k—x ?’[r\;] (a) w
P”",,.U) _(Pﬁ"""’w)) (7’,[:’ <a>>

(33) (

(b) ako je v=w, vaZi
P[r] k ?[v] w
6y () =)
Pn+m (a) Pm (a) /
Dokaz. Prikazimo (33) u obliku
L= ( pL’f']_m )r (p[r] )k

< =
k—. 1 = {r—ul\r (k—x){(r—u) vINwr/v
el B V- A 0

Primenjujuéi (30) i S(r; s), dolazimo do
k
(9 () =(3 e 0] 2( 3 0 0 Gy Gy

11+



164 V Simetri¢ne sredine

Ova nejednakost je stroga osim ako je @, = - - - =a,,,. Medutim, u iz-
vesnim slu¢ajevima ovaj korak je nepotreban; na primer, ako je r=11i k=n-+m,
sve sredine koje se pojavljuju u (33) su ili aritmeticka ili geometrijska.

Iz (32) sleduje da je ovaj poslednji izraz (kr)-ti stepen r-te simetrine sre-
dine od b, gde je

=P i), b= (+lgizatm).

Prema tome, S(r; s) i (32) daju
(L ( 5t 0 (02 iy )

x r
_ (pElr—u]) r (k—x)/(r—u) (vaI])wr/v (’Z A (k, t) (er—u])(x-—t)/(r—u) (pg:])(t—w)/v) .
=w

Ova nejednakost je striktna osim u sludaju pj~ 9 pM kako u prethodnoj

primeni nejednakost S(r; s) nije dovodila do striktne nejednakosti, to ne moZe
biti ni ovde sludaj. Medutim ako, kao $to je napred navedeno, prethodna pri-
mena S(r; s) nije potrebna, tada moZe ovde postojati striktna nejednakost.

Iz ovog poslednjeg izraza imamo

r
R= ( z A (k t) (p[r—u] (x—0)/(r—u) (pg])(t—W)/v) -5

Na sli¢an nacin, polazeéi od (30), dolazimo do

66 (Y =( 3 0 0 ) 2( 3 006 0 Gl Gy,

gde smo koristili S(r; 5). Ova nejednakost je stroga osim ako je @, = - - =a,,,,-
Dalje imamo

(AL <Y Y[ 3 006, 0 ()P Gy,

§to neposredno daje

L< (tz A (k, 1) (plET)x-nite— (;E:'])(t—w)hv) T
=w

Medutim, na osnovu S(r; s) i hipoteza u (a), vazi T<.S. Ova nejednakost
je stroga osim ako je v=w i r—u=k-x, ili ¢,=+--=a,,,. Ovim je zavrSen
dokaz (a).

Dokaz tvrdenja pod (b) je slican.

PriMeDBE: 3° Mada sludaj kada vaZi jednakost u (33) i (34) nije posebno istaknut, iz do-
kaza se moZe videti kada jednakost vaZi.

4° Ako je r=1 i k=n+m, nejednakost 33 postaje

(e = (&)
Guiml  ~\Gul \G, ]’

$to je, u stvari, partikularan slu€aj teoreme II. 25 (b) za jednake teZine.


pera
Rectangle


3. Nejednakosti tipa Rado-Popoviciu 165

5° Ako je k=s+1, n=1, m=gq, r=s, tada (34) postaje

P[r] s+1 P[r] s

GD ( [::111) ;( llls1> ?
P g+1 P q

§to je direktna generalizacija nejednakosti Popoviciua (I1.44) u sludaju jednakih teZina.

Rezultat koji je sli¢an sa (37) moZe se dobiti za elementarne funkcije
(videti Mitrinovi¢ i Vasi¢ [9]).

Teorema 13. Ako je a pozitivna n-torka, r i s (1=Sr<s<n) prirodni brojevi i
0<p<gq, tada je

["] @ \? e[S] @ \?
o (Fef=(Fe)

€1 (a) €ni1 (a)
Dokaz. (i) Pretpostavimo najpre da je p<gq. Stavimo a,,,=x i posmatrajmo
funkciju

(el1)? (eflix bty

H O e ) (el ey
Tada je
[r] l)p ! [s—11 [r—1] [s] fr—1] [r] —1]
f’(X)=( oy (p—d) en e ' x+peilien ' —qellien ).
'l+

Ako bi izraz u zagradi bio negativan, imali bismo f’=0. Ovo ¢e biti ako je

pell elr=l_gel o=l g 0] (eE,’-” el 1]
X — —
(g—p) el {Tel =] 9—p eEf 1” E,’_l" enly 85,"1)

<0 (prema posledici 4 (a)).
Dakle, kako je x=a,,,>0, imamo f’(a,)<0, pa je stoga
f@,.)< lim f(an+1)

an+1—>
§to je u stvari (38).
(i) Ako je p=¢q, dokaz je sli¢an i jo§ jednostavniji.

Teorema 14.(a) Ako je a pozitivna n-torka, s prirodan broj i 1<s=<n, tada je

er+1] [s]
(39) (———"H (a)) <? (q-pyr-7 (e @)y ¢ ( en+1(“)_)p.
qq

M@ i@

(b) Ako su: a pozitivna n-torka, s, k, 1 prirodni brojevi, n=s>kz1,nzs>121,
A>0 il 1sk<s<l=sn i A<O0, tada je
M @—2el) (@ ¥ (@—2ell (@)
bl @ @

Ako je 1 sl<s<k<=n, A<0 ili 1<s<k=n, 1<s<i=n, A>0, vaze su-
protne nejednakosti.
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(c) Ako je a pozitivna n-torka, s prirodan broj, 1 <s=<n+1, u.>0, onda vaZi

(em (,,)H_f[ﬁs]i’))m
(40) (Bl @+u)y \ " el @
seld @ (s—1)s-1 el (g)
. ‘s . . 1 mn eE,s] (@)
sa jednakoSéu ako i samo ako je a,  =-——(ut+e(@—s—"F—].
s—1 e[,f Ya)

PriMeDBE: 6° Ako je p=s=1 i g=n, nejednakost (39) svodi se na (I[.34) za slu¢aj jednakih
teZina.

7° Za s=n+1 nejednakost (40) postaje

n
1
A+ @
(An+1+ l~"-)"+l2 O ,
- G

G’l+l n

a to je (II.47) za sludaj jednakih teZina.

3.2. Teorema 12 moZe se posmatrati kao refenje problema profirenja Popovi-
ciuove nejednakosti na simetri¢ne sredine. Ovakvo potpuno prosirenje Radoove
nejednakosti nije poznato. SledeCe parcijalno proSirenje dali su Mitrinovié i
Vasié¢ [7].

Teorema 15. Ako je a pozitivna n-torka, r (L <r<n+1) prirodan broj i 2>0,
tada vazi

@41 (+D(PE (@) 2P (a)

@i DEZD yrie-npl=1 gy 2121 _(FR@y )

m rm (I’E'__”(a—))'__l_
n+1—r (PO
ro (PLTHy=v
Dokaz. Stavimo x=a,,, i posmatrajmo funkciju f, definisanu sa
@) =@+ 1) (PR —2PL)

n+l—r r -1 1/r
(—‘ p+ L ph ]x) .
n+

=n (PE,” (a) —

. "y . , +1 -1
sa jednakoséu ako i samo ako je a,, ="~ alc=npL=1_
r

—npM i x—(n+ 1)

n

n+1
. n+1—r o
Tada je funkcija definisana ako je x= — *ﬁ Bez teskoca zaklju-
r p,

¢ujemo da ova funkcija ima jedinstveni minimum za

[ri\»

_n+1 prir—1) P[’_ll__ n+l—r (Pn)
- ” plr—1y—1°

r o (BY)

PriMEDBE: 1° Za r=n-+1 nejednakost (41) postaje
(n + 1)(An+ 1_7‘ Gn+ 1);” (An_)‘('ﬂr 1)/nG")’

to je, u stvari, (II. 46) u sluCaju jednakih teZina i za p=1.

2° Od interesa je na slican nadin generalisati (41) zamenjujuéi PL1, sa P .
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4. MARCUS-LOPESOVE NEJEDNAKOSTI

U slucaju potencijalnih i nekih opstijih kvaziaritmeti¢kih sredina postoje
osnovne nejednakosti koje se odnose na vrednosti ovih sredina za n-torke a+ b,
a i b(videti teoremu I11.22 i odeljak IV.5). Sada ¢emo ispitati kada jedna takva nejed-
nakost postoji za simetri€ne sredine. Osnovni rezultat, nejednakost (44), potice
od Marcusa i Lopesa [1]. Ona je posledica opstije nejednakosti (42) koju je
zveo McLeod [1] i, nezavisno od njega, Bullen i Marcus [1].

Teorema 16. Ako su a i b pozitivne n-torke, r i s (1=r=<s=<n) prirodni bro-
Jjevi, tada je

[s] r [s] r [s] r
wn (e ey o

el (a+b) el="1(a) ()

sa jednako$éu ako i samo ako su a i b proporcionalni ili ako je r=s=1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je r=1. Tada moZemo pretpostaviti da je
2<s=n i da a i b nisu proporcionalni. Stavimo:

el (a)

g“(a)ze_EfT](a) >

(Ds (a’ b) =& (a + b) —&s (a) —&s (b)a

An=zai’ Bn=zbi;
i=1 1
tada je

Z (a;B,—b;A4,)*
®,(a, b) =

24,B,(4,+By)

&ime je zavrSen dokaz za s=2. Neka je sada s>2. Sledeéi identiteti se pro-
veravaju bez teskoce:

@  sexl(@- Ea:e‘i i), ®  eP@=ael @) +elli@),
(v (n— s)enl(a)_zem 3 se(a)= A, (a)— zaz =21 (g1,

QOdavde se lako izvodi

) a A —_—

gs( ) ,zl at“’gs 1(“1)

®, (a, b) = 1 "Z( a;’ i b _ (@;+ ) )
sA7 S i=1 ai+gs—1(ail) bi+g5_,(b") a;+b;+g;_,(a; +5") i

pa smo sada u situaciji da damo dokaz u ovom sluaju primenom matema-
ti€ke indukcije po s. Na osnovu induktivne pretpostavke vaZi nejednakost

ge—1(a/ +b)zg,_ (@) + 8., (b))
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sa jednakoS¢u ako i samo ako je a; proporcionalno sa b;/. Stoga je
n 2 2 2
1 a; b; (a; + b)) )
2 - 1 + 1 - i 7
(43) q)S(a’ b)— 5 ,Z:l(aﬁgs—;(“i) bi+gs—1(bi) ai+bi+gs-—1(a,' +5/)

1< (a;g-, (6)—bigs_,(a))*
S =1 (ai+gs—1(ai,)) (bi+gs—1(bi,))(ai‘{“bi‘i‘gs»l(ai,)'i‘gs—l(bil))
Ako a; nije proporcionalno sa &;, za najmanje jedno i prva nejednakost
u (43) je stroga, pa je ®.(a, b)>0.

Ako je, pak, za svako i, a; proporcionalno sa b/, tj, ako je a/=2n;b/
za neko A;>0, tada je
(a8, (b))~ big,_, (&) = (a;— 7;b)gs—1 (B,

§to je pozitivno jer a nije proporcionalno sa b. Stoga je i u ovom sludaju
@, (a, b)>0.

Ovim je zavrSen dokaz za r=1 (1 =s=n).
Ako sada posmatramo slu¢aj r>1, na osnovu (42) zar=1, imamo

1%

0.

@) \Ur v eI i @epy i v BT @) B\ 1
R = . . T g I + . .
(egf—’l(a+b)) (J,l =71 (q 1 b) ) (H( L@ B /)
Odavde, prema H (u obliku (3.8)), dobijamo
et p) \Ur r el gy el gy \1r
[s—r1 = H [s—J + H [s—Jj
el 1 b) LLoeb Tl ()

j=1 j=1

epl@ \Ur 1 ell@) \Ur
=\~ G .
( el ’]<a>) ( eEf'”(b))

Slucaj jednakosti neposredno sleduje iz prethodnog sludaja za r=1 i iz H.

ell@) \lir
PrivMEDBE: 1° Nejednakost (42) kazuje da je funkcija a|—>( G-rl(g )) konkavna.
[T]( a)
2° Nejednakost (42) takode kazuje da je g; »—>;[;_]_ (1 =i=n) rastuéa funkcija. Medutim,
el s—r (a)

ovo se moZe direktno dokazati na slede¢i nalin. Neka je f(a;,..., a,,)=e£f] (a)/eEf—'] (a),
Tada na osnovu (B) iz prethodnog imamo

b @ el @) —elZ 1 @)
(e&s—r] (a))Z
eh @) S @) —ell @) el @)
(eLs r] (a))Z

f;'l(au ey an)=

lIV

o,

gde smo iskoristili posledicu 4 (a).
Posledica 17. Ako su a i b pozitivne n-torke i r (1 <r=n) prirodan broj, tada je
@) pi@+b)zpl @+ @),

sa jednakoléu ako i samo ako je r=1 ili ako su a i b proporcionalni.
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Dokaz. Dobija se iz teoreme 16 za s=r.

PriMEDBE: 3° Gornji dokaz dali su Marcus i Lopes [1] i Bullen i Marcus [1]. Metod McLeo-
da [1] je potpuno razliCit.

4° Nejednakost (44) je generalizacija sli¢ne nejednakosti za geometrijske sredine (IIL.31), koja
se iz (44) dobija za r=n.

5. GENERALIZACIJE SIMETRICNIH SREDINA

5.1. Simetri¢ne sredine su partikularni slu€ajevi meSovitih sredina uvedenih u

111.4.5. U stvari, PY (@)= M (k, 0; k). Sada ¢emo koriste¢i primedbu 1I1.4.4°,
izvrsiti sledeéa uporedenja:

G,(@)-M(0,1; )=M(0,1;2)  =---=M(0,1; n—1)<M(0,1; n)- A4, (a),

I Vi Vi I
(45) G, (@-M(1,0; )sM(1,0;n—1) =..-<M(1,0;2) =M(1,0; 1)=A4,(a),
I Al Al It

G,(@)-M(n,0;m)<M (n—1,0;n—1)<---<M(2,0;2) <M(1,0; 1)~A,(a).

Sledeé¢i problem se postavlja sam po sebi: da li postoje neke druge rela-
cije izmedu simetri¢nih sredina u poslednjem redu i meSovitih aritmetickih i
geometrijskih sredina iz prvog reda.

Carlson, Meany i Nelson su postavili u [2] hipotezu: Ako je k+I>n,
tada je

(46) Mk, 0, k)=sM (0, 1; ).
Ako bi ovo bilo taéno, Sema (45) bi mogla da se napise u slede¢em obliku:
G,(@)=-M(1,0;,n)=M(1,0; n—1) <...<M(1,0;2) =M(1,0; 1)=4,(a)

I A Ni [
G,(@=M(n,0;n) <M(n—1,0;n—1)<---<M(2,0;2) =M(1,0;1)=A4,(@
Il M Al I

G,(@=-M(0, I; )sSM (0, 1;2)  =---<M(0,1;n—1)=M(0,1;n)- A, (a).

Za n=3, (46) se svodi na M(2,0;2)<M (0, 1; 2), ili (uporeduju¢i sa
(I11.64)):

4

(47) = 3
Dokaz nejednakosti (47) (Carlson [5]) glasi:

(@a+b)y(b+c)(c+a)=(a+b+c)(ab+bec+ ca)—abe

=(a+b+c)(ab+ bc+ ca) — (abc)'? (abe)?/?

(ab + bc—f gg)I/Z - ((a+ b) (b+c¢)(c +a))1/3
3 = .

2%(a+b+c)(ab+bc+ca)

v

ab + bc + ca\3/2
8(——~3 ,

gde smo primenili GA i S(r; s). Dobijeni rezultat je ekvivalentan sa (47).

5.2. Sledeée, neznatno razlidite sredine, proucavali su razni autori: Smith [I, p.
440, ex. 38], Hamy [1] i Ness [1].
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Neka je a pozitivna n-torka i stavimo
] 1 r 1/r
St (a)=~—n——2!(za,-j) (1=r<n),
J

Bis

Na osnovu (r, s) imamo sl (a)gPE,'] (a) sa jednako§¢u ako i samo ako
je r=1, n ili a,=---=a, Kako je, otigledno, SU(a)=Pl (a)=G,(a),
SE,”(a)zPE,” (a)=A4,(a), sledeéa analogija sa S(r;s) pokazuje da ovaj oblik
dovodi do druge skale uporedljivih sredina izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine.

Teorema 18. Ako je a pozitivna n-torka, r i s (1<r<s<n) prirodni brojevi,
tada je

SE @) =SV (a)
sa jednako$éu ako i samo ako je a,= - .- =a,.

Dokaz. (i) Prvi, jednostavan i direktan dokaz poti¢e od Hamya [1]. Ako pret-
postavimo da a nije konstantno, dovoljno je dokazati da je

! a; <—=3 a.) .
a1 \i=i 7 q+173 (j=1 !

Posmatrajmo tipi¢ni €lan zbira na levoj strani nejednakosti (48). Za njega
na osnovu GA imamo

1/(g+1)
(a,- - -a,,+1)”“1+1’:((02- ceag)(a ay - ag )V (ay .aq)llq) g
<(a2--~a,1+1)1/11+---+(al---aq)‘/q.
qg+1

Primenjujuéi isti postupak na svaki &lan zbira na levoj strani nejednakosti
(48), zakljuujemo da je taj zbir manji od (¢g+ 1)( "1) ¢lanova oblika
q+
q+1 q

se, zbog simetrije, svaki pojavljuje jednak broj puta, tj. (n—g¢g) puta. Ovim je
zavrien dokaz nejednakosti (48). ‘

q l/q
L(H a,.j) . Medutim, postoji samo (") razli¢itih ¢lanova ovog oblika, pa
j=1

(ii)) Drugadiji dokaz dao je Dunkel [2]. Primenjujuéi (r; s), ako a nije kon-
stantno, imamo

(s@r -5 (fTa) > (0 51T

AR N

Ako na a'@+D primenimo S(r; s), dobijamo

il st
4 BE

)1/(q+1) g+1

1/(@+1\1/a
o)

(q+1 >1/(q+1) 1/(g+1)

1149

1 q
n >
j=1 j=1

(2)

Kombinujuéi ove dve nejednakosti, nalazimo traZeni rezultat.
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5.3. Potpune simetri¢ne sredine. Izraz el’(a), koji je definisan pomoéu (1),
moZe se prikazati i u obliku

) P @)=,
i=1

n

gde se sumiranje vrii po svim ( )n-torkama (G, iy)sap=0ili1(1=<j<n)

r

i > j=r. Prirodna generalizacija je r-ta potpuna simetricna funkcija od a
j=1

n
H@=3Tap,

. . .. . n+r—1 .. . .
gde se sumiranje vr$i po svim ( ) n-torkama nenegativnih celih brojeva
r

n
takvih da je > ij=r.
j=1
Potpuna simetriéna funkcija moZe se takode definisati na nalin analogan
sa (5), naime

n + 00 + o0 _
50 [[A-ax0t=3 M= ("*" 1) g™ xk,
i=1 k=0 k=0 k

r-toj potpunoj simetri¢noj funkciji pridruZuje se r-ta potpuna simetri¢na
sredina definisana sa

cfl'](a) 1/r
(n+r—1)
r

Lema 19. Ako su a,, ..., a, razliCiti realni brojevi, tada je

oM@ = (g (@) =

(51) ¥ (a) = [a; x"+-1].

Dokaz. Razvijajuéi racionalnu funkciju, koja se pojavljuje na levoj strani jedna-
kosti u (50), u parcijalne sabirke, dobijamo
n At

(5 [[(-ani=3 4,
i=1

=1 1—a;x

gde je
A= (= =it V@ gt iy,

(] =

V(@)
Jednakost (52) neposredno dovodi do (51).
2m .
Posledica 20. Ako je k paran broj, S (k+n+1—1

)biz"gO, b,,=0, i ako a nije
i=0

n—1
konstantrno, vaZi

i=

2m
> b, ckillz>0.
=0

Ako je k neparan broj i ako a=0 nije konstantano, vaZi isti rezultat.
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Dokaz. Iz leme 19, ako je

2m
F(y)= z bick My, f(x)=xm k=1 S b (xy),
i=0

i=

izlazi F(y)=[a; f(x)]. Prema tome, tvrdenje da je F pozitivnho ekvivalentno je
sa tvrdenjem da je f strogo (n—1)-konveksna funkcija. Kako je f polinom
stepena ne manjeg od n, prema teoremi I.39 f ¢e biti konveksna funkcija
reda n—1 ako i samo ako je f®~D =0, kada je [a; f(x)]>0 za svako nekon-
stantno a. Medutim, u vaZnosti je

e (o=t 5 (U1 ) o,

i=0 n—1
odakle rezultat neposredno sleduje.
PRIMEDBA: 1° Ovaj Popoviciuov rezultat [1] je osnova prvog dokaza sledee teoreme.

Teorema 21. A4ko je a pozitivna n-torka, r i s(l <r<s) prirodni brojevi,
imamo QU (@) < QL' (@) sa jednakoséu ako i samo ako je a,= - - - =a,.

Dokaz. Koriste¢i metod dokaza (i) teoreme 6, dovoljno je dokazati da je

(53)  (g¥) =gl gkt

sa jednako$éu ako i samo ako je a,= - - - =a,. Ovo je analogon nejednakosti (7).
Prvi dokaz nejednakosti (53) (Popoviciu [1]): Ako u posledici 20 stavimo m=1 i
2
b (i Z(k+n+z l)b i 110 1 (] 250
i=W_—l), 1mamol . w1 2 =14+2z+22=(1+2)*=0.
n—1

Na osnovu posledice 20, ako je a=0, nalazimo
Z b c[k—H] q + 2q[k+1] q£k+2] 220

sa jednakos¢u ako i samo ako je a,=.-.=a, Stavljajuci k=r—1, ovo
implicira (53).
Drugi dokaz nejednakosti (53) (Schur: HLP, p. 164); Ako je

A={(x;, ..o )| x>0 sisn=-1), x;+++ +x,_,<l1},

tada za x,=1-x,— .. —x,_,; dobijamo

7" (a) = (n - 1)'f(a1xl e ax)ydx, - - -dx,_,.

Nejednakost (53) je neposredna posledica integralnog oblika nejednakosti C.
PriMeDBA: 2° Formula gore navedena dovodi do opstijeg rezultata od teoreme 21: Ako je a
n

nekonstantna realna n-torka, tada je kvadratna forma z q£,’+’] (a) xy xg strogo pozitivna;
r,s=1

ako je a nekostantna pozitivna n-torka, tada je forma Z qi’““](a) X Xg strogo pozitivna.
r,s=1
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5.4. Koriste¢i ideju iz 1II. 4.3 i sli€no kao Sto su uradili Gini i Zappa [1],
moZemo definisati biplanarnu kombinatornu (p,q) potencijalnu sredinu reda
(c,d), gde su ¢ i d (I=c=<ni l=<d<n) prirodni brojevi, naime

1
pc— qd

()3 Tay  ary o
R

PRIMEDBE: 1° Otigledno, BY ¢ ®94=pll j pr.Lia.1_ plr.a],

gy (@)=

Sledec¢u teoremu dokazali su Gini i Zappa [1].

Teorema 22. Neka je a pozitivna n-torka, ¢ i d prirodni brojevi.
(a) dko je 1<d<d+m<n, tada je (d)= By dtml d(a) opadajuca funkcija;
(b) ako je 1=d<<c<n, tada je v (c)= Byoh "“(a) opadajuca funkcija.

Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica primedbe 2.1.7°.
(b) Iz definicije se lako dobija

1

Bl,c;l,d:( ICI phwlu= 1) c—d

\u=d-+1

i stoga, prema (a), ovo predstavlja geometrijsku sredinu rastucih nizova, te je
l,¢; 1,d 1,¢1,c—1
B, >B, .
Dalje je
1 c—~d—1
Bl l,a'_(Bl,c;l,c—l)c——[i (Bl,c~l;1,d) c—d
n - n n

1,1,

§to pokazuje da je B, ? tevinska geometrijska sredina brojeva Blalely
BY7E5b 4 Kao $to smo videli, By ®"? nije manje od prvog od ovih brojeva

koji, na osnovu teoreme 2.5, premasuje drugi, ¢ime je dokaz zavrien.
PrivMeDBA: 2° U dokazu (b) zakljulili smo da je
1,¢ 1, c—1 1,¢1,d 1,c—1;1,d
B, %7 <B, =B, ,
i odatle se, za k>0 i c<d, dobija

B,l"c+k; 1.d+k§B’ll,C+k; l’déB,ll’C; l,d.

5.5. Whiteleyeva teorema. Identiteti (5) i (50) sugeriraju sledeéu generalizaciju
simetriénih i potpunih simetriénih funkcija i sredina:

Neka je a realna n-torka, s(s£0) realan, k prirodan broj. s-ta funkcija
reda k, 1% (a), definisana je sa

2 1% (a) xk= H(1+a Xy (s>0),
k=

(54)
-+ o0

> 15 a) xk= fI(!—aix)’ (s<0),
0 i=1
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dok je s-ta sredina reda k koja je pridruZena ovoj funkciji definisana sa
1

1
s 5] @y \ & t1k: 1 %
(55) whdl@-|—~——| (>0), Wil (@) = @ (s<0).

(%) ()

n
Alternativna definicija za 1451 (a) je Al @=2>1T1 7‘:‘; aj"i, gde je
i=1

(56) A,:(j) (s>0), x,.=(—1)i(j) (s<0),

i gde se sumiranje vr§i po svim nenegativnim n-torkama (i, ..., i,) takvim

da je > i;=k.

j=1

PriMeDBE: 1° Po analogiji sa pE,'] i g1 pisademo w,[,k’ s umesto (WLk’ S’)k.
2° Ako je s=1, tada je:A=1 ako je i=0 i A=0 u drugim slu¢ajevima je, stoga, prema (56),
tik'”=e£,k]; ovo takode neposredno sleduje iz (54).

3° Ako je s=—1, tada je A;=1 za svako 7 i stoga je th’ _1]=ch] (a). Ovo, takode, nepo-
L . . ns —ns+k—1

sredno sleduje iz (54). Primetimo da je (—l)k(k)=( x ) za s<0,

4°  Ako je s<<0, svi koeficijenti u t,[,k’ s1 su pozitivni. Ako je s>0 i s nije ceo broj, tada pod

uslovom 0=k<s+1 situacija ostaje ista; medutim, ako je s ceo broj, tada je jedino potreb-
no da bude 0=<k=ns. Time se objasnjavaju izvesna ogranienja u teoremama koje ¢e kasnije
biti formulisane.

5° Na kraju, primetimo da se th’ sl mo%e izraziti u obliku integrala (BB 1.35). Tako, ako
je s<0 i ako je || dovoljno malo, imamo

+ o0
(l—aif)‘=1“(1 ) [e_m_a“)x's“dx,
—s) .
0
pa je
n 1 f ( z": )I”_[ -1y q
(1—ag;t)yf=—— exp | — a;(1—a; 1) x; "7 dx, .- odx,.
11;11 (T (—9) i=1 A ' ”
Rn
4
Odatle,
, 5] 1 n k n n )
(61)) e s (a)=~———f( x~a~) exp(— x-) x5 Vdx. ... dx..
" k(T (—s)" 521 o ,gl ' ,I;Il ! ! "
Rn

+

U ovom odeljku proSiriemo razne osobine simetriénih i potpunih sime-
tricnih sredina na ove opstije sredine. U slede¢im odeljcima, posmatrajuéi jo§
opstije sredine, ove osobine biée uopStene.

Poéi ¢emo od sledeceg jednostavnog rezultata koji uopStava lemu 2 i
opravdava ime sredina.

Lema 23. Ako je a nenegativna n-torka, k (1 <k <n) prirodan broj, s+#0, tada

ie min (a)ngk’ V(@) <max (a) sa jednakoséu ako i samo ako je a,=-:-=a,.

Dokaz. Ovo se neposredno dobija iz (54) i (55).
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Pre nego Sto predemo na generalizacije drugih osobina simetri¢nih sredina,
nave$¢emo nekoliko lema (Whiteley [2]).
Lema 24. Ako je s>0, vaZi
K3 o o

[k 1 s] [k—1, 5]

+a Sty
()(l,‘ da,
i, za s<0,
J 0 -
~—t[,,k’s]—al.—t[f 1,s] —(- )t[k ls]
()a,' ()ai

Dokaz. Ako je s<0, iz (54) sleduje

2T e

a; l—a x
tj.
to sy &, s n + o0 "
(1-a;x) 2. (5; Ln )x"= -sx[Ja —a X)) = —8x > tL’s](a)xk.
k=0 i k=1 k=0
Ako je s>0, dokaz je slican.
/] —
Lema 25. 5 2 wio T w19,

iS04
Dokaz. Sumirajuéi rezultate iz leme 24 po i, i primenjujuc¢i Eulerovu teoremu
o homogenim funkcijama, dobijamo traZeni rezultat.
Lema 26. Ako je s<0, vazi wi"I<w?*. Ako je s>0, vafi obrauta nejedna-
kost. U oba slucaja jednakost vaZi ako i samo ako je a,= - - - =a,.

Dokaz. Kako je

(W9 (@)* = %(é (Z a?+22 a a)

i<j

)
(WLZ, 5] (a))2 §— Z

(ns D n(ns—l)Z %%

i<j

dobijamo slede¢i rezultat, iz koga neposredno sleduje lema 26:

(O @) - @)= ((n— D3 at-23 aq)

i<j

(ns— 1) 2 (a

i<j

Glavni rezultat je generalizacija teorema 6 i 21:

Teorema 27. Ako je s>0, k i I celi brojevi takvi da je 1 <k<l<s+1, gde s
nije ceo broj, ili 1=<k<I<ns ako je s ceo broj, tada za a=0, vazi

58) WPl @=w (a)

ako je s< 0, vaZi suprotna nejednakost. U oba sluéaja jednakost va%i ako i samo
ako je a,= - - - =a,.
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Dokaz. 1z dokaza teoreme 21 i dokaza (i) teoreme 6 sleduje da je dovoljno
dokazati slede¢i Whiteleyev rezultat [2] koji generaliSe (7) i (52):

Teorema 28. Ako je s>0, k (1<k<s) ceo broj, pri demu s nije ceo broj, ili
1 <k<ns ako je s ceo broj, tada za a=0 vaZi

(59) (WEN@)Y zwE P T @wh T (a).

Ako je s< 0, vaZi suprotna nejednakost. U oba slucaja jednakost nastupa
ako i samo ako je a,=- - - =a,.

Dokaz. Ako je n=1, rezultat neposredno nalazimo za svako k. Posebno, ako
je k=1, rezultat se svodi na lemu 26. Dokaz se zavriava dvostrukom induk-
cijom po k i n. Pretpostavimo da je poznato da rezultat vazi za svako k i »n’
(n'<n) i sve cele brojeve k' i n (k'<k) i stavimo

A—={aja>0 i ARV LR )
Tada, pri datim uslovima, 4 je kompaktan podskup od R™ i stoga

(Wi (a))2 na 4 mora da dostigne svoj maksimum ili minimum prema tome
da li je s<O ili s>0. Prema Eulerovoj teoremi o homogenim funkcijama je

n
Z (W[k 1, 5] Lk—i—l, s]) — 2k WLk—l, 5] W[’:H»l,s] - 2 k,

k—1,s]  [k+1, e
tako da se u A svi parcijalni izvodi od wi b L pe anuliraju simultano.

Pretpostavimo najpre da je M dostignuto u (g,, ..., a,), gde je a;>0,1<i<n.
Primenimo Lagrangeove uslove u toj tacki:

i(wik,s])Zhl_()_(ka—l,s]WLkJrl,s]):O (1=i<n),
da; da;

(60) ZWLk,s]ika,s]=>\(wElkJrI,s]_in’k—l,s]_’_ Lk 1,51 0 ka+l,s]) (1<i<n).
0a,~ 0a,~ a;

PomnoZimo svaki od identiteta (60) sa g;, saberimo ih i primenimo Eu-
lerovu teoremu o homogenim funkcijama. Na taj nadin dobijamo A =M. Isko-
ristimo (60) da bismo dobili jednu gornju granicu za A. Saberimo identitete
(60) i primenimo lemu 25. Tako dobijamo

2k ka,s] Lk 1,s] 7\((]( 1) w[k—H SJWLk 2, s]+(k+ l)wE'k—l,s] ka,s])'

Odavde, posle upros¢avanja, nalazimo
[k+1 s lk—2, 51

61) 2k—a(k+1)=nr(k—1) "

[k 1,4] [k, s]

(WLk—l, s])2

k, s]\2 k o e g
Kako je »=M =i /(Wi ) stavijajuéi p=—no 2 |
W2 5T Tk, 5]
n n

jednakost (61) postaje

62) 2k—n(k+1)="=1

Ako u (62) zamenimo induktivne pretpostavke: u<1 ako je s>0, od-
nosno =1 ako je s<0, dobijamo A=1 ako je s>0, odnosno A=1 ako je
s<0, &ime je dokaz zavrSen.
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Ako je, medutim, A=1, tada je p=1, tako da se indukcija takode
moZe primeniti na sluéaj jednakosti.

Posmatrajmo sada slu¢aj kada je maksimum M dostignut u jednoj racki
koja ima samo p(p<n) koordinata razli¢itih od nule. U tom sludaju je
M = (W1 (@) (WE N @)y Wkt 1 (a')), gde je @' p-torka sastavljena od onih
koordinata koje su razli€ite od nule. Prema induktivnoj pretpostavci je M =1,
¢ime je dokaz zavrsen.

PrRIMEDBE: 6° Iz primedbi 2° i 3° sleduje da je (59) generalizacija (7) i (53). Medutim, za
razliku od (7) (videti primedbu 2.1.3°), uslov a>>0 je esencijalan. Ovo se vidi posmatranjem
sluéaja s—=—1, n=2, k=2, i a,=—a,.

Posledica 29, Ako je s>0, k ceo broj i 1<k<s, gde s nije ceo broj ili 1 <k <ns
ako je s ceo broj, tada za a=0 vaZi

(ZLk’ s])2>t[nk~1, 5] tElk+l, s
Ako je s<0, vaZi suprotna nejednakost.

Dokaz. Ovo je neposredna posledica (59) i Cinjenice da je pod navedenim us-

lovima (f)z/(k"sl)(kml) veée od 1 ako je s>0, tj. manje od 1 ako je s<O0.
— +

Posledica 30. Ako je s>0, k i I celi brojevi i 1 <k<]<s ako s nije ceo broj
ili 1<k<l<ns ako je s ceo broj, tada za a=0 vasi

(e% MY (L,

Za s<0 va%i obrnuta nejednakost.

Dokaz. Ovo sleduje iz (59) na isti nacin kao §to (8) sleduje iz (7).
Whiteley je generalisao posledicu 17 na sledeéi nadin:

Teorema 31. Ako je s>0, k ceo broj, k<<s+1 ako s nije ceo broj, tada za
a=0, b=0 vaZi
63)  whl@+b)=wh @)+ w1 ().

Ako je s<<0, vaZi suprotna nejednakost. Nejednakost je stroga osim ako je
k=1 ili ako su a i b proporcionalni.

Dokaz. (i) Nejednakost (60) je ekvivalentna sa jednom analognom nejedna-
kosti kada se w zameni sa ¢ i iskoristi oblik (57). To je neposredna posledica
integralnog oblika M (videti M, p. 57).

(i) Direktan dokaz, primenom metoda slicnom onom koji je koriéen u do-
kazu teoreme 28, dao je Whiteley [2]. Medutim kako se moraju razlikovati
sludajevi s <0, s>0 kada s nije ceo broj i sludaj kada je s ceo broj, dokaz je
znatno duZi. Kraéi dokaz opstijeg rezultata bice dat u slede¢em odeljku.

PrIMEDBE: 7° Ako je s=1, nejednakost (63) se svodi na (44). Ako je s=-—1, nalazimo ana-
logan rezultat za potpune simetri¢ne sredine, koji je dobio McLeod [1]:

0¥ (@ +b)<0™ (@) + 0™ (1).

12 Sredine i sa njima povezane nejednakosti
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8° Ako je s=—38, gde je 8 dovoljno mali pozitivan broj, tada je

n

1 =8-S gk 03,

i=1
pa primenjujuci (63) i pustajuéi da 8 — 0, zakljuCujemo da (63) implicira M.
9° Nejednakost (63) je ekvivalentna iskazu da je povriina wElk’ 5] (@)=1 u ,,pozitivnom*
,.kvadrantu* R” konveksna za s>0 i konkavna za s<0.
5.6. Pretpostavimo da je a nenegativna n-torka, 0>0, a, ;(I=sisn; j=1,2,..))
niz pozitivnih brojeva i definiSimo B, ;(1<i<n, j=1,2,...) sa

1.0
O(i.r:7' HBi.j'
ry

efini§$imo, kao 3to su to uradili Whiteley [3] i Bullen [9], funkciju
a|—>g5,k](a) reda & pomocu

r
+ oo " n + o n + o0 H Bi,i
=1 N
(64) 2 gnl(a)xk=6H(1 + 2, a,-,,(a,-x)')=6H L+ 2 = —(axy
k=0 i—1 r=1 i=1 r=1 r!
PriMeDBE: 1°  Funkcija tE,k’ 1z prethodnog odeljka je partikularan sludaj od ng]. Dovoljno
je uzeti By, ;=s—j+1 (s>0), B, j=—s+j—1 (s<0).

. . .y s . . . -
2° Opdtije, ako je o pozitivna ili negativna n-torka, redom stavimo B; j=o;—j+1 (5>0),
> . . v z . . i .
B;,j= —o;+j—1 (6<0). Ovaj slutaj g[nk] obelezavacemo sa tEf" °l. Ako je o konstantno i
jednako s, tada je th; °]=th’ 51, Ove funkcije mogu se definisati direktno pomoéu jednakosti:

t® n G, —> g . d g, —>
> IE‘; °]xk=H (A +a;x) i (6>0), z tE‘k’ °]xk=H (I—ag;x) ! (6<0).
k=0 k=0

i=1 i=1

Ove funkcije i njima pridruZene sredine uveo je Gini [5). Njihovu primenu u statistici
ispitivalo je viSe autora: Gini i Zappa [1], Zappa ({1], [2]), Pizzetti (1], Pietra [1]. Oni su pri-
menili ove sredine da bi definisali razne biplanarne sredine (videti: 5.4). Medutim, kako je
znacaj ovih sredina bio u tome da se nadu pogodne statistiCke sredine, ovi autori su izgleda
definisali vise novih sredina, ali nisu dovoljno ispitivali njihove osobine. Kasnije je Menon
(3] i (I5]) proucavao ove funkcije i naSao veliki broj njihovih osobina. Posebno, Menon je
uopstio teoreme 27 i 28 na ove opStije sredine.

Sto se tice tElk’ 51 (videti primedbu 5.5.4°), izvesna ogranifenja moraju da se stave za
—_—
k da bi se obezbedilo da koeficijenti tf,k’ 9 budu pozitivni. Ako je o<0, tada &k moZe biti

—_ —_— —_—

proizvoljno; kada je >0, tada je 1<k<1+mino, kada min ¢ nije ceo broj. Ako je minoc
ceo broj, komplikovanije je postaviti ogranifenja i za tog razloga se ovaj sludaj obicno izo-
stavlja iz razmatranja (Menon [3], [5]). Medutim, za dokazivanje je potrebno samo da su
koeficijenti pozitivni, te se svode na ovaj sluCaj kada se zna da koeficijenti nikad nisu nega-
tivni, tj. ako je 6,=--.=06,=y, dovoljno da bude 1=<k=<ns, kao §to smo videli.

3° Menon [6] je dao dalje proSirenje prethodnih primera. Neka je 0=<g<1. Tada je g-bi-
nomni koeficijent definisan na slede¢i nadin:

s k l_qs—i+l s Ky
[k]=,.r:111——qi—(k>0)’ [k]=1(k=0), [k}=0(k<0).

s s . . s .
Ako g—1, taoa [k }—»(k). Ako je ¢ pozitivna n-torka, definiSimo eLk’ V(g a) i

. - . . a;l . [oy+r—1 .
c}lk: 91 (¢; @) pomocu gg‘] (a) pri emu je «; , jednako [rl] i [ ! ] respektivno. Menon
r

[6] je proSirio teoremu 28 na sredine pridruZzene ovim funkcijama.
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4° Menon [7] je koristio g-binomni koeficijent da bi generalisao PL’] na sledeé¢i nacin:

el (@)

5
Odavde je PL’ll(a):PL'] (a) i P,[,’]O (a)=e£l’] (@). Na osnovu toga $to je [ logari-
. 3 ,

tamski konkavno (videti posledicu 30), Menon je dokazao nejednakost (PL’ ]q)ngL’;”PL"J;”.
Ova nejednakost sadrzi obe nejednakosti (7) i (8) kao specijalne slucajeve.
Originalan dokaz teoreme 31, koji je dao Whiteley [1], koristi teoremu 29 (ili 27). U

razmatranom generalnijem slu€aju, takvi rezultati ne postoje, ali kao §to je Whiteley [3] po-
kazao, ne§to slabiji rezultati su dovoljni.

U slu¢aju s>>0 nejednakosti (59) i (58) impliciraju sledecée slabije, ali jednostavne ne-
jednakosti (sa ograni¢enjima za k i / koja su data u teoremama 27 i 28):

k+1 _ k41
65) (th,s])Z; p th l,s]tL + ,s]’
(66) GRAR) R (IR N

Ako je s<0, vaZe suprotne nejednakosti. Upravo ovi rezultati bi¢e generalisani niZe i

tada ¢e biti upotrebljeni da bi se dobila teorema ¢&iji je specijalan slucaj teorema 31.
Za s>0 nejednakosti (65) i (66) impliciraju jo§ slabije ali jednostavne nejednakosti:

s -1, k+1,
(67) (t[: s])22t£k s] IE‘ —+ s]’

(68) (tEf"”)”";(tL" s])l/l.

Ako je s<0, mogu se analogno izvesti nejednakosti suprotne nejednakostima (67) i (68).
Medutim, kao Sto ¢emo kasnije videti, nejednakosti (67) i (68) vaZe i za s<—1.

Teorema 32. (a) Ako je a nenegativna n-torka i ako je u (64) o, ,(r=1,2,...)
logaritamski konkavno za svako i (1=i<n), ili ekvivalentno

(69) p,.,,_I;%p,.,,. (<isn, j=1,2,..),
tada je

(70 gil@rzgl M@l @ (k=)
7)) gP@vzgll@  (1sk=)).

Ako je umesto toga «;,(r=1, 2,...) striktno logaritamski konkavni niz za
svako i (1<i<n), ili ekvivalentno

(72) Bij-1=8;; (1gign, j=1, 2,..)),

tada je

1

k -
73 gl@rz=" e @en (@),

74 (e @)=kl @)"  (s=rsh.

Ako se uzme u obzir pretpostavka o logaritamskoj konveksnosti, nejednakosti
(72), (73) i (74) su suprotne.

12*
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Dokaz. (a) U sluaju pozitivnih nizova nejednakost (70) se dokazuje jednos-
tavnom indukcijom po n polazeéi od teoreme I.8 (a). Posmatranjem jednakosti
(64) zakljuCujemo: Ako je neko od a;,=0, rezultat sleduje iz nejednakosti za
manje vrednosti n.

Nejednakost (71) moZe se izvesti iz (70) na osnovu iste argumentacije kao
u teoremi 1.

(b) Dokaz je isti kao pod (a) samo umesto teoreme 1.8 (a) treba primeniti
teoremu I.5.

Slucaj jednakosti. Na osnovu primedbi koje sleduju iza teorema I 51 I 8 moZemo
da ulinimo sledeée primedbe:

(i) Nejednakost (70): jednakost vazi ako i samo ako je a,=:..-=4a,=0 ili
ako je @,=0 (i#j) i o *=o;,_; % x+,. U ostalim sluCajevima nejednakost
je stroga.

(ii) Nejednakost (71): jednakost vazi ako i samo ako je a,=-:-=4q,=0 ili
ako je ¢,;=0 i o; =o; o . (1=s5=k).
(iii) Nejednakost (73): jednakost vaZi ako i samo ako je a,= .- - =4q,=0 il

ako je o; F=o, ;o ;o (1=i=n, 1=5j<k+]1).
(iv) Nejednakost (74): uslovi su isti kao kod (70).

Posledica 33. Neka je a pozitivna n-torka i o realna n-torka. Teda, ako je k
prirodan broj, vaZi

(75) 1% (ay >’%‘ =19 () (FHE () (5>0);

ako je <0, vaéi suprotna nejednakost;

(76)  t* M@= N @) 5N @) (o, -1, 1=isn);

77 Mg @ > N g @) TN g ) (6>0)

i ako je 6,21 (1=i=n),

(78) (¥ (g @) >l g a) g a).

Dokaz. 1z primedbe 2° izvodi se zakljuak da B, . zadovoljava (72) ako je

isj
>0 i suprotnu nejednakost ako je ;<O; ako je 6,<<—1 (1=i<n), B, ; za-
dovoljava (69). Ovo po teoremi 32 implicira nejednakosti (75) i (76); da su
ove nejednakosti striktne, proizilazi iz diskusije koju smo napred izveli u vezi

sa slutajevima jednakosti.

Na osnovu primedbe 3° nejednakosti (77) i (78) sleduju iz teoreme 32 (a),

¥ : [s] . [s+r—1
ako dokazemo da su mzov1[ ] i
r

] logaritamski konkavni za s>0. Po-
’

smatraéemo prvi sludaj; drugi se razmatra na slican nafin. Kako je

s 2
[r] l_qs—r+1 (l_q:-r —1
=( 1—g" )\l—qr“) ’

L2l
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1__qs—x+1

dovoljno je dokazati da je x+>f (x)= — opadajuca funkcija. Zaista je

f 0= e @ A=) (g logg<0 - (0<g<1)

.X)Z
PRIMEDBA: 5° Nejednakost (76) opravdava primedbe udinjene u vezi sa (67). Naravno, nejed-
—_
nakosti stroze od (25) su poznate ako je o konstantno. Do svih rezultata iz posledice 33

dosao je Menon ([5] i [6]). On je takode dobio sliéne rezultate za jedan tip funkcija koji
ovde nede biti posmatran, a koji takode generalife t[,k’ % (@) (Menon [2]).

Sada smo u moguénosti da damo generalizaciju teoreme 28, naime:

Teorema 34. Ako su a i b nenegativne n-torke i ako je u (64) «;, (r=1,
2,...) strogo logaritamski konkavno za svako i (l=<i<n), tj. B, \>B,;
(1=i=n, j=1,2,...), tada je

1
(79) ‘”<a+b)k ""<a)k+gh"’<bﬁ (k= 1).

Ako se pretpostavke promene tako da se uzme slaba logaritamska konvek-
snost, nejednakost u (79) se menja u suprotnu. U oba slucaja jednakost nastupa
ako i samo ako je k=1 ili ako su a i b proporcionalni.

PrimepBe: 6° Kako gornje diskusije pokazuju, teorema 31 je partikularan slucaj ovog rezul-
tata i stoga sledeé¢i dokaz upotpunjuje nafu diskusiju ove teoreme. Metod je slitan onome
koji je korien u teoremi 28, kao $to je bilo istaknuto u diskusiji teoreme 28. Medutim,
teorema 32 omoguéuje da ucinimo suptilniju upotrebu Lagrangeovih uslova.

7° Primena opstijih funkcija omogudava diferenciranje pri ¢emu ostajemo u klasi funkcija za

. . og
koje se rezultat dokazuje. Jer, kao Sto se vidi, ako je gL"] funkcija stepena k, tada je i
oa,,

funkcija stepena k—1; a sem toga, ako koeficijenti gn](a) zadovoljavaju (72) (u obrnutom
[k]

smislu), to isto vazi i za koeficijente (1=m=n).
am
8° Takode nije teSko dokazati da, ako je a=(a’,a”), @' =(a,, ..., ay), @ =(ams,s .-, ),
tada je
(80) e (@)= Z eM @) e @)

r=

Dokaz teoreme 34. Dokaz se izvodi indukcijom po k. Ako je k=1, nema §ta
da se dokazuje. Medutim, da bismo posmatrali slucaj jednakosti sa indukcijom,
moramo poéi od k=2. Posle dva kvadriranja nejednakosti (79), za k=2
dobijamo ekvivalentnu nejednakost

> Bt B (Bia BB B (a6, —a, b)Y =0,
4 =1
i>j

koja neposredno sleduje iz (72). Stavimo sada

A={(a, b)|a>0, b>0 i gha+b) = 1}.

Pri datim uslovima A je kompaktan podskup od R27. Stoga g%l(a)l/k
+gf,k](b)1/" mora u A da dostigne svoj maksimum ili minimum M, prema tome
da li vaZi (72) ili suprotna nejednakost. Dovoljno je, zbog homogenosti, doka-
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zati da je M<1 u prvom i M =1 u drugom slu¢aju. Budué¢i da se oba sluaja
sliéno razmatraju, zadrZaemo se samo na prvom sluCaju. Pretpostavimo da je
M dostignuto u tacki (a, b)E 4, gde je

;>0 (i=i,,..., is), a=0 (u ostalim sludajevima),
b;>0 (j=Jji»---» Ju), b;=0 (u ostalim slucajevima),

uz uslov 1<n,=n, 1<n,<n. (Slucajevi kada je n, =0 i, ili, n, =0 su trivijalni).
Razlikovacemo nekoliko stucajeva.

Slucaj 1: za neko q je a,b,>0. Tada, primenjujuéi Lagrangeove uslove na ele-
mente @;, b, koji su razli€iti od nule i postupaju¢i kao u teoremi 23, dobijamo

/] k k .. .
ggﬁl(a)l/k—)\o g¥ @bk =0 (i=i,,..., in);

L gl — gl atr =0 (=i ).

. i j
tj.
Bl ghl@d-Pk S gl0@) =rgl @+ bRk gl + ),
da,- ()a,'
82)  gl@ya-pm 2 glpy=2gW(a+b)a-oik 2 gll(a y b)
0b] aai
Mnozec¢i (81) sa a; 1(82) sa b,, sabirajuti po i=iy,..., 0 1 j=Jji,---;jn,

i primenjuju¢i Eulerovu teoremu o homogemm funkcnjama dobuamo
(83) g (@) + g Byl = hg (@ + B,

Stavimo sada i=j=gq u (81) i (82), dignimo obe dobijene jednakosti na
stepen 1/(k— 1), saberimo ih i primenimo (83). Tako dobijamo

0 Hk—1) (k=1 0 1(k~1y
£¥@) +(ab T P ZACE

4 {9
(84) \0a, ag

1k]

Prema primedbi 7° je funkcija reda k— 1, zadovoljava (72) i induk-

a
tivna pretpostavka (84) kazu}le da je A< 1. Medutim, iz (83) je M =2, pa je
M <1, §to je i trebalo dokazati.

Slucaj 2: za svako i je a;b;=0 (1<i<n), §to ¢e reti da su (i,..., iy) i
(Ji»---> Ju,) razli€iti podskupovi od (1, ..., n). Tada se (79) svodi na

gil@ byk =gl (a) ik + g (b))%,
gdejea = (a,-1 s a;,,l), b= (bjI e bj,,z), ili, na osnovu primedbe 8°,
1/k
( 2 gni@)gn " (1,')) = g (@) + g1 (B) ¢,

Dizanjem na k-ti stepen dobijamo

k
(85) Z g[’](a )g[k r](b/) > Zo( )gg(l](a,)”kng;](b’)(k—’)/k,
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Ako je 1=r<k-—1, na osnovu (74) imamo

(ctel)™ L) s
! (k—n)!

gmi(@)> . gk >
odakle (85) neposredno sleduje.

PriMeDBE: 9° Nije poznato da li nejednakost (42) vaZi za sve ove opstije forme. Tako, na
primer, nije poznato da li vazi nejednakost

cEfJ (a+b) \lr CE,s] (@) \Ur cExSI(b) i
= -1 =] -
( cLs_’](a+b) ) ( cEf*'](a) ) ( CEf_'](b) )

10° Primenjujuéi teoremu 34 na funkcije t[nk; 91 moguéno je progiriti teoremu 36 na ove
funkcije, kao $to je sugerirao Whiteley [1, p. 50].
5.7. Muirheadove nejednakosti. Naves¢emo sada jednu generalizaciju elementar-

nih simetriénih funkcija koja se bitno razlikuje od generalizacije ovih funkcija
koje smo do sada posmatrali.

—
Neka je « nenegativna n-torka, a pozitivna n-torka, tada je Muirheadova
simetri¢na «-sredina definisana sa

1

(86)  An(aa)— M, (@ o)™ T,
gde je

n

e 1 a;
B7) M@= 51T  ay”
! e

PriMeDBE: 1° Ako je x=(1,0, ..., 0), tada je A, (a,%)=A,(@), dok u sludaju a=(1, ..., 1)

imamo A, (a; ®) = G,(a).

2° Opstije, ako je a;=1 (1=i=r), ;=0 (r + 1=<i=<n), tada je 4, (a; 0)=PU)(a).

3° Ocevidno, poredak elemenata u :nije bitan tako da mozemo pretpostaviti da je;opadajuc'e
Glavni cilj pododeljka je nalaZenje uslova pod kojima su dve razliCite

Muirheadove sredine uporedljive u smislu definicije 45. Odgovor je dat pomocu
pojmova uvedenih u 1.4.3.

Teorema 35. Neka su «, P neidentiCne n-torke, a pozitivna n-torka, tada su

M, (a; ;) iM,(a; E) uporedljivi ako i samo ako je jedna od n-toraka « iE pre-
uredenje druge. Preciznije,

(88) M, (& B)<M,(a; %),

ako i samo je §<Z ili ako i samo ako je E Jedno preuredenje n-torke

o; pod tim uslovima jednakost u (88) vazi ako i samo ako je a,=-.-.-=a,.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da (88) vaZi za svako pozitivno a i, §to moZemo, da
NN f‘, Bi % %;

su o i B opadajuéi. Ako stavimo a,= - - - =a,=a, iz (838) izlazi a=! =qi=!

Uzimajuéi velike vrednosti @ i male vrednosti a, ova nejednakost implicira (I.32).
Ako sada uzmemo a,=-: - =a;=a, @, ,= - - =a,=1 (1 =k <n), tada najvei
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k n
stepen od @ u M, (a; B) je > B;, dok je > «; u M,(a; @). Ako sada pretpo-
i=1 i=1

stavimo da je a veliko, (88) implicira (I.33). Stoga je §<_oc)
(ii) Pretpostavimo sada da je §<;, ili prema teoremi I.12 da je Ejedno

preuredenje od . Tada, prema 1.4.3, dovoljno je dokazati da je E:Soz
gde je S oblika (1.20), pa da (86) vaZi.
Neka je § oblika i pretpostavimo, §to je dopusteno, preuredivanjem

«iPdajep=1, g=2. Tada je
Bi=2o (1 =Mooy, By=(I—-No+hay, Br=oy (B=k=n);
n12 (M, (a; «)— M, (a; B))

n
S B PRI ) 2P B B B, By
_Z._I_I}a,j (a,-1 a,+ @ a a4 @) a4 a )
=

iz

n
o o oy —o oy —a Aay—az) . (1=2) (o —otp)
:Z!I—I}aijj(ailaiz)z(aill 2+ai21 2_ai1 1) o 1— %
j=

=X (e—a3) = A(x—a3)
—a;, ) (&g 2 1 2)

2

n
o May~ Aoy — 1= (g — 1-2) (o, —
:Zl 11”"/‘1 (a[1 aiz)o‘z (ai| oy Otz)_ai2 oy 012)) (ail( ) (% o‘2)_aiz( ) (o az))
=
=0.
Kako je slucaj jednakosti jednostavan, ovim je dokaz zavrien.

PRIMEDBE: 4° Dokaz dela (ii) teoreme 35 daje jedan alternativan dokaz nejednakosti GA i
od interesa je da se metod izloZi sa svim detaljima. U ovom slu¢aju, koriste¢i oznake kao u
R 4 (0 WU Bt . o . . o
posledici 36, imamo B:(ﬁ J) i ~J=HS;(, gde je S;= / 1 i K je matrica tipa
n O Sy

(k+1) x (k+ 1) definisana pomocu

n—k 1
0

n—k+1 n—k+1
K - 0 I 0
1 n—k
| n—k+1 n—k+1
Otigledno, svako S, je jednostavno u smislu primedbe 1.4.3.7°. Konkretnije neka je
;Z:(n—k, 1,...,1,0,...,0) (ki k+1 jednakih 1 i O respektivno) (0 =k <n), tada je
o N ——
k+1
n—2 -
Ay (@) =Gy (ay) = > (M, (a; aR)—M, (a; et + 1))
k=0

n—2
/ —k+1 —k—-1
= \Z (ailn * —'aizn ) (ahhqaiz) ais. . -a,k+2)20
k=0

(ako je k=0, izvan zagrade u X! nema ¢lanova).
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Posledica 36. (a) Ako je a pozitivna n-torka, @i E razlidite negativne n-torke,
;<_B), tada je

(89) Ay (a; )=4,(5; B,

sa jednako§éu ako i samo ako je a,= - --=a,.

(b) Ako je a pozitivna n-torka, o nenegativna n-torka sa najmanje dva elementa
razlicita od nule, tada je

(90) G, (@= A, (@ 2)=4, ()
sa jednakoiéu ako i samo ako je a,= - - - =a,.
Dokaz. (a) Ovo je neposredna posledica teoreme 35 i (86).

(b) Prvi dokaz (Schur, HLP, p. 50). Neka je f=(2, 7) 7=(1,0,...,0).

Tada je E}):SIZ, &):SZ?, gde je

o, y... O,
1 o, o o,
s-Lr s,-
n
Gy %y %y —y

(J je matrica ¢&iji su svi elementi 1) i rezultat je neposredna posledica teoreme 32.

Drugi dokaz. Direktan dokaz nejednakosti (90) dali su Barto§ i Znam [1]. Na
osnovu GA, za svaku permutaciju (i, ..., ,) imamo

on Hai.“jg Z % a; ..
=t 7 =

Sabirajuéi (91) po svim permutacijama, dobijamo desnu nejednakcst u (90).
Zatim, primenom nejednakosti G4 iz (86) i (87) izlazi

s n 1/n!
A, (@ a) = (H 'T1 a,.j“;> =G, (a),
n j=1

i to je leva nejednakost u (90). Sludajevi jednakosti se dobijaju iz GA.

PrRIMEDBE: 5° Prirodno, iskljueni slufajevi iz posledice su ba§ oni za koje je An,o=G,
i An, o= A,.

6° Jedno interesantno prosirenje Schurovog rezultata (90) dao je Gel’man [1]. Neka je F,
simetri¢an polinom od » promenljivih, homogen stepena m i koji ima nenegativne koeficijen-
te. Tada: («) f(a)=F,, (a'/™) je konkavna funkcija; to je upravo nejednakost (II1.8). Pored to-
ga f je simetri¢na i homogena funkcija stepena }LB) g(a)=log (F(ea/'rI)) je konveksna. Ovo je
tacka jer je, na osnovu C, f(Vab) <V f(a) V f(b). Tada, zamenjujuéi @ i b sa e®i e® respek-
tivno i uzimajuéi logaritam leve i desne strane, dobijamo tvrdenje.

Koristeéi ove primedbe, Gel’'man je dokazao nejednakosti

1
Fo (a));

im)
) =M@

©2) G, (a>§(
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Dokaz. Posmatrajmo najpre desnu nejednakost u (92). Neka je a=5!/m; tada je
1 n
F,(@=f0B)=1®,, ...,b,,):; > fis...s by by, b)) (zbog simetrije)
i=1
<f(4,®), ..., A, (b)) (zbog konveksnosti funkcije f)
=A, () f(1) (zbog homogenosti funkcije f),
= (MY @)" F ().
Posmatrajmo levu nejednakost u (92). Neka je a”/”'; tada, kao gore, samo primenjuju-

¢i (B), imamo
n

1
Fu(@) =g (®) =8 by, - b= D &by by b))

i=1
= g(4,®),...,G, B)
—log F,, (eAn ®im  gdn B)im)
—Fn (1) e P —F,, (1) G (a)m.
7° Po analogiji sa (90), Barto§ i Znam [1] su definisali
1
- n n!
G,(a; o) =<Hg Z % a; )
n j=1
i dokazali nejednakosti

(93) G, (@)=G, (a; 0) < 4, (a).

Ova nejednakost je analogna sa (88). Njena leva strana strana sleduje iz (91), ako se
pomnoZe sve ove nejednakosti uzete po svim moguénim permutacijama. S druge strane je,

e 1 n
na osnovu G4, G, (a; “)é'TZ!Z“i_aij:An (@), ¢ime je zavrSen dokaz nejednakosti (93).
nt 5
Iz slu¢aja jednakosti u GA neposredno sleduje da su nejednakosti (93) stroge osim ako je
a,=---=a,.

8° Isti autori su takode dali sledece definicije:
n n—1 1/n 1 n n—1
Gi,‘(a)=(H 2. a.»a,-H) o Ar@=—3 [T
j=1i=0 ni—1i=0
gde je a;=ar_, za k>n. Sli¢nim postupkom kao u prethodnoj primedbi oni su dokazali da je
%4) Gu(@=A%a), GS(a)sA,(a).
Medutim, u ovom slu¢aju jednakost moze da nastupi ¢ak i ako a nije konstantno.

1
Tako, na primer, ako je q;=i (1=i=4), 2a1=2cx2=2a3=a4:?, tada je Gﬁ (a)=A§(a)=2.

1
Stavljajuéi a; =i (1<i<n), oclzaz:?, ;=0 (3=i=n), iz (94) dobijamo

2n n
2 <(2n)<£2n+2) ‘

nil-\n)= (m+1)

9° Druge izraze, slicne onima iz primedbe 7°, ispitivali su Dokovi¢ i Mitrovi¢ [1]; takode
videti M, p. 284, 3.6.46 i Mijajlovi¢ [1], Mitrinovi¢ i Pokovié¢ [1].
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Posledica 37. Za O<p=1 vaZi
(95) M, (@ B)=M,(@ @)
ako i samo je E<pz.

Dokaz. Da je uslov potreban, dokazuje se kao u teoremi 35 (i). S druge strane,

kako je §<p;: primenjujuéi teoremu 35 i lemu IIL.6, imamo
M, (a; E) =M, (a; p;) =M, (a; ;)1’.

PRIMEDBE: 10° Za §= r, 0,..., 0), ;’: (s,0,...,0), p=r/s nejednakost (95) se svodi na (r; s).

11° Primer u primedbi 10° pokazuje da B<p:u slu¢aju p>1 je potreban ali nije dovoljan
uslov.

Posledica 38. Neka su a i p pozitivne n-torke. Tada

[T(3 pead)<TT (3 peast)

i=1

— —
vazi ako i samo ako je B<a.

Dokaz. Da je uslov potreban, dokazuje se kao u teoremi 35 (i). Ako je, pak,

B<(a, na osnovu teoreme I.22 imamo B S« za neku dvostruko stohastitku
matricu S=||s;|l, pa je

n §i.
z pkakjl Z pka" °‘l+"‘+sin°"l§H(Z pkak,) I
=1

i rezultat sleduje posle mnoZenja.

Posledica 39. Ako je a pozitivna n-torka, r (1 <r<n) prirodan broj, tada je
©96)  Pl@=0l(a),

sa jednako§éu ako i samo ako je r=1 ili a,=--. =a,.

Dokaz. Neka se A sastoji od nenegativnih n-torki « definisanih pomoéu

o+ Fo,=1, w =z, ;=0 (r+1=<izn), «; cco mnoZitelj od

i(1 <i<r). Nije tesko videti da je tada QY'r-ta stepena sredina od A,,(a,;)kada
B

« prolazi kroz A. Dalje ;0: (i, ...,—1—— , 0,..., 0)<Z(§E A), pa koriste¢i po-
r ¥

sledicu 36 (a) imamo A4,(a; ;0)§A,, (a; 0_5 (QEA). Kako je, prema primedbi 2,
A,(a, oco):Pf,'] (a), rezultat neposredno sleduje iz teoreme 3.2 (a).

PrIMEDBE: 12° Ovaj rezultat bez dokaza dao je Zappa [1]. Napisan pomoéu oznaka iz 5.5
to je, u stvari, WL”" 1 @< WL’" -l (a). Zappa je dao i opStiju nejednakost koriste¢i sredine
izvedene iz th’ °], videti primedbu 5.6.2, koja se, ako je o konstantno i jednako s, svodi na
WE{" Tay< W[,:" ) (s>0). Medutim i ovi rezultati su navedeni bez dokaza. U slucaju
konstantnog ¢ moZe se primeniti metod dokaza kao u posledici 39.

13° Generalizacije rezultata o Muirheadovim sredinama dao je Bekisev [1].
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D. S. MITRINOVIC, P. S. BULLEN, P. M. VASIC

MEANS AND THEIR INEQUALITIES

This Monograph will consist of two volumes. The bulk of the material occurs
in the first volume ; the second, and smaller, volume will contain the theory of Gauss
means, the axiomatics of means, means in the complex domain, integral means, as
well a variety of means not covered in the first volume.

There are many books on inequalities aimed at the student or non-mathemati-
cian. They usually introduce the reader to a particular kind of inequality, such as
geometric inequalities or mean inequalities. The reader of these books is given a
feel for inequalities and is enabled to progress to the more advanced treatises. Such
books exist in several languages. We mention only a few: in English: 4An Introduc-
tion to Inequalities by BECKENBACH and BELLMAN (1961), Analytic Inequalites by
KAzaRINOFF (1961) and Geometric Inequalities by BOTTEMA, DORBEVIC, JANIC,
MiTrRINOVIC and VAsIC (1969); in Serbo-Croatian: Nejednakosti by MITRINOVIC
(1965), and Sredine by MITRINOVIC and VASIC (1969); in Russian: Neravenstva by
Neviazskii (1947), and Neravenstva by KorovkiN (1952); and in Bulgarian:
Neravenstva by MaNoLov and DoCEv (1967).

Books on inequalities aimed at the professional pure or applied mathematician
are less common. The first such, that brought some order to this untidy field, is
the classical Inequalities by HARDY, LITTLEWOOD and POLya (1934). Important as
this outstanding work was, and still is, it made no attempt at completeness. Rather
it consists of the total knowledge of three front rank mathematicians in a field where
each had made fundamental contributions. Extensive as this combined knowledge
was there were inevitably certain lacunae; some important results, such as STEFFEN-
SEN’s inequality, were not mentioned at all; the works of certain schools of mathe-
maticians were omitted; and many important ideas were not developed, appearing
as exercises at the ends of various chapters. The later book of the same title by
BECKENBACH and BELLMAN, appearing in 1961, repairs many of these ommissions.
However this book is far from a complete coverage of the field, either in depth,
or in scope. A book that attempts to cover most aspects of the subject, and where
an attempt is made to give all results in their best possible form, together with either
a full proof, or a sketch of the proof, together with references to where a full proof
or proof can be found, is the recent Analytic Inequalities by MITRINOVIC (1970).

Due to the wideness of the topic of inequalities and to the variety of its applica-
tions none of the above mentioned books is complete on all of the topics discussed.
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Most inequalities depend on many parameters and the natural domain for these
parameters is not necessarily obvious, further this natural domain is not usually
the widest possible range in which the inequality holds. Thus an author, even the
most ambitious, is forced to choose; and then what is omitted from the conditions
of an inequality maybe just what is needed for some particular applications. What
appear to be needed are advanced works that pick some fairly restricted area from
the vast subject of inequalities and treat it in depth. Such coherent parts exist; as
HarpY, LiTTLEWOOD and POLYA showed, the subject of inequalities is not just a
collection of results. However to date no one seems to have written a treatise on
some such limited but coherent area.

This Monograph takes as its subject means and inequalities related to them.
Means are basic to the whole of the area of inequalities and to many of the applica-
tions of inequalities to other fields. To take one example, the basic geometric-arithme-
tic mean inequality can be found lurking, often in an almost impenetrable disguise,
behind inequalities of all kinds. The idea of a mean is used extensively in probability
and statistics, in the summation of series and integrals, to mention but a few of
many of the applications.

The object of this monograph is to provide as complete an account of the
properties of means that occur in the theory of inequalities as is within the authors’
competence. This book finds its origins in the much more modest Sredine mentioned
above, which gives an elementary account of this topic.

A full discussion will be given of the various means that occur in the current
literature of inequalities, together with a history of the origin of the various inequa-
lities connecting these means. A complete catalogue of all the important proofs
of the basic results will be included, as these often indicate the many possible interpre-
tations and applications that can be made. Also an attempt is made to discuss all
the known inequalities involving means. An extensive bibliography for the whole
monograph will be found at the end of the first volume.

It is in the nature of things that some omissions and errors will be made.
The authors ask any mathematician whose results have been quoted inaccurately
or incompletely, or any reader noticing errors or omissions to inform them.
In this way the second volume can be used to repair major omissions and suitable
corrections can be made in later editions. Since there are several authors we can
adopt the philosophy of C. B. ALLENDORFER and C. O. OAKLEY from the foreword
of their Principles of Mathematics: It is hoped that the book is relatively free of
errors, but each author blames the other for those that may be discovered‘.

It is intended to keep the account of means and their inequalities up to date
between revisions by a periodical review of new results to be published in the Publi-
cations of the Electrical Engineering Faculty of the University of Belgrade, Series
Mathematics and Physics, or in other journals.

May 1, 1977. D. S. MiTrINOVIC, P. S. BULLEN, P. M. Vasi¢
Belgrade and Vancouver.
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